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Introduction

1. But et méthode

“J'ai formé une méthode, par laquelle il me semble que
j'ai moyen d'augmenter par degrés ma connaissance et
de 1'élever peu a peu au plus haut point auquel la médiocrité
de mon esprit et la courte durée de ma vie lui pourront
permettre d'atteindre.”

DESCARTES, Discours de la méthode

Repartant des Recherches de Frege, nous posons que la logique est 1'étude des propositions,
c'est-a-dire 1'étude de ce qui est soit vrai soit faux.

Le but d'une étude étant de comprendre les objets étudiés, celui de la logique est de comprendre

les propositions.

Or comprendre, c'est a nos yeux réduire au sens A du Vocabulaire de Lalande.

“REDUIRE, A. Transformer une donnée, ou un énoncé pour les amener, soit a
une forme logiquement plus intéressante ou plus utilisable ; soit a une forme
plus condensée, plus simple, ou plus élémentaire.”

Il ajoute dans la critique :

“Lorsqu'on parle de réduire un fait a certains éléments, il s'y méle tantot 1'idée
d'une restriction et d'un appauvrissement regrettables, qui en laissent perdre
les caracteres essentiels, tantdt au contraire 1'idée d'une simplification utile et
1égitime, qui dégage ce qu'il y a en lui de plus important.”

Cela étant, nous fondons notre étude des propositions sur une méthode. Celle-ci est formée de

deux regles qui s'enchainent :

Premieére régle :

Formaliser, c'est-a-dire réduire la logique a une logique formelle.



En d'autres termes, il s'agit dans un cadre propositionnel fini :

(1) De définir un concept de configuration et sur ce, de fonction de vérité (sur l'espace - fini -
des configurations).

(2) De relier ce second concept a celui de proposition en admettant que chaque fonction de vérité

exprime une proposition.

Seconde regle :

Symboliser, c'est-a-dire transformer cette logique formelle en logique symbolique.

En d'autres termes, il s'agit alors :
(1) De définir un concept de formule.
(2) De relier ce concept a celui de fonction de vérité en définissant par récurrence une sémantique,

a savoir une fonction telle qu'a toute formule correspond une fonction de vérité.

Une logique fondée sur cette méthode comprendra donc une double représentation : la premiere

sera formelle ; la seconde, symbolique.

2. Application de la méthode

“La question est de savoir si toute composition de pensées
admet une telle construction. En ce qui concerne
les mathématiques, je suis convaincu qu'on n'y rencontrera
aucune composition qui échappe a cette analyse. Quant a
la physique, a la chimie, a I'astronomie, il en irait difficilement
autrement. Mais les propositions de finalité demandent
quelque prudence et semblent exiger une enquéte plus exacte.
Aussi laisserai-je cette question sans réponse.”

FREGE, Recherches logiques
Voici la theése que nous défendons :
La question déontique peut étre résolue suivant la méthode présentée.

Notre logique aléthico-déontique est une preuve de cette theése. Elle est divisée en deux sections :
le cas d'une Autorité est d'abord exposé, puis celui d'un ensemble fini d'Autorité(s). Elle est
préfigurée par notre logique aléthique, qui emprunte dans une certaine mesure au Tractatus

de Wittgenstein.

Nos deux logiques, aléthique et aléthico-déontique, chacune suite cohérente d'énoncés précis,
forment le texte proprement dit. Il est constitué d'exactement 100 énoncés : 51 définitions,
6 axiomes, 1 postulat et 42 théorémes. Le postulat en est le point culminant : il croise le déontique

avec l'aléthique de telle sorte que la méthode présentée peut étre applicable a la question déontique.



Premiere partie

LOGIQUE ALETHIQUE
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De lI'objet a la forme :
Configuration aléthique
et fonction de vérité

Les notions de vrai et de faux, en abrégé “le vrai” et “le faux”, sont sous-jacentes a notre logique

aléthique qui commence par cette définition :

1. D¢éfinition. Proposition.

Ce qui est soit vrai soit faux.

Nous suivons en cela l'auteur des Logische Untersuchungen [Recherches logiques] (Frege),

qui emploie le terme “pensée” [“Gedanke™] :

“Ein Gedanke aber ist etwas, von dem gilt : wahr oder falsch, ein Drittes gibt es nicht.”
(9], p. 38)!

2. Axiome.

Pour tout nombre entier positif i, il existe au moins un ensemble I formé de i proposition(s).

Soit un tel ensemble fini N, formé de n proposition(s).

C'est dans ce cadre propositionnel que nous allons, suivant la méthode présentée dans l'introduction,
procéder a la formalisation :

(1) Nous allons définir un concept de fonction de vérité.

(2) Nous relierons ce concept a celui de proposition en admettant que chaque fonction de vérité

exprime une proposition.

Ce concept de fonction de vérité s'appuie sur celui de configuration aléthique de N, clé du chapitre.

1 “Une pensée est ce dont on peut dire : vrai, faux, le tiers est exclu.” ([10], p. 216)
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3. Définition. Configuration aléthique de N.

Fonction telle qu’a chaque élément de N correspond soit le vrai soit le faux.

Cette définition est légitimée par I'énoncé 1.
Cela étant, nous éclairons la définition 3 par le paragraphe qui lui correspond dans le Tractatus.
Wittgenstein emploie le terme “tableau” [“Bild”] :

“2.201 Das Bild bildet die Wirklichkeit ab, indem es eine Mdoglichkeit des Bestehens
und Nichtbestehens von Sachverhalten darstellt.” ([21], p. 16)2

4. Théoréme.Le nombre des configurations aléthiques de N est fini : il en existe 2".

Lui correspondent dans le Tractatus les paragraphes 4.27 et 4.28 :
“4.27 Beziiglich des Bestehens und Nichtbestehens von n Sachverhalten gibt es
= n . .
K, = E( ) Moglichkeiten [...]”
v=0 v

“4.28 Diesen Kombinationen entsprechen ebenso viele Moglichkeiten der Wahrheit -
und Falschheit - von n Elementarsitzen.” ([21], p. 62)3

Démonstration.

L'ensemble N étant formé de n élément(s), il existe donc, par la définition 3, 2" configurations
aléthiques de N. [ |

5. Définition. L'espace aléthique E¢(N).

La totalité des configurations aléthiques de N.

Nous allons illustrer cette définition. Plus précisément, nous allons figurer par autant
de pictogrammes chacune des configurations aléthiques d'un ensemble formé de deux propositions.
Pour ce faire, imaginons une région ou la journée :

(1) Soit le ciel est dégagé, soit il est couvert.
(2) Soit il fait chaud, soit il fait froid.

2 «“2201 Le tableau représente la réalité en figurant une possibilité de l'existence et de la non-existence d'états

de choses.” (traduction personnelle)

n
n
3 “427 En ce qui concerne l'existence et la non-existence de n états de choses il y a Ky, = E ( ) possibilités
v
v=0

[...]”
“4.28 A ces combinaisons correspondent autant de possibilités de la vérité - et de la fausseté - de n propositions
élémentaires.” ([22], p. 59)



Sur ce, admettons que les deux phrases :

Le ciel est dégagé.
1l fait chaud.

expriment respectivement deux propositions p et q.

Nous en inférons que les quatre pictogrammes ci-apres figurent les quatre configurations aléthiques
de {p.q}.

Expressions pictographiques des quatre configurations aléthiques de {p, q}.

[
lI ‘l !
N A 2 N A 7 ,
= 1'. ; — = £, ; .= I
N -
2 | /4 N
r 7
Configuration a.;. Configuration a.,.
(2

Configuration a3. Configuration oy.

Venons-en alors au concept de fonction de vérité sur Ey(N).



6. Définition. Fonction de vérité sur Ey(N).

Fonction telle qu’a chaque élément de Eg(N) correspond soit le vrai soit le faux.

Nous éclairons cette définition par le paragraphe qui lui correspond dans le Tractatus. Wittgenstein

emploie le terme “proposition” [“Satz”] :

“4.4 Der Satz ist der Ausdruck der Ubereinstimmung und Nichtiibereinstimmung
mit den Wahrheitsmoglichkeiten der Elementarsétze.” ([21], p. 62)*

Il écrit encore au paragraphe 3.4 :

“34 Der Satz bestimmt einen Ort im logischen Raum [...]” ([21], p. 34)3

Table d’une fonction de vérité f sur Eo({p, q}).

Dans la colonne de gauche sont représentées les quatre configurations aléthiques de {p, q} et,
a leur droite, la valeur qui leur correspond par la fonction de vérité f.
IR [“_”

La notation “p” [“p”] signifie qu'a la proposition p correspond le vrai [le faux].

Le caractere “1” [“0”’] désigne le vrai [le faux].

a f
a : {p.q} 1
az : {p,q} 0
as: {p.q} 1
o4 :{p.q} 1

7. Théoreme. Le nombre des fonctions de vérité sur Eg(N) est fini : il en existe 22

Lui correspond dans le Tractatus le paragraphe 4.42 :
“4.42  Beziiglich der Ubereinstimmung und Nichtiibereinstimmung eines Satzes mit
K, K
den Wahrheitsmoglichkeiten von n Elementarséitzen gibt es E( kn) =L,
k=0

Moglichkeiten.” ([21], p. 64)°

4«44  Laproposition est l'expression de I'accord et du désaccord avec les possibilités de vérité des propositions
élémentaires.” ([22], p. 60)

5 “34  La proposition détermine un lieu dans l'espace logique [...]” ([22], p. 45)

6 “442 En ce qui concerne l'accord et le désaccord d'une proposition avec les possibilités de vérité

(K
de n propositions élémentaires il y a E \ K } =Ly possibilités.” ([22], p. 60)
k=0
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Démonstration.

Par le théoréme 4, l'espace Ey(N) est formé de 2" éléments ; il existe donc, par la définition 6,

22" fonctions de vérité sur Eo(N). [ ]

8. D¢éfinition. L'espace fonctionnel £y(N).

La totalité des fonctions de vérité sur Eg(N).

9. Axiome.

Chaque fonction de vérité sur Eg(IN) exprime une proposition.

Cet axiome justifie 1'énoncé 6.

10. Définition. L'extension d'une fonction de vérité f sur E¢(N).

L'ensemble des configurations aléthiques de N auxquelles correspond le vrai par la fonction

de vérité f.

Lui correspond dans le Tractatus le paragraphe 5.101 :

“5.101 [...] Diejenigen Wahrheitsmoglichkeiten seiner Wahrheitsargumente, welche
den Satz bewahrheiten, will ich seine Wahrheitsgriinde nennen.” ([21], p. 74)7

11. Définition. La fonction de vérité tautologique sur E¢(N).

La fonction de vérité sur Eo(N) dont I'extension est 'espace E¢(N).

12. Définition. La fonction de vérité contradictoire sur E¢(N).

La fonction de vérité sur Eg(N) dont I'extension est I'ensemble vide.

Leur correspond dans le Tractatus le paragraphe 4.46 :

“446 [...] In dem einen Fall ist der Satz fiir samtliche Wahrheitsmoglichkeiten
der Elementarsitze wahr |[...]
Im zweiten Fall ist der Satz fiir simtliche Wahrheitsmoglichkeiten falsch [...]
Im ersten Fall nennen wir den Satz eine Tautologie, im zweiten Fall

eine Kontradiktion.” ([21], pp. 66-68)8

13. Définition. Conséquence d'une fonction de vérité f sur E¢(N).

Fonction de vérité sur Eg(IN) dont I'extension inclut celle de la fonction de vérité f sur Eq(N).

7 «5101 [..] Celles des possibilités de vérité de ses arguments de vérité qui avérent la proposition, je les nommerai
ses raisons de vérité.” ([22], p. 66)

8 «446 [..]Dansle premier cas la proposition est vraie pour la totalité des possibilités de vérité des propositions
élémentaires [...]
Dans le second cas la proposition est fausse pour la totalité des possibilités de vérité [...]
Dans le premier cas nous nommons la proposition une tautologie, dans le second cas une contradiction.”

([22], p. 62)

11




Lui correspond dans le Tractatus le paragraphe 5.12 :

“5.12 Insbesondere folgt die Wahrheit eines Satzes “p” aus der Wahrheit

(I

eines anderen “q” wenn alle Wahrheitsgriinde des zweiten Wahrheitsgriinde
des ersten sind.” ([21], p. 74)°

14. Théoreme. Chaque fonction de vérité sur Eg(N) est conséquence d'elle-méme.
Démonstration.
C'est immédiat par la définition 13. [ |

15. Théoreme. Si les fonctions de vérité f et g sur Eg(N) sont conséquences l'une de l'autre,
elles sont identiques.

Lui correspond dans le Tractatus le paragraphe 5.141 :

“5.141 Folgt p aus q und q aus p, so sind sie ein und derselbe Satz.” ([21], p. 78)10
Démonstration.

Si les fonctions de vérité f et g sur Eg(N) sont conséquences l'une de l'autre, elles ont,

par la définition 13, mé&me extension ; elles sont donc, par la définition 10, identiques. [ ]

Soit une configuration aléthique o de N.

16. Définition. La fonction de vérité singuliere f,, sur Ey(N).
La fonction de vérité sur Eq(N) dont l'extension est le singleton {o.}.

Autrement dit, la table de la fonction de vérité f,, ne compte qu'un seul “1”, et précisément sur
la ligne ou est représentée la configuration o.

17. Théoréme. Le nombre des fonctions de vérité singulieres sur Eo(N) est fini : il en existe 2".
Démonstration.

Par les définitions 10 et 16, il existe autant de fonctions de vérité singulieres sur Eg(N)

que de configurations aléthiques de N, a savoir 2". [ |

[ [P

9 «512 En particulier la vérité d'une proposition “p” résulte de la vérité d'une autre “q”, si toutes les raisons
de vérité de la seconde sont raisons de vérité de la premiere.” ([22], p. 66)
10 <5141 Sip résulte de q et q de p, elles ne sont qu'une seule et méme proposition.” ([22], p. 68)
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De la forme au symbole :
Formule aléthique
et sémantique aléthique

Nous allons maintenant procéder a une symbolisation :

(1) Nous allons définir le concept de formule aléthique sur N.

(2) Nous relierons ce concept a celui de fonction de vérité sur Eq(N) en définissant par récurrence
une fonction, la sémantique aléthique S y, telle qu'a foute formule aléthique sur N correspond

une fonction de vérité sur Eq(N).
Le concept de formule aléthique sur N s'appuie sur le concept suivant :

18. D¢éfinition. L'alphabet aléthique sur N.
L’ensemble formé :
(1) des noms des propositions de N ;
(2) des caracteres :
“Tr, L,
e R VAR

(3) des caracteres “(” et «)”.

19. D¢éfinition. Formule aléthique sur N.

(1) Soit le nom d'une proposition de N ;
(2) soit “T7,soit “L”;
(3) soit =@, soit (Q;A...AQ,), s0it (¢, V...VvQ,),
@, @y, ..., @, €tant des formules aléthiques sur N.

20. Définition. Le langage aléthique Ly(N).

L’ensemble des formules aléthiques sur N.

13




Exemples de formules de Lo({p, q}).

1,q,=p,==p,pA-p,qVvp, (-pvq)A-T.I

Nous présupposons que nulle formule de Ly(N) n'est ambigué. Par exemple, “T” n'est le nom

d'aucune proposition de N.

Cela dit, soit une proposition p de N, des formules ¢, @, ..., ¢, de Lo(N) et une configuration

aléthique o de N.

21. Définition (par récurrence). La sémantique aléthique S, .

La fonction de Ly(N) dans Ey(N) telle que :

(D) [SO,N(p)] (=1 si et seulement si a p correspond le vrai dans o ;

2) [SonMl)=1;

3) [SonD]@)=0;

@ [Son(—)]() =1 si et seulement si [ Sy N(@)](a) =0 ;

(5) [Son(@;A...a@)](@)=1  sietseulement si pour chaque i, [ Sy n(p)](0t) =1 ;

6) [Son(p,Vv...vo)](@)=1  sietseulement si pour au moins un i, [ Sy x(¢)](cr) = 1.

Nous disons que toute formule de Ly(IN) symbolise une fonction de vérité sur Eg(N).

A propos de cette définition, clé du chapitre, remarquons ceci :

(1) L'égalité en un point!2 des fonctions Sy (@) et Sy () implique 1'égalité en ce point
des fonctions Sy (=) et So n(=Y).

(2) Pareillement, I'égalité¢ en un méme point, pour chaque i, des fonctions Sy N(¢;) et Sy N(Y;)
implique 1'égalité en ce point des fonctions Sy (@ A...AQ,) et Sy (Y A... AP, ), ainsi que celle

des fonctions Sy N(@,V...v@,) et So (P V...v,).

Nous dirons que la sémantique aléthique S, \ est extensionnelle.

Sur ce, nous dressons, formule apres formule, configuration par configuration, la table d'une

fonction de vérité sur Eo({p, q}).

Il Nous écrivons “p A =p”, “qvp” et “(=pvq)Aa =T respectivement pour “(p A =p)”, “(qVv p)” et
“((_|pv q) A _|—|—)97'
12 A savoir en un élément de I'espace Ey(N).
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Table de la fonction de vérité Sy, [(=pvq) A —~L1] sur E({p, q}).

o pP|-p| a]| -pPVvq -L| (=pv)Aa-L
or:{p,q} 1 {0 1 1 1 1
az: {p.q} 1] o] o0 0 1 0
as: {p.q} 0| 1 1 1 1 1
as: {p,q} 0| 1 0 1 1 1

Ce que nous condensons comme suit :
[0 ( = p \Y - 1
or:{p,q} 011 1 0
az: {p,q} 010 10
as: {p.q} 1 01 1 0
as:{p,q} 1 01 1 0

Apres quoi, toujours en relation avec la sémantique S, v, nous présentons :

(1) Au théoreme 22, des implications remarquables.

(2) Au théoreme 23, des équivalences remarquables.
22. Théoreme.

Pour tout @ et tout ¢ de Lo(N) :

(1) Son(D) a pour conséquence
(2) Son(®) a pour conséquence
(3) Son(@Ay) a pour conséquence
4 Son(®) a pour conséquence

15
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Démonstration.

Lemme.

S n(X) a pour conséquence Sy N(Y)

si et seulement si I'extension de S (X) est incluse dans celle de Sy N(Y)
- définition 13 ;

si et seulement si {a : [ Sy y(X)](a) = 1} est inclus dans {a : [ Sy (V) ](@) = 1}
- définition 10 ;

si et seulement si quel que soit a, si [ Sy y(X)[(ax) = 1, alors [ Sy n(Y)](a) = 1.

22.(1).

Si [Son(D](@) =1, alors [ Sy n(@)](a) =1
- définition 21.(3).

22.(2).

Si [Son(@)](a) =1, alors [ Sy n(T)](ar) = 1
- définition 21.(2).

22.(3).

Si[Son(@Ary)](a) =1,

alors [ Son(@)](e) = 1 et [Sy n(¥)](@) = 1
- définition 21.(5) ;

alors [ Sy n(@)]() = 1.

22.(4).

Si[Syn(@)]() =1,

alors [ Sy N(@)](a) = 1 et/ou [ Sy n(Y)](a) =1

alors [ Sy n(@ v )](a) =1
- définition 21.(6).

23. Théoreme.

Pour tout @, tout 1 et tout 0 de Lo(N) :

(D Son(p A —@) est identique a Son(L),
(2) Son(@v-9) est identique a Son(T),
(3) Son(—=—9) est identique a Son(®),
4 Son(oAr@) est identique a Son(®),
(5) Son(ove) est identique a Son(®),
6) Son(pvl) est identique a Son(®),
(7 Son(pAT) est identique a Son(®),

16



®) Sonlov(pry)] est identique a Son(®),

9) Sonl®A(@vy)] est identique 2 Son(®),
(10) Syn[—=(pAy)] est identique a SoNn(=@V =),
(A1) Son[-=(@vy)] est identique a Son(=® A =),
(12) Sonlov @ A0)] estidentiqued  Son[(@ V) A (@ VO],
(13) Sonlo A vo)] est identique a Sonl(@Ay)v(pa0)].
Démonstration.
23.(1).

[So,N(CP A =@)](a) =1

si et seulement si [ Sy n(@)](0) =1 et [Sy (=) ](a) =1
- définition 21.(5) ;

si et seulement si [ Sq (@) ](a) = 1 et [Sy n(9)](c) =0
- définition 21.(4) ;

si et seulement si [ S n(L)](a) =1
- définition 21.(3).

23.(2).

[Son(e Vv —=@)](a)=1

si et seulement si [ Sy n(@)](a) = 1 et/ou [ Sq n(—@)](a) = 1
- définition 21.(6) ;

si et seulement si [ Sy n(@)](a) = 1 et/ou [ Sq n(@)](e) =0
- définition 21.(4) ;

si et seulement si [ Sq n(T)](a0) = 1
- définition 21.(2).

23.3).
[Son(==®)](@) =1

si et seulement si [ Sy n(—@)](c) =0
- définition 21.(4) ;

si et seulement si [ Sy n(@)](a) = 1
- définition 21.(4).

23.(4).

[Son(pAr@)](a)=1

si et seulement si [ Sq (@) ](0) = 1 et [Syn(@)](a) =1
- définition 21.(5) ;

si et seulement si [ Sq n(@)](a) = 1.
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23.(5).

[Son(pve)](o)=1

si et seulement si [ S n(@)] (o) = 1 et/ou [ Sy n()](ar) = 1
- définition 21.(6) ;

si et seulement si [ S n(@)](a) = 1.

23 (6).

[So,N(CP vD)l(o)=1

si et seulement si [ Sy n(@)](a) = 1 et/ou [ S n(L)](a) = 1
- définition 21.(6) ;

si et seulement si [ Sp n(@)](a) = 1
- définition 21.(3).

23.(7).

[Son(pAT)](a)=1

si et seulement si [ So n(@)](a) = T et [Sy (T (@) =1
- définition 21.(5) ;

si et seulement si [ Sy n(@)](a) = 1
- définition 21.(2).

23.(8).

[Son(@v(@ry)]e) =1

si et seulement si [ S N(@)] (o) = 1 et/ou [ Sy n( A Y)](a) =1
- définition 21.(6) ;

si et seulement si :

[ Son(®)](e) =1 et/ou

[Son(®)](@)=1et [Syn(W)](a) =1
- définition 21.(5) ;

si et seulement si [ Sq n(@)](a) = 1.

23.09).

[Son(@Ar@vy)]) =1

si et seulement si [ Sq (@) ](a) = 1 et [Sy (@ v )](a) =1
- définition 21.(5) ;

si et seulement si :

[Son(®)](0)=1et

[ Son(®)]() =1 et/ou [ Sy n(P)](a) =1
- définition 21.(6) ;

si et seulement si [ S n(@)](a) = 1.
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23.(10).

[Son(=(@Arp))]@) =1
si et seulement si [ So n( A P)]() =0
- définition 21.(4) ;
si et seulement si [ Sy N(@)](t) = 0 et/ou [ Sy n(y)](a) =0
- définition 21.(5) ;
si et seulement si [ Sq (=) ](a) = 1 et/ou [ S (= y)[(a) =1
- définition 21.(4) ;
si et seulement si [ Sq (- v =) [(a) =1
- définition 21.(6).

23.(11).

[Son(=(@v )@ =1
si et seulement si [ So n(¢ v )]() =0
- définition 21.(4) ;
si et seulement si [ So n(@)](a) =0 et [Sy n(W)](a) =0
- définition 21.(6) ;
si et seulement si [ So n(—@)]() = 1 et [Sy n(~Y)] () =1
- définition 21.(4) ;
si et seulement si [ Sq y( =@ A =y)[(a) = 1
- définition 21.(5).

23.(12).

[Son(®v @ a8)]@ =1

si et seulement si [ Sy n(@)](a) = 1 et/ou [ Sy (P A 0)[(ar) = 1
- définition 21.(6) ;

si et seulement si :

[ Son(®)](a) =1 et/ou

[Son(W)](a) =Tet [Syn(0)](ar) =1
- définition 21.(5) ;

si et seulement si :

[ Son(®)]() =1 et/ou [ Sy n(P)](a) = 1 et

[Son(®)](@) =1 etlou[Syn(0)] () =1

si et seulement si [ Sy (@ v )] (o) = Let [Sy (@ v 0)](a) =1
- définition 21.(6) ;

si et seulement si [SO’N(((p v) A (pv )] =1
- définition 21.(5).
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23.(13).

[Son(@A (@ ve))]@ =1
si et seulement si [ Sq n(@)](0) = 1 et [Sy (W v O)](o) =1
- définition 21.(5) ;
si et seulement si :
[Son(®)](a)=1et
[Son(W)](a) = 1etlou [ Sy N(0)](a) =1
- définition 21.(6) ;
si et seulement si :
[Son(@)](a) =1et[Syn(y)](a) =1 et/ou
[Son(@) () =1et[Syn(0)](a)=1;
si et seulement si [ Sq (@ A P)] (o) = 1 et/ou [ Sy n(p A 0)] (o) =1
- définition 21.(5) ;
si et seulement si [SO,N(((p APV (pAB0))]@) =1
- définition 21.(6). [ |

Nous avons vu (définition 21) que toute formule aléthique sur N symbolise une fonction de vérité
sur Eg(N). Réciproquement, nous allons démontrer (théoreme 29) que quelle que soit la fonction

de vérité sur Eg(N), il existe au moins une formule aléthique sur N qui la symbolise.

Nous introduisons a cette fin les notations suivantes :

Soit des formules @(X1), ..., (X ) et un ensemble fini X.

La notation “ é(\ @(x)” désigne la formule :

(1) “T7, si I'ensemble X n'est formé d'aucun élément ;
(2) @(xy), st l'ensemble X est formé du seul élément x; ;

(3) @(x7)A...AQ(Xy ), sil'ensemble X est formé des k (k = 2) éléments x1, ..., Xk.

La notation \){ @(x)” désigne la formule :

(1) “L”, sil'ensemble X n'est formé d'aucun élément ;
(2) @(x;), sil'ensemble X est formé du seul élément x; ;

(3) @(x7)Vv...vep(xy ), sil'ensemble X est formé des k (k = 2) éléments xy, ..., Xk.

Soit I'ensemble o [I'ensemble o.] des propositions py de N auxquelles correspond le vrai [le faux]

dans la configuration aléthique o de N.

La notation “p™” désigne la formule (A Pr) A (A —=py) de Lo(N).

o (03
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Exemple : les quatre formules p®i de Lo({p, q}).

p™: PAQ

p“?: pA-q
P -pag
p™: —~pA-q

24. Définition. Conjonction complete de Ly(N).
Formule p* de Lo(N), o étant n'importe quelle configuration aléthique de N.

25. Théoréme. Le nombre des conjonctions complétes de Lo(N) est fini : il en existe 2".

Démonstration.

Par la définition 24, il existe autant de conjonctions completes de Lo(N) que de configurations

aléthiques de N, a savoir 2". ]

26. Théoreme.

Quelle que soit la fonction de vérité singuliere f, sur Eg(N), il existe une et une seule

conjonction compléte de Lo(N) qui la symbolise : p“.

Démonstration.

[So,N(Pa)](B) =1
si et seulement si [SO’N((/\ P) A (A -p)IB) =1

o

si et seulement si [SO’N(/\_pk)](B) =let[Syn (AN -pIp) =1

o

- définition 21.(5) ;
si et seulement si :
pour chaque py dans a, p, () =1 et
pour chaque py dans o, =p, (B) =1 ;
si et seulement si :
pour chaque px dans o, px() =1 et
pour chaque py dans o, px(B) =0

- définition 21.(4) ;
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si et seulement si :
pour chaque py dans a, py est dans f et
pour chaque py dans o, py est dans B
- définition 21.(1) ;
si et seulement si 3 est identique a o
- définition 3 ;
si et seulement si fo(f) =1
- définition 16.

Les fonctions de vérité f, et SO’N(pO‘) sont donc identiques ; en d'autres termes, la formule p®

symbolise bien la fonction de vérité f, sur Eo(N). [ ]
27. Définition. Disjonction canonique de Ly(N).
Formule \/ p* de Ly(N), X étant n'importe quel ensemble de configurations aléthiques de N.
X
28. Théoreme. Le nombre des disjonctions canoniques de Ly(N) est fini : il en existe 2%,
Démonstration.

Par la définition 27, il existe autant de disjonctions canoniques de Ly(N) que d'ensembles

de configurations aléthiques de N, a savoir 220, [ |

29. Théoreme de forme normale disjonctive compleéte.

Quelle que soit la fonction de vérité f sur Eg(N), il existe une et une seule disjonction

canonique de Ly(N) qui la symbolise : vV %
{a: f(a) = 1}

Démonstration.

[SonC VOB =1
{o: f(a) =1}

si et seulement si pour au moins un o tel que f(a) =1, [SO,N( pHIP) =1
- définition 21.(6) ;

si et seulement si pour au moins un o tel que f(a) = 1, est identique a o
- théoréeme 26 ;

si et seulement si f(f) = 1.

Les fonctions de vérité f et Syn( \/  p”) sont donc identiques ; en d'autres termes,
{a: f(a) =1}

la formule V p® symbolise bien la fonction de vérité f sur Eg(N). [ |
{a: f(a) =1}
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Seconde partie

LOGIQUE ALETHICO-DEONTIQUE




Premiere section

LE CAS D'UNE AUTORITE




3

De lI'objet a la forme :
Configuration aléthico-déontique
et fonction de vérité

Les notions de permis et d'interdit, en abrégé “le permis” et “l'interdit”, ainsi que les notions de vrai

et de faux sont sous-jacentes a notre logique aléthico-déontique.

Soit une Autorité A.

30. D¢éfinition. Action pour 1'Autorité A.

Ce qui est soit permis soit interdit par 1'Autorité A.

31. Postulat.

Toute action pour 1'Autorité A est une configuration aléthique d'un ensemble fini

de proposition(s).

L'énoncé 31 est le point culminant du texte : il croise le déontique avec l'aléthique de telle sorte que

la méthode présentée dans l'introduction peut tre applicable a la question déontique.

32. Axiome.

Pour tout nombre entier positif 1, il existe au moins un ensemble I formé de 1 proposition(s)

tel que chaque configuration aléthique de I est une action pour 1'Autorité A.

Soit un tel ensemble fini N, formé de n proposition(s).

C'est dans ce cadre propositionnel que nous allons, suivant la méthode présentée dans l'introduction,
procéder a la formalisation :

(1) Nous allons définir un concept de fonction de vérité.

(2) Nous relierons ce concept a celui de proposition en admettant que chaque fonction de vérité

exprime une proposition.
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Ce concept de fonction de vérité s'appuie sur le concept de configuration aléthico-déontique
de NU{A}, clé du chapitre, lui-méme en appui sur celui de configuration déontique de NU{A}.

33. D¢finition. Configuration déontique de N.

Fonction telle qu’a chaque élément de Eq(N) correspond soit le permis soit l'interdit.

34. Définition. Configuration déontique de NU{A}.

Réunion du singleton {A} et d'une configuration déontique de N.

Cette définition 34 est [égitimée par les énoncés 30 et 31.

35. Définition. Configuration aléthico-déontique de NU{A}.

Ensemble formé d'une configuration aléthique de N et d'une configuration déontique
de NU{A}.

36. Théoreme.Le nombre des configurations aléthico-déontiques de NU{A} est fini : il en existe

21 % 22"
Démonstration.

Par les définitions 34 et 35, le nombre des configurations aléthico-déontiques de NU{A} est égal
au produit du nombre des configurations aléthiques de N (2 savoir 2") par le nombre

des configurations déontiques de N (a savoir, I'ensemble Eq(N) étant formé de 2" éléments, 22" )).

Le nombre des configurations aléthico-déontiques de NU{A} est donc égal 2 2" x 22" [ |

37. Définition. L'espace aléthico-déontique E{(NU{A}).

La totalité des configurations aléthico-déontiques de NU{A}.

Nous allons illustrer cette définition. Plus précisément, nous allons figurer par autant

de pictogrammes :

(1) Chacune des configurations aléthiques, déontiques et aléthico-déontiques d'un ensemble formé
d'une proposition (et d'une Autorité).

(2) Chacune des configurations aléthiques et déontiques d'un ensemble formé d'une proposition
supplémentaire.
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Les mots en italique ci-apres, ainsi que les signaux routiers dont il s'agira auront le sens qui leur est
donné dans la Convention sur la signalisation routic¢re, faite a Vienne le 8 novembre 1968 sous
les auspices de 1'Organisation des Nations Unies!3. Les passages de la Convention ou il est question

de ces termes ou de ces signaux sont reproduits en annexe (pp. 85-87).

Soit alors la [législation nationale d'un Etat A, législation par hypothése conforme a

cette Convention ONU sur la signalisation routiere.

Dans ce cadre juridique, imaginons le conducteur d’un véhicule s'approchant d'une intersection
en “Y” et posons par hypothese qu’il va soit emprunter la route de gauche, soit emprunter la route
de droite.

Sur ce, admettons que la phrase :
Le conducteur emprunte la route de gauche.

exprime une proposition p qui est telle que chaque configuration aléthique de {p} est une action
pour 1'Etat A.

Nous en inférons que les quatorze pictogrammes ci-apres figurent respectivement les deux
configurations aléthiques de {p}, les quatre configurations déontiques de {p, A} et les huit

configurations aléthico-déontiques de {p, A}.

Chaque pictogramme figurant une configuration aléthico-déontique de {p, A} est la combinaison
d'un pictogramme figurant une configuration aléthique de {p} avec un pictogramme figurant

une configuration déontique de {p, A}, et réciproquement.

Expressions pictographiques des deux configurations aléthiques de {p}.

Configuration a.; . Configuration a,.

13 En France, cette Convention est entrée en vigueur le 6 juin 1978 et a été publiée le 21 aoiit 1981 (décret n°® 81-796
du 4 aofit 1981).
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Expressions pictographiques des quatre configurations déontiques de {p, A}.

N

Configuration A? .

<

Configuration A5.

<

Configuration A‘g .

N

O

O

Configuration A/i .
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:/<
:\<

Configuration (o, A/?).

X

Configuration (o, A‘%).

%

Configuration (o, A‘g).

O
X
O

Configuration (o, A’Z).
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Expressions pictographiques des huit configurations aléthico-déontiques de {p, A}.

Configuration (o, A’?).

<

Configuration (a.,, A’%).

K

Configuration (o, A/;).

e
<
O

Configuration (o, Aﬁ).




Posons a présent par hypothese qu'en plus d'emprunter soit la route de gauche, soit celle de droite,

le conducteur va soit rouler a plus de 30 km/h, soit rouler a moins de 30 km/h.
Sur ce, admettons que les deux phrases :

Le conducteur emprunte la route de gauche.

Le conducteur roule a plus de 30 km/h.

expriment respectivement deux propositions p et q qui sont telles que chaque configuration aléthique

de {p, q} est une action pour I'Etat A.

Nous en inférons que les vingt pictogrammes ci-apres figurent respectivement les quatre

configurations aléthiques de {p, q} et les seize configurations déontiques de {p, q, A}.

Expressions pictographiques des quatre configurations aléthiques de {p, q}.

NN

Configuration a.; . Configuration a,.

VA

Configuration o.3. Configuration o.4.
g g
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N

Configuration A’? .

<
<

Configuration Af.

K

Configuration A‘? .

N

©
®

Configuration A‘? .

31

Expressions pictographiques des seize configurations déontiques de {p, q, A}.

<

Configuration Aé .

Configuration A‘i .

N

O
1S)

Configuration A‘g‘ .

N
0

&)

Configuration A‘g‘ .




<

Configuration A/g .

N

©
©

Configuration A% .

<

O
8)

Configuration A‘?3 .

N

O

Configuration A‘?S .
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Expressions pictographiques des seize configurations déontiques de {p, q, A} (suite).

N

Configuration A’?O .

N

®
O

Configuration Af,.

\%

Configuration Aﬁ .

NS

O
O

Configuration A/% .




38. D¢éfinition. Le voisinage d'une configuration aléthico-déontique (o, AA) de NU{A}.

L'ensemble formé des configurations aléthico-déontiques (f, AA) de NU{A}, p étant

n'importe quelle configuration aléthique de N.

39. Théoreme.

Les voisinages des configurations aléthico-déontiques de NU{A} forment une partition

de l'espace E;(NU{A}) en 22 parties équipotentes.

Démonstration.

Primo, par la définition 38, chaque voisinage est formé d'autant d'éléments que de configurations

aléthiques de N, a savoir 2".

Secundo, par la définition 38, chaque configuration aléthico-déontique de NU{A} est

dans son voisinage.

Tertio, si V = {(, AA),p dans Ey(N)} et W = {(y, EA),y dans Ey(N)} sont deux voisinages, alors :
soit EA est identique a AA, et donc V et W sont identiques,

soit EA est différent de AA, et donc V et W ont une intersection vide.

Par conséquent, les voisinages des configurations aléthico-déontiques de NU{A} forment bien

une partition de l'espace E{(NU{A}) en 2 parties équipotentes. [ |

Venons-en alors au concept de fonction de vérité sur E;(NU{A}).

40. D¢éfinition. Fonction de vérité sur E{(NU{A}).

Fonction telle qu’a chaque élément de E;(NU{A}) correspond soit le vrai soit le faux.

Table d’une fonction de vérité f sur E({p, A}).

Dans la colonne de gauche sont représentées les huit configurations aléthico-déontiques de {p, A}
et, a leur droite, la valeur qui leur correspond par la fonction de vérité f.

3

La notation ” [“{p}”] signifie qu'a la configuration aléthique {p} correspond le permis
[l'interdit].

La lettre “A” désigne 1'Autorité A.
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(o, A%) f

(r, A7) {{p}- {A. (). (0} 1} 1
(a2, A7) {{p}- {A. {0} (0} } } I
(ar, A7) {{p}-{A. {0}. {3} } } I
(a2, A7) {{p}- {A. {0}. (P} } } 1
(ar, A3): {{p}- {A. {p}. (0} } } 0
(a2, A3): {{p}- {A. {p}. (0} } } !
(ar, A9 {{o}- {A. {2} {} } } 0
(a2, A7) {{p}- {A. {p}. (P} } } 1

n_~2")
41. Théoreme. Le nombre des fonctions de vérité sur E;(NU{A}) est fini : il en existe (27X 1)

Démonstration.

Par le théoréme 36, I'espace E{(NU{A}) est formé de 2" x 22" &léments ; 1l existe donc,

n_~(2M
par la définition 40, 2 2" ) fonctions de vérité sur E;(NU{A}). n

42. Définition. L'espace fonctionnel £;(NU{A}).
La rotalité des fonctions de vérité sur E{(NU{A}).

43. Axiome.

Chaque fonction de vérité sur E;(NU{A}) exprime une proposition.

Cet axiome justifie 1'énoncé 40.

44. D¢éfinition. L'extension d'une fonction de vérité f sur E;(NU{A}).

L'ensemble des configurations aléthico-déontiques de NU{A} auxquelles correspond le vrai

par la fonction de vérité f.

45. D¢éfinition. La fonction de vérité tautologique sur E;(NU{A}).
La fonction de vérité sur E{(NU{A}) dont l'extension est 'espace E{(NU{A}).
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46. D¢éfinition. La fonction de vérité contradictoire sur E;(NU{A}).

La fonction de vérité sur E;(NU{A}) dont I'extension est I'ensemble vide.

47. D¢éfinition. Conséquence d'une fonction de vérité f sur E{(NU{A}).
Fonction de vérité sur E;{(NU{A}) dont l'extension inclut celle de la fonction de vérité f
sur E{(NU{A}).

48. Théoreme. Chaque fonction de vérité sur E{(NU{A}) est conséquence d'elle-méme.
Démonstration.
C'est immédiat par la définition 47. [ |

49. Théoreme. Si les fonctions de vérité f et g sur E{(NU{A}) sont conséquences 1'une de l'autre,

elles sont identiques.
Démonstration.

Si les fonctions de vérité f et g sur E;(NU{A}) sont conséquences 1'une de 1'autre, elles ont,

par la définition 47, mé€me extension ; elles sont donc, par la définition 44, identiques. [ |
Soit une configuration aléthico-déontique (a, A%) de NU{A}.

50. D¢éfinition. La fonction de vérité singuliere f ( , sur E{(NU{A}).

o, AA

La fonction de vérité sur E;(NU{A}) dont I'extension est le singleton {(ct, AA)}.

Autrement dit, la table de la fonction de vérité f ( ne compte qu'un seul “1”, et précisément sur

a, AY)
la ligne ot est représentée la configuration (o, AA).

51. Théoréme. Le nombre des fonctions de vérité singulieres sur E;{(NU{A}) est fini : il en existe

20 % 22"
Démonstration.

Par les définitions 44 et 50, il existe autant de fonctions de vérité singulieres sur E;(NU{A})

que de configurations aléthico-déontiques de NU{A}, a savoir 2" x 22" [ |
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4

De la forme au symbole :
Formule aléthico-déontique
et sémantique aléthico-déontique

Pour la seconde fois, nous allons procéder a une symbolisation :

(1) Nous allons définir le concept de formule aléthico-déontique sur NU{A}.

(2) Nous relierons ce concept a celui de fonction de vérité sur E;(NU{A}) en définissant
par récurrence une fonction, la sémantique aléthico-déontique SﬁN , telle qu'a toute formule

aléthico-déontique sur NU{A} correspond une fonction de vérité sur E{(NU{A}).
Le concept de formule aléthico-déontique sur NU{A} s'appuie sur le concept suivant :

52. Définition. L'alphabet aléthico-déontique sur NU{A}.
L’ensemble formé :
(1) des noms des propositions de N ;
(2) des caracteres :
“T, L,
i Y A Vet
“PA” (comme “Permission par A”), “OA”(comme “Obligation par A”) ;

(3) des caracteres “(” et «)”.

53. D¢éfinition. Formule aléthico-déontique sur NU{A}.

(1) Soit le nom d'une proposition de N ;

(2) soit “T7,soit “L”;

(3) soit ~q, soit (@, A...AQ,), s0it (¢, V...v@,), soit PAgp, soit OAg,
@, @y, ..., @, €tant des formules aléthico-déontiques sur NU{A}.

54. D¢éfinition. Le langage aléthico-déontique L{(NU{A}).

L’ensemble des formules aléthico-déontiques sur NU{A}.
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Exemples de formules de L;({p,q, A}).

L, =pvq, PA(paq), OMpv —~q), ~q A PAq, 020, PA(O*pvq).14

Nous présupposons que nulle formule de L;(NU{A}) n'est ambigué&. Par exemple, “A” n'est le nom

d'aucune proposition de N.

Cela dit, soit une proposition p de N, des formules ¢, @, ..., ¢, de L{(NU{A}) et une configuration
aléthico-déontique (o, AA) de NU{A}.

55. D¢éfinition (par récurrence). La sémantique aléthico-déontique SﬁN.

La fonction de L;(NU{A}) dans £;(NU{A}) telle que :

(D) [Sij P ](a, A =1 si et seulement si a p correspond le vrai dans o ;

@) [Stn(D]@, A% =1;

(3) [Sin (L)@, A% =0;

@) [SPN(~)] (e, AY) =1 si et seulement si [ S{y(@)](ct, AA) =0 ;

(5) [Sij (@ A...Ap )] (a, AA) = 1 si et seulement si pour chaque i, [S‘IA:N (@) ](a, AN =1

(6) [Sij (g, v...ve)](a, AA) = 1 si et seulement si pour au moins un i, [SﬁN () ](a, AN =1

(7 [Sij (PAQ)| (o, AA) =11 si et seulement si pour au moins un (, AA) tel qu'a
correspond le permis dans A4,
[SIN@I(B, A% =1

(8) [Sij (OAQ)] (o, AA) =1 si et seulement si pour chaque (8, AA) tel qu'a
correspond le permis dans A4,
[SIN@]I(B, A% = 1.

Nous disons a nouveau que toute formule de L;(NU{A}) symbolise une fonction de vérité
sur E;(NU{A}).

A propos de cette définition, clé du chapitre, remarquons bien ceci :

(1) Ici aussi I'égalité en un point!> des fonctions SﬁN () et SﬁN () implique I'égalité en ce point

des fonctions SiA:N( —~@) et S{A’N( —P).

(2) Pareillement, 1'égalit¢é en un méme point, pour chaque i, des fonctions Si‘N(cpi) et SﬁN ()
implique I'égalité en ce point des fonctions SﬁN (@A...AQ) et SﬁN (PyA...Ap,), ainsi que celle

des fonctions Sij (@Vv...ve,) et Sij (P V...V ).

14" Nous écrivons “=p v q” et “ ~q A PAq” respectivement pour “(-=p v q)” et “(=q A PAq)”.
15 A savoir en un élément de l'espace E;(NU{A}).

37




(3) Par contre, 1'égalité en un point des fonctions SﬁN () et SﬁN () n'implique ni 1'égalité en

ce point des fonctions SﬁN (PAg) et SﬁN (PAy), ni celle des fonctions SﬁN (OAQ) et SﬁN (OAY).

(4) Néanmoins, et c'est important, 1'égalité sur le voisinage d'un point des fonctions SﬁN (p) et
SﬁN (y) implique 1'égalité sur ce voisinage des fonctions Sf,‘N (PAg) et SﬁN (PAy), ainsi que

celle des fonctions SﬁN(OA(p) et SﬁN (OA).

Nous dirons que la sémantique aléthico-déontique SﬁN est intensionnelle.

La sémantique S y se plonge dans la sémantique Sf,‘N ,  SaVoIr :

Soit des formules ¢ et 1 de Ly(N), ainsi qu'une configuration aléthico-déontique (o, A A)
de NU{A}.

56. Théoréeme.

Les sémantiques S y et SﬁN sont telles que [ Sy n()](a) = [SﬁN (@) ](a, AN,

Démonstration.

Nous procédons par récurrence sur le langage aléthique Lo(N) : il y a trois cas de base et trois cas

de récurrence.

Premier cas de base.

[SO’N (p)](a) = 1 si et seulement si a p correspond le vrai dans o
- définition 21.(1) ;

[SﬁN (p)](a, AA) =1 si et seulement si a p correspond le vrai dans o
- définition 55.(1) ;

done [ Sy n(P](@) = [ S{y ()] (e, AA).

Deuxiéme cas de base.

[Son(M(@) =1 et [SPy ()], A% =1
- définitions 21.(2) et 55.(2) ;

donc [ Sy n(D(@) = [SPy (M](ex, AA).

Troisieme cas de base.

[Son(D](@) =0et [SPy (L], A%) =0
- définitions 21.(3) et 55.(3) ;

donc [ Sy n(L](@) = [SPy (D)](e, AA).

Premier cas de récurrence.
[Son(~)]() =1
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si et seulement si [ S n(@)[(c) =0
- définition 21.(4) ;

si et seulement si [SﬁN (@](a, AX)=0
- hypothese de récurrence ;

si et seulement si [SﬁN( -@)](a, AN =1
- définition 55.(4).

Deuxieme cas de récurrence.

[ SoN(@A... A(pk)]((l) =1

si et seulement si pour chaque i, [ Sy (¢)](a0) = 1
- définition 21.(5) ;

si et seulement si pour chaque i, [SﬁN (pp](a, A%) =1
- hypothese de récurrence ;

si et seulement si [SﬁN (@ A...ap)](a, AB) =1
- définition 55.(5).

Troisieéme cas de récurrence.
[ Son(@ V... V(pk)]((l) =1
si et seulement si pour au moins un i, [ Sy N (@) ](a) = 1
- définition 21.(6) ;
si et seulement si pour au moins un i, [SﬁN (pp](a, AY) =1
- hypothese de récurrence ;
si et seulement si [SﬁN (@yv...vo)](a, Ad) =1
- définition 55.(6). [

57. Théoreme. La fonction SﬁN(cp) sur E;(NU{A}) est tautologique si et seulement si

la fonction S (@) sur Eg(N) est tautologique.

Démonstration.

La fonction Siy (@) sur E;(NU{A}) est tautologique

si et seulement si I'extension de SﬁN () est I'espace E;(NU{A})
- définition 45 ;
si et seulement si {(a, AA) : [Sf,‘N (@)](a, AA) = 1} est I'espace E{(NU{A})
- définition 44 ;
si et seulement si {a : [ Sy N(¢)](ar) = 1} est I'espace Eg(N)
- théoreme 56 ;
si et seulement si I'extension de Sy () est I'espace Eo(N)
- définition 10 ;
si et seulement si la fonction Sy N () sur Eg(N) est tautologique
- définition 11. [ |
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58. Théoreme. La fonction SﬁN(cp) sur E{(NU{A}) est contradictoire si et seulement si

la fonction S (@) sur Eg(N) est contradictoire.

Démonstration.

La fonction SﬁN () sur E;(NU{A}) est contradictoire

si et seulement si 1'extension de SﬁN () est I'ensemble vide
- définition 46 ;
si et seulement si {(a, AA) : [Sf,‘N (@)](a, AA) = 1} est I'ensemble vide
- définition 44 ;
si et seulement si {a : [ Sy N()] () = 1} est 'ensemble vide
- théoreme 56 ;
si et seulement si l'extension de S (@) est 'ensemble vide
- définition 10 ;
si et seulement si la fonction S () sur Eg(N) est contradictoire
- définition 12. [ |

59. Théoreme. La fonction Sf\’N(I])) sur E;(NU{A}) est conséquence de la fonction S{A’N(cp)
sur E;j(NU{A}) si et seulement si la fonction Sj () sur Eo(N) est conséquence de
la fonction S (@) sur Eg(N).

Démonstration.

La fonction Siy () sur E{(NU{A}) est conséquence de la fonction Si'y () sur E;(NU{A})

si et seulement si I'extension de SﬁN (y) inclut celle de Sf,‘N (o)
- définition 47 ;
si et seulement si {(ct, AA) : [S{()](cr, AA) = 1} inclut {(ct, AA) : [SPy (@)](ar, AA) =1}
- définition 44 ;
si et seulement si {a : [ Sy y(P)] (o) = 1} inclut {ot : [ S n(@)](a) = 1}
- théoreme 56 ;
si et seulement si I'extension de S () inclut celle de Sy ()
- définition 10 ;
si et seulement si la fonction S () sur Eg(N) est conséquence de la fonction Sy N () sur Eg(N)
- définition 13. ]

La-dessus, nous dressons, formule apres formule, voisinage par voisinage, la table d'une fonction
de vérité sur E;({p, A}). Les astérisques indiquent les configurations aléthico-déontiques (f3, A®)

de {p, A} telles qu'a  correspond le permis dans AA.
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Table de la fonction de vérité Sﬁ{p}[PA(—-p v OAJ_)] sur E{({p, A}).

(at, AD) p|-pl L] OAL| =pvOAL | PA(=pvO~L)
« (on, AD): {{p} {A, }Fo[i|ofof o 0 1
(a0, AD): {{P}. {A, }}olofi]of o 1 1
o (o, A {{p} A 03 3} [ 1]ofof o 0 0
(a2, ) {{p}. {A 0. 03} ) o] 1]o]| o 1 0
(ar, A% {{p}.{A. 3. 033} |1 |o]o]| o 0 1
o (oo, A {{PF A 03} o] 1|0 o 1 1
(ar D {{o} {A 3. 033} [ 1]ofo] 1 I 0
(a2, AD L} {A 3. 033} ot fo] 1 I 0
Ce que nous condensons comme suit :
(cr, AY) PA (~p v OAL)
« (an AD:{{pH{A DL} |1 010 0 0
© (o A {{pH{A 3} |1 101 0 0
(o, A {{p} {A 1P} |0 01000
(o2, &) {{p}.{A. (0. P33} [0 101 0 0
(. %) {{p}.{A. 3. 33} |1 010 0 0
© (o, A {{pH{A NI} |1 101 00
(an ) {{p}{A 3733} [0 o111 0
(o, ) { P} A{A 3. 33} [0 101 10
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Apres quoi, toujours en relation avec la sémantique SfN , nous présentons :

(1) Au théoreme 60, des implications et non-implications remarquables.

(2) Au théoreme 61, des équivalences et non-équivalences remarquables.
60. Théoreme.

Pour tout @ et tout de Li(NU{A}) :

(1) SﬁN (OAp) a pour conséquence SﬁN (OALv PAY),
(2) S{A’N (PATA OA) a pour conséquence SfN (PAg),

3) SﬁN [PA (pAry)] a pour conséquence Sf\,N(PAcp A PAlp ),
) SPN(O*q v Oty) a pour conséquence StN[O* (@ v )]

Pour au moins un ¢ et un 1y de Li(NU{A}) :

3) S{A’N (p) n'a pas pour conséquence SfN (PAg),
(6) SﬁN () n'a pas pour conséquence Sf\,N (OA),
(7 SﬁN (PAg) n'a pas pour conséquence SﬁN (p),
(8) S{A’N (PAg) n'a pas pour conséquence SfN (OAp),
) SﬁN (OAp) n'a pas pour conséquence Sf\,N (),
(10) SﬁN (0OAp) n'a pas pour conséquence SﬁN (PAg),
(11) S{A’N (P2 APAy)  n'apas pour conséquence SfN [PA(@ Ay)],
(12) SﬁN [0*(@vy)] n'apas pour conséquence Sf\,N(OAcp v O*y).
Démonstration.
Lemme.

SﬁN (X) a pour conséquence SﬁN Y)

si et seulement si I'extension de SﬁN (X) est incluse dans celle de Sf,‘N (Y)
- définition 47 ;

si et seulement si {(a, AA) : [Sf,‘N (X)](o, AA) = 1} est inclus dans {(a., AA) : [SﬁN (Y)](o, AA) =1}
- définition 44 ;

si et seulement si quel que soit (o, AA), si [SﬁN X)](o, AA) =1, alors [SﬁN ) ](o, AA) =1.

60.(1).

Si [Sin(OAp)] (0, AY) = 1,

alors pour chaque (3, A?) tel qu'a B correspond le permis dans AA, [SiAjN (@)]PB, A% =1
- définition 55.(8) ;

alors :

pour chaque (§, AA) tel qu'a  correspond le permis dans AA, [SfN (L]P,AD) =1 et/ou

pour au moins un (y, AA) tel qu'a y correspond le permis dans AA, [SﬁN (@], AM =1
- définition 55.(3) ;
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alors [ Sy (0AL)](ar, AA) = 1 et/ou [ Sy (PAQ)](at, AA) = 1
- définitions 55.(8) et 55.(7) ;
alors [ Sy (OALv PAg)](ar, AA) = 1
- définition 55.(6).
60.(2).
Si [ S\ (PATA OA)](a, AA) = 1,
alors [ S{y (PAT)](cr, AA) = 1 et [S{y (0Ap)](ar, AA) = 1
- définition 55.(5) ;
alors :
pour au moins un (3, AA) tel qu'a 3 correspond le permis dans AA, [S{A’N (MIB,A») =1et
pour chaque (y, AA) tel qu'a y correspond le permis dans AA, [SﬁN (@)]y, A8 =1
- définitions 55.(7) et 55.(8) ;
alors pour au moins un (3, A?) tel qu'a p correspond le permis dans AA, [S‘IA:N (@)]PB, AN =1
- définition 55.(2) ;
alors [ S{'\ (PAQ)](a, AA) = 1
- définition 55.(7).
60.(3).
Si [t (P (@ A )] (@, A% =1,
alors pour au moins un (f§, A?) tel qu'a p correspond le permis dans AA, [SﬁN(cp AY]B, AN =1
- définition 55.(7) ;
alors pour au moins un (3, AA) tel qu'a p correspond le permis dans AA,
[SEN (@B, A% =1 et [SPx (WP, A% = 1
- définition 55.(5) ;
alors :
pour au moins un (8, AA) tel qu'a p correspond le permis dans A4, [SﬁN(cp)](B, AA) =1 et
pour au moins un (y, AA) tel qu'a y correspond le permis dans AA, [SﬁN(lp Ny, Ad =1,
alors [ Sy (PA@)](a, AA) = 1 et [S\ (PAy)](ar, AY) = 1
- définition 55.(7) ;
alors [ Sy (P2 A PAy)](a, AA) = 1
- définition 55.(5).
60.(4).
Si [S{N (0% v O*p)](a, AA) = 1,
alors [ Sy (0%@)](ar, AA) = 1 et/ou [S{\ (O y)](ar, AA) = 1
- définition 55.(6) ;
alors :
pour chaque (B, AA) tel qu'a p correspond le permis dans AA, [Sf\,N(cp)]([S, AA) =1 et/ou
pour chaque (y, AA) tel qu'a y correspond le permis dans AA, [Si‘N(w My, A =1
- définition 55.(8) ;
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alors pour chaque (3, AA) tel qu'a B correspond le permis dans AA,

[SEN(@)](B, A% = 1 etfou [SPy (w)](B, A =1}

alors pour chaque (3, A?) tel qu'a B correspond le permis dans AA, [SﬁN(cp vy) (B, AA) =1
- définition 55.(6) ;

alors [ SN (O™ (@ v ) ](a, AA) = 1
- définition 55.(8).

60.(5).

Soit une configuration aléthico-déontique (a., AA) de NU{A} telle qu'a a correspond l'interdit
dans AA.

D'une part :
[ So.N( pPHl() =1
- théoréme 26 ;
donc [ Sy (p™)](a, AA) = 1

- théoréme 56.

D'autre part :

Quel que soit y différent de o, [ Sy n(p™)](Y) =0
- théoréme 26 ;

donc quel que soit y différent de o, [SﬁN(po‘)] (v, A% =0
- théoréme 56 ;

donc, puisqu'a o correspond par hypothese l'interdit dans AA, [S‘ﬁN (PAp™)](ar, A =0
- définition 55.(7).

Par conséquent, [S{A’N(pa)](a, AA) =1et [SﬁN(PApO‘)](a, AN =0;

SﬁN(po‘) n'a donc pas pour conséquence SﬁN( PAp%).

60.(6).
Soit une configuration aléthico-déontique (o, AA) de NU{A} telle qu'a p différent de o. correspond

le permis dans AA.

D'une part :
[Son(PH] () =1
- théoreme 26 ;
donc [SPx(p™)](ar, AA) = 1

- théoreme 56.

D'autre part :
Puisque B est par hypothese différent de o, [ S n(p™)](B) =0

- théoreme 26 ;
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donc [ Sy (p™M)](B, AA) =0
- théoréme 56 ;

donc, puisqu'a B correspond par hypothése le permis dans AA, [SﬁN(OApO‘)](a, AA) =0
- définition 55.(8).

Par conséquent, [SﬁN(po‘)](a, AA) =1et [Si‘N(OApO‘)]((x, AN =0;

SﬁN(pa) n'a donc pas pour conséquence SiAjN( 0%p%).

60.(7).
Soit une configuration aléthico-déontique (o, AA) de NU{A} telle qu'a B différent de o correspond

le permis dans AA.

D'une part :

[Sox(PMIB) =1
- théoréme 26 ;

done [ SN (pPM)](B. A% =1
- théoréme 56 ;

donc, puisqu'a B correspond par hypothese le permis dans AA, [SﬁN(PApﬁ)](a, AM) =1
- définition 55.(7).

D'autre part :

Puisque f est par hypothése différent de o, [ Sy ( pP)](@) =0
- théoréme 26 ;

donc [ S\ (pP)](ar, AY) =0

- théoréme 56.

Par conséquent, [S{A’N(PApB)] (a, AA)=1et [SfN(pB)] (o, AM)=0;

SﬁN ( PApﬁ) n'a donc pas pour conséquence SﬁN ( pB).

60.(8).
Soit une configuration aléthico-déontique (o, AA) de NU{A} telle qu'a a. et a (3, différent de a,

correspond le permis dans AA.

D'une part :

[Son(PH] () =1
- théoreme 26 ;

donc [S{in (p®)](c, AA) =1
- théoréeme 56 ;

donc, puisqu'a a. correspond par hypothése le permis dans AA, [SﬁN(PApO‘ (o, Ad) =1
- définition 55.(7).
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D'autre part :

Puisque B est par hypothese différent de o, [ S n(p™)](B) =0
- théoréeme 26 ;

donc [SP\ (p™)](B, A% =0
- théoréeme 56 ;

donc, puisqu'a B correspond par hypothése le permis dans AA, [SﬁN(OApO‘)](a, AA) =0
- définition 55.(8).

Par conséquent, [SﬁN(PApO‘)](a, AA) =1 et [SﬁN(OApo‘)](a, AA)=0;

SﬁN( P~p®) n'a donc pas pour conséquence SﬁN(OApa).

60.(9).

Soit une configuration aléthico-déontique (a., AA) de NU{A} telle qu'a a correspond l'interdit
dans AA.

D'une part :
Quel que soit y différent de o, [ Sy n(p™)](Y) =0
- théoréme 26 ;
donc quel que soit y différent de o, [Sy n(~p™)](y) =1
- définition 21.(4) ;
donc quel que soit y différent de o, [SﬁN( -p]y, A% =1
- théoréme 56 ;
donc, puisqu'a o correspond par hypothese l'interdit dans AA, [S‘ﬁN (02 =pH)](a, AY) = 1
- définition 55.(8).

D'autre part :
[ SoN( pH)(e) =1
- théoreme 26 ;
donc [SO,N( -p“)](a) =0
- définition 21.(4) ;
donc [SﬁN( -pH)](a, AY) =0

- théoreme 56.
Par conséquent, [S{A’N(OA—-pa (o, AA) =1 et [SﬁN( -pH(a, AA) =0
SﬁN (0™ =p*) n'a donc pas pour conséquence SﬁN( -p%).

60.(10).

Soit une configuration aléthico-déontique (o., AA) de NU{A} telle qu'a chaque configuration

aléthique correspond l'interdit dans AA.
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D'une part :
Puisqu'a chaque configuration aléthique correspond par hypothése l'interdit dans A4,
[SiN(OAD](@, A =1

- définition 55.(8).

D'autre part :
Puisqu'a chaque configuration aléthique correspond par hypothése 1'interdit dans A4,
[SiNPAD ], A%) =0

- définition 55.(7).

SﬁN (OAL) n'a donc pas pour conséquence Si‘N (PAL).

60.(11).
Soit une configuration aléthico-déontique (o, AA) de NU{A} telle qu'a a et a f3, différent de a,

correspond le permis dans AA.

D'une part :
[ Son(PM)](o) =1 et, puisque f est par hypothése différent de o, [ Sy n(p™)](B) =0
- théoreme 26 ;
donc [ Sy Nn(p“)](a) =T et [Son(=pD)](B) =1
- définition 21.(4) ;
donc [Sin(p™)1(cx, AA) = L et [S{n(=p™)](B, A = 1
- théoréeme 56 ;
donc, puisqu'a a. et a § correspond par hypothese le permis dans AA,
[Sin(PAp™H)](er, A%) = 1et [S{n (PR -pD)](a, AY) = 1
- définition 55.(7) ;
donc [ SN (PAp® A PA=p™®)](ar, AA) = 1
- définition 55.(5).

D'autre part :

Quel que soit v, [ Sy N(P* A =p™)](¥) =0
- théoréme 23.(1) et définition 21.(3) ;

donc quel que soit v, [SﬁN(pa A =pH](y, A =0
- théoréeme 56 ;

donc [Py (PA(p™ A ~p™)](cx, 4%) =0
- définition 55.(7).

Par conséquent, [SﬁN(PApa APA=pM)](a, AA) =1 et [SﬁN(PA(p“ A =p*))](a, A2) =0 ;

S{A’N(PApO‘ A PA=p®) n'a donc pas pour conséquence SﬁN( PA(p* A =p™)).
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60.(12).

Soit une configuration aléthico-déontique (o, AA) de NU{A} telle qu'a a et a B, différent de o,

correspond le permis dans AA,

D'une part :

Quel que soit y, [ Sy n(p* v =p*)](y) = 1
- théoreme 23.(2) et définition 21.(2) ;

donc quel que soit vy, [SﬁN(pO‘ v =pH]y, A% =1
- théoréme 56 ;

donc [ SPN(0*(p* v =p™)) (ar, AA) = 1
- définition 55.(8).

D'autre part :
[ So.n(P™](B) =0, puisque P est par hypothese différent de o, et [ Sy (p“)](c) =1
- théoréme 26 ;
done [ S x(p™)1(B) = 0 et [So n(=p*)](e0) =0
- définition 21.(4) ;
donc [ S (pMI(B, A%) = 0 et [S(~p™)](a, AA) =0
- théoréme 56 ;
donc, puisqu'a B et a o correspond par hypothése le permis dans A4,
[Sin(O%ph)](er, A%) =0 et [N (0% ~p™)](ar, A%) = 0
- définition 55.(8) ;
donc [S{y(0”p* v O™ =p™)](a, AA) = 0
- définition 55.(6).

Par conséquent, [S{A’N(OA(po‘ v=p“) ], AA) =1et [SfN(OApa v OA=pH](a, A2) =0 ;

SﬁN(OA(pO‘ v =p%)) n'a donc pas pour conséquence SﬁN(OAp“ v OA-p®). [ |
61. Théoreme.

Pour tout ¢ et tout de Li(NU{A}) :

(1) SPN(PAL) est identique 2 SN (L),

(2) S\ (OAT) est identique 2 SN (T,

(3) S\ (0*) est identique 2 SPN(=PA-g),

@) SPn(PAe) est identique 2 Sin(~0% =),

(5) SﬁN [PA(pv )] est identique a Sf\,N(PAcp v PAy),
6) SiN[O0% (@ Ay)] est identique 2 SPN (O™ A Oy,
(7) SN (PAPAY) est identique 2 SN (PAY),

(8) S{'\(0AOAY) est identique 2 SN (0Ag),
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(9) S{'\(OAPA) est identique 2 SN (OALV PAg),

(10) SﬁN (PAOAY) est identique a SﬁN (PATA OAQ),
(11) SPN[PA (@ A PAy)] est identique 2 SN (PAg A PAY),
(12) SﬁN [0% (g v O™y)] est identique a Sf\,N(OAcp v O™y),
(13) SPN[0* (@ v P )] est identique 2 SPN (O™ v PAy),
(14) SPN[P (@ A O*)] est identique 2 SiN(Pr A O™y ;
(15) S{\(OAL) est différent de SN (L),
(16) S{\(PAT) est différent de SN (T).
Démonstration.
61.(1).

[Sin(PAD](@, A% =1

si et seulement si

pour au moins un (8, A?) tel qu'a B correspond le permis dans A4, [SﬁN WL]P,Ad =1
- définition 55.(7) ;

si et seulement si [ Sy (L)](cr, AA) = 1
- définition 55.(3).

61.(2).
[SN(OAT)](@, AY) = 1

si et seulement si

pour chaque (B, AA) tel qu'a p correspond le permis dans AA, [SﬁN MIP,Ad =1
- définition 55.(8) ;

si et seulement si [SﬁN M, AA) =1
- définition 55.(2).

61.(3).
[Sin (O p)](a, A% = 1

si et seulement si
pour chaque (8, A?) tel qu'a 3 correspond le permis dans A4, [SfN(cp)](B, AM) =1
- définition 55.(8) ;
si et seulement si
pour chaque (f, AA) tel qu'a p correspond le permis dans AA, [SfN( -@)](B, A =0
- définition 55.(4) ;
si et seulement si [S{A’N(PA—-cp)](oc, AN =0
- définition 55.(7) ;
si et seulement si [S{A’N( ~PA-g)](a, AD) = 1
- définition 55.(4).
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61.(4).
[SPN(PA)](a, AN = 1

si et seulement si
pour au moins un (8, AA) tel qu'a B correspond le permis dans AA, [S{A’N(cp)]([i, AN =1
- définition 55.(7) ;
si et seulement si
pour au moins un (3, AA) tel qu'a B correspond le permis dans AA, [S{A’N( -@)](B,AN) =0
- définition 55.(4) ;
si et seulement si [S{A’N(OA—-cp)] (a, A" =0
- définition 55.(8) ;
si et seulement si [S{A’N( ~0%=)](a, AA) =1
- définition 55.(4).

61.(5).
[SPN(PA(@vy))](a, A% =1

si et seulement si
pour au moins un (8, A?) tel qu'a B correspond le permis dans A4, [SﬁN(cp vy)](p,Ad) =1
- définition 55.(7) ;
si et seulement si
pour au moins un (3, AA) tel qu'a 3 correspond le permis dans AA,
[Sin(@)](B, A%) = 1 etlou [Py (W)](B, AA) =1
- définition 55.(6) ;
si et seulement si :
pour au moins un (8, A?) tel qu'a B correspond le permis dans A4, [SﬁN(cp)](B, AA) =1 et/ou
pour au moins un (y, AA) tel qu'a y correspond le permis dans AA, [SﬁN(lp Ny, Ad =1,
si et seulement si [ S{ (P @) ](cr, AA) = 1 et/ou Sy (PAy)](a, AA) = 1
- définition 55.(7) ;
si et seulement si [ S{'y (P g v PAy)](a, AA) = 1
- définition 55.(6).
61.(6).
[SPN (0% (@ A w))] (e, A% =1
si et seulement si
pour chaque (B, AA) tel qu'a p correspond le permis dans AA, [SﬁN(cp AY)](B,AA) =1
- définition 55.(8) ;
si et seulement si
pour chaque (§, AA) tel qu'a p correspond le permis dans AA,

[SAN (@B, A =1 et [SP(WI(B, A% = 1
- définition 55.(5) ;
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si et seulement si :
pour chaque (B, AA) tel qu'a p correspond le permis dans AA, [Sf\,N(cp)]([S, AA) =1 et
pour chaque (y, AA) tel qu'a y correspond le permis dans AA, [Si‘N(w Ny, A =1;
si et seulement si [SﬁN(OAcp)](oc, AA)=1et [SﬁN(OAw (o, AA) =1

- définition 55.(8) ;
si et seulement si [SﬁN(OAcp A O )](a, AA) = 1

- définition 55.(5).

61.(7).
[ SN (PAPAQ)](ar, AA) = 1

si et seulement si
pour au moins un (3, AA) tel qu'a 3 correspond le permis dans AA, [S{A’N PAY](B, AN =1
- définition 55.(7) ;
si et seulement si
pour au moins un (3, AA) tel qu'a 3 correspond le permis dans AA,
au moins un (y, AA) est tel qu'ay correspond le permis dans AA et [S‘IA:N @]y, A% =1
- définition 55.(7) ;
si et seulement si
pour au moins un (y, A?) tel qu'a y correspond le permis dans A4, [SfN @]y, A" =1;
si et seulement si [SﬁN PAQ)](a, AD) =1
- définition 55.(7).

61.(8).
[ S\ (OA0A) (0, AA) = 1

si et seulement si

pour chaque (B, AA) tel qu'a p correspond le permis dans AA, [SﬁN OAY)] (B, AM) =1
- définition 55.(8) ;

si et seulement si

pour chaque (f, A?) tel qu'a B correspond le permis dans AA,

chaque (y, A?) est tel que si ay correspond le permis dans AA, alors [SﬁN @]y, A8 =1
- définition 55.(8) ;

si et seulement si

pour chaque (y, AA) tel qu'a y correspond le permis dans AA, [S{\’N @]y, Ad =1

si et seulement si [ S\ (OA@)](at, AA) = 1
- définition 55.(8).

61.09).
[ SN (OAPA)](ar, AA) = 1

si et seulement si
pour chaque (B, AA) tel qu'a p correspond le permis dans AA, [SﬁN PAY)|(B, AM) =1
- définition 55.(8) ;
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si et seulement si

pour chaque (B, AA) tel qu'a p correspond le permis dans AA,

au moins un (y, AA) est tel qu'ay correspond le permis dans AA et [SﬁN @]y, Ad) =1
- définition 55.(7) ;

si et seulement si :

pour chaque (B, AA) tel qu'a p correspond le permis dans AA, [SﬁN (L)]P,AA) =1 et/ou

pour au moins un (y, AA) tel qu'a y correspond le permis dans AA, [SﬁN @]y, A8 =1
- définition 55.(3) ;

si et seulement si [SﬁN (OALD)](o, AA) = 1 et/ou [SﬁN (PAQ)](a, AD) =1
- définitions 55.(8) et 55.(7) ;

si et seulement si [SﬁN (OALV PAQ)[(a, AA) =1
- définition 55.(6).

61.(10).
[ SN (PAOA)](cr, AA) = 1

si et seulement si
pour au moins un (3, AA) tel qu'a f correspond le permis dans AA, [S{A’N OAYP] (B, AA =1
- définition 55.(7) ;
si et seulement si
pour au moins un (3, AA) tel qu'a 3 correspond le permis dans AA,
chaque (y, A?) est tel que si ay correspond le permis dans AA, alors [S{A’N @]y, A =1
- définition 55.(8) ;
si et seulement si :
pour au moins un (3, AA) tel qu'a 3 correspond le permis dans AA, [S{A’N (MIB,A») =1et
pour chaque (y, AA) tel qu'a y correspond le permis dans AA, [SﬁN @]y, A% =1
- définition 55.(2) ;
si et seulement si [ S{ (PAT)](cr, AA) = 1 et [Sf\ (OA@)](cr, AA) = 1
- définitions 55.(7) et 55.(8) ;
si et seulement si [SﬁN (PATA OAQ)[(ar, AA) =1
- définition 55.(5).
61.(11).
[Six (P (@ PAy) (et %) = 1
si et seulement si
pour au moins un (8, AA) tel qu'a p correspond le permis dans A4, [SﬁN(cp A PAY](B, AA) = 1
- définition 55.(7) ;
si et seulement si
pour au moins un (3, AA) tel qu'a B correspond le permis dans AA,
[SEN(@)](B, A% = et [SPN (PR, A% = 1
- définition 55.(5) ;
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si et seulement si
pour au moins un (3, AA) tel qu'a B correspond le permis dans AA :
[SEN(@]B, AN = Tet
au moins un (y, AA) est tel qu'ay correspond le permis dans AA et [SﬁN(w My, A =1
- définition 55.(7) ;
si et seulement si :
pour au moins un (f, AA) tel qu'a B correspond le permis dans AA, [SﬁN(cp)]([S, AA) =1et
pour au moins un (y, AA) tel qu'a y correspond le permis dans AA, [SﬁN(lp Ny, Ad =1,
si et seulement si [SﬁN (PAQ)](ar, AA) =1 et [SﬁN (PAY)] (o, AA) =1
- définition 55.(7) ;
si et seulement si [SﬁN (PAQAPAY)|(a, AA) = 1
- définition 55.(5).

61.(12).
[SA (0 (@ v O ) ](ar, A%) = 1

si et seulement si

pour chaque (8, A?) tel qu'a 3 correspond le permis dans A4, [SﬁN(cp v O] (B, AN =1
- définition 55.(8) ;

si et seulement si

pour chaque (8, A?) tel qu'a 3 correspond le permis dans A4,

[SPx (@)I(B, A%) = 1 etfou [SPN (O%)](B, AA) = 1
- définition 55.(6) ;

si et seulement si

pour chaque (8, A®) tel qu'a § correspond le permis dans AA :

[Sin(@)](B, AY) = 1 etiou

chaque (y, A?) est tel que si ay correspond le permis dans AA, alors [S{A’N(lp My, A% =1
- définition 55.(8) ;

si et seulement si :

pour chaque (8, A?) tel qu'a 3 correspond le permis dans A4, [SfN(cp)](B, AA) =1 et/ou

pour chaque (y, AA) tel qu'a y correspond le permis dans AA, [SﬁN( Y]y, A =1;

si et seulement si [ Sy (OA@)](ar, AA) = 1 et/ou [Spy (OA)](ar, AA) = 1
- définition 55.(8) ;

si et seulement si [SﬁN (OAQv OAY)[(a, AA) =1
- définition 55.(6).

61.(13).
[SPN (O™ (@ v PAy))](@, A% =1

si et seulement si
pour chaque (f, A?) tel qu'a B correspond le permis dans AA, [SﬁN(cp v PAY)I(B, AN =1
- définition 55.(8) ;
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si et seulement si
pour chaque (B, AA) tel qu'a p correspond le permis dans AA,
[SN (@B, AY) = 1 et/ou [Py (PAy)](B, AY) = 1
- définition 55.(6) ;
si et seulement si
pour chaque (B, AA) tel qu'a f correspond le permis dans AA :
[Sin(@)](B, A%) = 1 etlou
au moins un (y, AA) est tel qu'ay correspond le permis dans AA et [SﬁN(w My, A =1
- définition 55.(7) ;
si et seulement si :
pour chaque (B, AA) tel qu'a p correspond le permis dans AA, [Sf\,N(cp)]([S, AA) =1 et/ou
pour au moins un (y, AA) tel qu'a y correspond le permis dans AA, [SﬁN(lp Ny, Ad =1,
si et seulement si [SﬁN (OAQ)](a, AA) =1 et/ou [SﬁN (PAY) (o, AA) =11
- définitions 55.(8) et 55.(7) ;
si et seulement si [SﬁN (OAQvPAY)|(a, AA) =1
- définition 55.(6).

61.(14).
[SPN (P (@ A O*)) ] (@, AY) = 1

si et seulement si

pour au moins un (3, AA) tel qu'a B correspond le permis dans AA, [S{A’N(cp A OAY)(B, AN =1
- définition 55.(7) ;

si et seulement si

pour au moins un (3, AA) tel qu'a 3 correspond le permis dans AA,

[SEN(@I(B, A% = L et [STN (O )](B. AA) = 1
- définition 55.(5) ;

si et seulement si

pour au moins un (3, AA) tel qu'a  correspond le permis dans AA :

[Sin(@)](B, A% = T et

chaque (y, A?) est tel que si ay correspond le permis dans AA, alors [S{A’N(lp My, A% =1
- définition 55.(8) ;

si et seulement si :

pour au moins un (3, AA) tel qu'a B correspond le permis dans AA, [S{A’N(cp)](ﬁ, AA)=1et

pour chaque (y, AA) tel qu'a y correspond le permis dans AA, [SﬁN( Y]y, A =1;

si et seulement si [ Sy (PAQ)](cr, AA) = 1 et [S{\ (OAY)](ar, AA) = 1
- définitions 55.(7) et 55.(8) ;

si et seulement si [SﬁN (PAQA OAY)](ar, AD) =1
- définition 55.(5).
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61.(15).
Soit une configuration aléthico-déontique (o, AA) de NU{A} telle qu'a chaque configuration

aléthique correspond l'interdit dans AA.

D'une part :
Puisqu'a chaque configuration aléthique correspond par hypothése 1'interdit dans A4,
[SIN(OAD](@. %) = 1
- définition 55.(8).
D'autre part :
[Sin (D], A%) =0
- définition 55.(3).

SN (OAL) est donc différent de Sy (L).

61.(16).
Soit une configuration aléthico-déontique (o, AA) de NU{A} telle qu'a chaque configuration

aléthique correspond l'interdit dans AA.

D'une part :
Puisqu'a chaque configuration aléthique correspond par hypothése 1'interdit dans A4,
[SiNPAD)](e, A%) =0

- définition 55.(7).

D'autre part :
[Sin (M@, A% =1
- définition 55.(2).

Si\ (PAT) est donc différent de S{y(T). m

Nous avons vu (définition 55) que toute formule aléthico-déontique sur NU{A} symbolise
une fonction de vérité sur E;(NU{A}). Réciproquement, nous allons démontrer (théore¢me 67) que
quelle que soit la fonction de vérité sur E;(NU{A}), il existe au moins une formule aléthico-

déontique sur NU{A} qui la symbolise.

Nous introduisons a cette fin les notations suivantes :

Soit I'ensemble [I'ensemble AA] des configurations aléthiques y de N auxquelles correspond

le permis [I’interdit] dans la configuration déontique AA de NU{A}.

La notation “p  désigne la formule (N PApr) A (/} -PApY) de L (NU{A}).
A
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Premier exemple : les quatre formules p AA de Li({p, A}).
J

Ppp PApAPA—-p
pa: Ppa-PA-p
P —PApaPA-p

Ppp —-PAp/\ —1PA—-p

Deuxieme exemple : les seize formules p AA de Li({p,q, A}).
J

PA(pAaq)APA(pA-~q) APA(=paq) A PA(=p A -q)
PA(pAaq) APA(pA-q) AP (=pAg) A ~PA(=p A -q)
PA(pAaq) AP (pA-q)a~P*(=pagq) AP (=pA-q)
PA(paq)AP(pA~q)an =P*(=pAq) A =P (~p A -q)
PA(pAaq) A =P (pAr-q) AP (=prq) AP (=pA -q)
PA(pAQ) A -P pA-q)APA(=pArg)a =P (~pa-q)
PA(paq)a =P(pa-q)a =P (=prq) AP (~p A -q)
PA(pAaq) A =P (pr-q)a-P*(=pArg)a -P*(=p A -q)
~PA(pAaq) AP(pA-q) AP (=paq) AP (=p A -q)
-PA(pAaq) AP (pA-~q) AP (=pAag)a -PA(=p A -q)
~PA(p A APA(pA-~q) A =PA(=pAag) A PA(=p A -q)
~PA(pAaq) AP (pA-q)a ~PA(=pag)a -PA(~p A -q)
~PA(pag)a =PH(pa-q) AP (=pArq)APA(=pA-q)
“PA(pAQ A -P(pA-q)APA(=pArg)a =P (=pa -q)
~PA(pag)a =PA(pa-q)a-PA(=prq) AP (~pr-q)

~PA(pAaq) A =PA(pA=q) A =PA(=pAaq) A ~P*(=pa-q)
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Soit une configuration aléthico-déontique (a, AA) de NU{A}.

La notation “pi;, ” désigne la formule p“ A p  de Li(NU{A}).

Exemple : les huit formules pZ*A de Li({p, A}).
J

OV pAPApAPA—'p
1V —'pAPApAPA—'p
1V pAPApA —|PA—-p
Pi: ~pAPApA-Piop
PA: pA-PApaPi-p
Pk —pa-PipaPiop
Pih: pA=Ppa-PA-p

Pyat TPA —|PAp A —-PA—|p

62. D¢éfinition. Conjonction complete de Li(NU{A}).

Formule pZA de Li(NU{A}), (o, AA) étant n'importe quelle configuration aléthico-déontique

de NU{A}.

63. Théoréeme. Le nombre des conjonctions completes de Li(NU{A}) est fini : il en existe

21 % 22"
Démonstration.

Par la définition 62, il existe autant de conjonctions completes de Li(NU{A}) que de configurations

aléthico-déontiques de NU{A}, a savoir 2" x 22", [ |

64. Théoreme.

Quelle que soit la fonction de vérité singuliere f ( sur Ef(NU{A}), il existe une

a, AY)
et une seule conjonction complete de L (NU{A}) qui la symbolise : pz A-
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Démonstration.

[SPn(pLI(B. EA) =1

si et seulement si [S{A’N(p“ APya JB,EA) =1

si et seulement si [ SPN (p™)](B, EA) = 1 et [Sin(p,)](B. EA) =1
- définition 55.(5).

Or d'une part :

[Sin(PMIB.EY =1

si et seulement si [ Sy n(p™)](B) =1
- théoréeme 56 ;

si et seulement si 3 est identique a o

- théoreme 26.

D'autre part :
[StN(p)I(B. EA =1

si et seulement si [ S{'y ((A PAp’) A (/} -PAp")]B.EA) =1
A

si et seulement si [ S (/\ PAPY)](B.EA) = 1 et [Sfy (/> ~PAp")](B,EA) = 1
A
- définition 55.(5) ;
si et seulement si :
pour chaque y dans A%, [SﬁN(PApY (B, EA) =1et
pour chaque y dans A4, [SfN( -PAp)](B,EA) =1 ;
si et seulement si :
pour chaque y dans A%, [SﬁN(PApY (B, EA) =1et
pour chaque y dans A4, [SﬁN(PApY )(B,EA) =0
- définition 55.(4) ;
si et seulement si :
pour chaque y dans A, au moins un 0 dans E* est tel que [S{A’N(pY ) (3, EA) =1et
pour chaque y dans A4, chaque § dans E* est tel que [SﬁN(pY )(©,EA) =0
- définition 55.(7) ;
si et seulement si :
pour chaque y dans A*, au moins un 6 dans E* est tel que [ Sy n( pH]©®) =1et
pour chaque y dans A, chaque d dans E* est tel que [ S n( pH1©®)=0

- théoréme 56 ;
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si et seulement si :
pour chaque y dans A, au moins un 0 dans E* est identique a vy et
pour chaque y dans A2, chaque & dans E* est différent de y
- théoréeme 26 ;
si et seulement si :
pour chaque y dans A,y est dans E* et
pour chaque y dans A2,y est dans EA
si et seulement si EA est identique a AA
- définitions 33 et 34.

Par conséquent, [ SﬁN ( pz DB, EA) =1

si et seulement si (B, EA) est identique a (o, AA)
- définition 35 ;
. : A
si et seulement si f(m AA)(B, EA)=1
- définition 50.

Les fonctions de vérité f ( et SﬁN(PZA) sont donc identiques ; en d'autres termes,

a, AY)

la formule p(AX A symbolise bien la fonction de vérité f ( , sur E{(NU{A}). [ ]

(x,AA

65. Définition. Disjonction canonique de L;(NU{A}).
Formule \)épZA de Li(NU{A}), X étant n'importe quel ensemble de configurations
aléthico-déontiques de NU{A}.

66. Théoreme. Le nombre des disjonctions canoniques de Li(NU{A}) est fini : il en existe

52" x22")

Démonstration.

Par la définition 65, il existe autant de disjonctions canoniques de L;(NU{A}) que d'ensembles

(2"x2®")

de configurations aléthico-déontiques de NU{A}, a savoir 2 [ |

67. Théoreme de forme normale disjonctive compléte.

Quelle que soit la fonction de vérité f sur E{(NU{A}), il existe une et une seule disjonction

canonique de L{(NU{A}) qui la symbolise : \/ pYa.
(. AY) (f(a, Ay =13 A
Démonstration.
[sinC . V' piOIB.EY=1
{(o, A®) (o, ARy = 1}
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si et seulement si pour au moins un (o, AA) tel que f(a, AA) =1, [SﬁN(pZ DB, EA =1
- définition 55.(6) ;

si et seulement si pour au moins un (o, AA) tel que f(a, AA) =1, (B, EA) est identique a (a, AA)
- théoréme 64 ;

si et seulement si f(, EA) = 1.

Les fonctions de vérité f et SfN( pz A ) sont donc identiques ; en d'autres termes,

(o, A% f(o, A®) = 1}

la formule N \/ R pz A symbolise bien la fonction de vérité f sur E;(NU{A}). [ ]
{(a, A?) : f(a,A?) = 1}
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Deuxieme section

LE CAS D'UN ENSEMBLE FINI D'AUTORITE(S)




5

De lI'objet a la forme :
Configuration aléthico-déontique
et fonction de vérité

Soit un ensemble fini 4# formé de m Autorité(s) Ay, ..., An.

68. Axiome.

Pour tout nombre entier positif 1, il existe au moins un ensemble I formé de 1 proposition(s)
tel que chaque configuration aléthique de I est une action pour chaque Autorité de 4.

Soit un tel ensemble fini N, formé de n proposition(s).

C'est dans ce cadre propositionnel que nous allons, suivant la méthode présentée dans l'introduction,
procéder a la formalisation :

(1) Nous allons définir un concept de fonction de vérité.

(2) Nous relierons ce concept a celui de proposition en admettant que chaque fonction de vérité

exprime une proposition.

Ce concept de fonction de vérité s'appuie sur celui de configuration aléthico-déontique de NU#,

clé du chapitre.

69. Définition. Configuration aléthico-déontique de NUA#.

Ensemble formé d'une configuration aléthique de N et, pour chaque Autorit€ A; de A4,

d'une configuration déontique de NU{A;}.

70. Théoreme. Le nombre des configurations aléthico-déontiques de NU# est fini : il en existe

2N 2(m2%)
Démonstration.

Par les définitions 34 et 69, le nombre des configurations aléthico-déontiques de NU# est égal

au produit du nombre des configurations aléthiques de N (a savoir 2") par la mi®me puissance
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du nombre des configurations déontiques de N (a savoir, I'ensemble Ey(N) étant formé
de 2" éléments, (22 ))™).

Le nombre des configurations aléthico-déontiques de NU# est donc égal a 2" x 2(m2%), [ |

71. Définition. L'espace aléthico-déontique E;(NU#).

La totalité des configurations aléthico-déontiques de NUA.

72. D¢éfinition. Le voisinage d'une configuration aléthico-déontique (o ; AAl, . AA“‘)
de NUA.

L'ensemble formé des configurations aléthico-déontiques (f3 ; AM Y s AAm) de NUA, B étant

n'importe quelle configuration aléthique de N.

73. Théoreme.

Les voisinages des configurations aléthico-déontiques de NU# forment une partition

de l'espace E{(NUs%) en 2(m2%) parties équipotentes.

Démonstration.

Primo, par la définition 72, chaque voisinage est formé d'autant d'éléments que de configurations
aléthiques de N, a savoir 2".

Secundo, par la définition 72, chaque configuration aléthico-déontique de NU# est

dans son voisinage.

Tertio, si V.={(B; A™, ..., A*), B dans Eg(N)} et W = {(y; E™, ..., E®m),y dans Eo(N)} sont
deux voisinages, alors :

soit pour chaque Autorité A; de 4, EAjest identique a AAj, et donc V et W sont identiques,

soit pour au moins une Autorité A; de #, EA; est différent de AAj, et donc V et W ont

une intersection vide.

Par conséquent, les voisinages des configurations aléthico-déontiques de NU# forment bien

une partition de lI'espace E{(NUA#) en 2(m2") parties équipotentes. [ |

Venons-en alors au concept de fonction de vérité sur E{(NU+%).

74. Définition. Fonction de vérité sur E{(NUA#).

Fonction telle qu’a chaque élément de E{(NU) correspond soit le vrai soit le faux.
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Table d'une fonction de vérité f sur E{({p, A, B}).

Dans la colonne de gauche sont représentées les trente-deux configurations aléthico-déontiques

de {p, A, B} et, a leur droite, la valeur qui leur correspond par la fonction de vérité f.

(o ; AA, AB) £

(s ot a8y {{ed{A o) (03 3 {B (05 (0} } ) 1
(o A A%y L) {a 0} (03 3 {B. (0} (0} 1} 0
(o oY a8 {{e}{a 0} 033 {B. (0} (P} } } 0
(r: A A%y {{p}{Aa (o) (0} 3. {B. (0} (P} } } 1
o A% a8 {{o}-{a 0} 033 {B. (o} (0} } } 0
(o A A {0} {a (0} (0} 3 {B. R} (0} }} !
@ aY A% {{o}{a 00} 0033 {B. {2} (P} } } 0
(s &b A% {3 {A ) (033 {B. {0} (P} }} I
(s 83 4% {{o}-{a 0} 033 {B, (0} (0} } } 0
(o2 A%, Ay {0} {a 0} (31 {B. (0} (0} }} 0
(o a8 a3 {{eh{A 0} 03} {B. (). (P} }} 0
(o a8 a8y {3} {a (0} (03} {B, (0} (P} } } 0
(o a8, a8 {{e}-{a 0} 03} {B. {0} (0} }} 0
(o a8 a3 Lo} {A 0} 003 {B. 0} (0} }} I
(o a8 A% {{e}-{a 0} 03} {B. {0} (P} } } 0
(0r: a8, &% {3 {a 0} (03} {B. {0} (P} } } 0
(o 8% 4% {{o}-{a {0} 033 {B, (0} (0} } } 1
(r: 8% 4% {{p}-{a {0} (03 3. {B, {0} (0} } } 1
(o: a8, a3 {{e}-{a e} (011 {B. (0} {P}}} !
(o A% A3 {45} {a ) (0} 1. {B. (0} (P} } } 1
(8% a8 {{e}-{a {0} 033 {8, (o} (1} } } 0
(0r: a8, a8y {3 {a ) (013 {B. {0} (0} } } I
(o 8% A% {{o}-{a o} (0} 3. {B. {0} P} } } 0
(r: 8% 4% {{p}-{a {0} (0} 3. {B, {p}. {F} } } 0
(@: af, ah: {{o}-{a o} (73} {B, (o). (7} }} I
(o A%, A% {45} {Aa {0} (5} 1. {B. (0} (0} }} 1
(a: a% a3 {{e}-{a o} (031} {B. (0} (P} }} 1
(@ &y a3 {{P}F-{a ) (033 {B. (). (P} }} 0
(o: &f, &b {{o}-{a o} (01} {B. {0} (0} }} I
(@ 8y ah: {3 {Aa ) (531 {B. {0} (0} }} 0
s ah A% {{e}-{a o) (033 {B. {2} (P} }} 0
(or: &%, &% {7} {a o} (01} {B. {0} (P} } } I
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. e S . Ny p(m2")
75. Théoreme. Le nombre des fonctions de vérité sur E|(NU) est fini : il en existe (27 x2 )

Démonstration.

Par le théoréme 70, l'espace E;(NU#) est formé de 2" x 2(m2") éléments, il existe donc,

2(2n X2(m2

)
par la définition 74, ) fonctions de Vérité sur E{(NUA4). [ |

76. D¢éfinition. L'espace fonctionnel £ (NUA#).
La totalité des fonctions de vérité sur E{(NU4).

77. Axiome.

Chaque fonction de vérité sur E{(NU) exprime une proposition.

Cet axiome justifie 1'énoncé 74.

78. D¢éfinition. L'extension d'une fonction de vérité f sur E;(NU#).

L'ensemble des configurations aléthico-déontiques de NU# auxquelles correspond le vrai

par la fonction de vérité f.

79. D¢éfinition. La fonction de vérité tautologique sur E;(NUs%).
La fonction de vérité sur E{(NU,#) dont I'extension est 'espace E;(NU4).

80. D¢éfinition. La fonction de vérité contradictoire sur E;(NU:#).

La fonction de vérité sur E;(NUs#) dont I'extension est I'ensemble vide.

81. D¢éfinition. Conséquence d'une fonction de vérité f sur E{(NU:#).
Fonction de vérité sur E{(NU#) dont 1'extension inclut celle de la fonction de vérité f
sur E{(NUA4).

82. Théoréeme. Chaque fonction de vérité sur E{(NU#) est conséquence d'elle-méme.
Démonstration.
C'est immédiat par la définition 81. [ |

83. Théoréme. Si les fonctions de vérité f et g sur E{(NU#) sont conséquences 1'une de 1'autre,

elles sont identiques.
Démonstration.

Si les fonctions de vérité f et g sur E{(NU#) sont conséquences l'une de l'autre, elles ont,

par la définition 81, mé€me extension ; elles sont donc, par la définition 78, identiques. [ ]
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Soit une configuration aléthico-déontique (o ; AN Y ey AAm ), en abrégé “(a, A%)”, de NUA.

84. D¢éfinition. La fonction de vérité singuliere f ( , sur E{(NU#).

a, A*

La fonction de vérité sur E;(NU#) dont I'extension est le singleton {(at, A%)}.

Autrement dit, la table de la fonction de vérité f ( ne compte qu'un seul “1”, et précisément sur

a, A7)

la ligne ou est représentée la configuration (o, A%).

85. Théoréme. Le nombre des fonctions de vérité singulieres sur E{(NU#) est fini : il en existe
2" x 2(m2"),

Démonstration.

Par les définitions 78 et 84, il existe autant de fonctions de vérité singulieres sur E{(NU#)

que de configurations aléthico-déontiques de NUA, & savoir 2" x 2(M2"). [
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De la forme au symbole :
Formule aléthico-déontique
et sémantique aléthico-déontique

Pour la troisieme et derniere fois, nous allons procéder a une symbolisation :

(1) Nous allons définir le concept de formule aléthico-déontique sur NUA.

(2) Nous relierons ce concept a celui de fonction de vérit€ sur E;(NU#) en définissant
par récurrence une fonction, la sémantique aléthico-déontique SfN , telle qu'a toute formule

aléthico-déontique sur NU# correspond une fonction de vérité sur E;(NUA4).
Le concept de formule aléthico-déontique sur NU# s'appuie sur le concept suivant :

86. D¢finition. L'alphabet aléthico-déontique sur NU#.

L’ensemble formé :

(1) des noms des propositions de N ;

(2) des caracteres :
“T, L,
T NSVt
«phi» (comme “Permission par A;”), oh1~ (comme “Obligation par A;”), ...,
«phAm» (comme “Permission par Ay,”), OfAm» (comme “Obligation par A,”) ;

(3) des caracteres “(” et «)”.

87. Définition. Formule aléthico-déontique sur NUA#.

(1) Soit le nom d'une proposition de N ;

(2) soit “T7,soit “L”;

(3) soit =@, soit (¢, A...AQ,), s0it (p,V...v®p,), soit pi @, soit OAjcp,
@, @y, ..., @, €tant des formules aléthico-déontiques sur NUA#,
et “A;”, le nom d'une Autorité€ de 4.

88. Définition. Le langage aléthico-déontique L;(NU:#).

L’ensemble des formules aléthico-déontiques sur NU 4.
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Exemples de formules de L;({p, q, A, B}).

T,(qQvT)Aap, 0*(=q A p), qv PB-q, PPOPO"p, PAq A =PBq, =PB(P*q A =p) v (p A OPq).16

Nous présupposons que nulle formule de L;(NU#) n'est ambigué. Par exemple, “A;” (1 < j < m)

n'est le nom d'aucune proposition de N.

Cela dit, soit une proposition p de N, des formules @, @, ..., ¢, de L{(NU~) et une configuration
aléthico-déontique (o, A¥) de NUA.

89. D¢éfinition (par récurrence). La sémantique aléthico-déontique SfN.

La fonction de L{(NU+#) dans £, (NU) telle que :

(D) [SfN P ](a, A% =1 si et seulement si a p correspond le vrai dans o ;

@) [STNM]@, A% =1

3) [STa (D@, A% =0

@ [STN(~@)(a, AH =1 si et seulement si [ S{\(@)](ct, A% =0;

(5) [SfN (@ A...Ap )] (ar, A#) =1 si et seulement si pour chaque i, [SfN (@) ](a, A% =1;

(6) [SfN (g, v...ve)](a, A#) =1 si et seulement si pour au moins un i, [SfN (@) ](a, A% =1;

(7 [SfN ( PAj @)](a, A% =1 si et seulement si pour au moins un (3, A”%) tel qu'a
correspond le permis dans AN ,
[STN@IB. A% =1;

(8) [SfN ( o @)](a, A% =1 si et seulement si pour chaque (§, A%) tel qu'a 8
correspond le permis dans AN ,

[S{N(@](B, A% = 1.

Nous disons a nouveau que toute formule de L;(NU,#) symbolise une fonction de vérité
sur E{(NUA4).

A propos de cette définition, clé du chapitre, remarquons bien ceci :

(1) Ici aussi I'égalité en un point!7 des fonctions SfN () et SfN () implique I'égalité en ce point

des fonctions SfN( —~@) et SfN( —P).

(2) Pareillement, 1'égalit¢é en un méme point, pour chaque i, des fonctions SfN(cpi) et SfN ()
implique I'égalité en ce point des fonctions SfN (@A...AQ) et SfN (PyA...Ap,), ainsi que celle

des fonctions SfN (@Vv...ve,) et SfN (P V...V ).

16 Nous écrivons “ (qvT)ap’,“qv PB—-q”, “ PAq A —-PBq” et —-PB(PAq A=p)Vv(pA OBq)” respectivement
[ EE 13 B EE 13 A B 2 e B A B kE
pour “((q v T)ap)”.“(qv P =q)”,*“(P"qa =P q)”et“(=P (P q A -p)v(pr0~q))”".
17" A savoir en un élément de l'espace E;(NU).
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(3) Par contre, 1'égalité en un point des fonctions SfN () et SfN () n'implique ni 1'égalité en
ce point, quel que soit j, des fonctions SfN(PAjcp) et SfN(PAjw), ni celle, quel que soit j,

des fonctions SfN(OAj @) et SfN(OAJ'qp),

(4) Néanmoins, et c'est important, 1'égalité sur le voisinage d'un point des fonctions SfN (p) et
Y (s . . . A
SfN(w) implique 1'égalité sur ce voisinage, pour chaque j, des fonctions SfN(P ‘) et

SfN(PAj ), ainsi que celle, pour chaque j, des fonctions SftN(OAj Q) et SfN(OAjlp).

Nous dirons que la sémantique aléthico-déontique SfN est intensionnelle.

La sémantique S y se plonge dans la sémantique SfN , 4 SavoIr :

Soit des formules @ et 1 de Ly(N), ainsi qu'une configuration aléthico-déontique (o, A%) de NUA.

90. Théoreme.

Les sémantiques S y et SfN sont telles que [ Sy n()](a) = [SfN (@) ](a, AF).

Démonstration.

Nous procédons par récurrence sur le langage aléthique Ly(N) : il y a trois cas de base et trois cas

de récurrence.

Premier cas de base.

[ So.n(P)](e) = 1 si et seulement si a p correspond le vrai dans o
- définition 21.(1) ;

[SfN (p)](a, A#) = 1 si et seulement si & p correspond le vrai dans o
- définition 89.(1) ;

done [ Sy n(P1(@) = [ ST ()] (at, AH).

Deuxiéme cas de base.

[Son(MI@) = 1et [STN (D@, A% =1
- définitions 21.(2) et 89.(2) ;

donc [ Sy (M) = [S7 (T](er, A#).

Troisieme cas de base.

[Son(D)]@) =0 et [N (L], A% =0
- définitions 21.(3) et 89.(3) ;

done [ Sy x(D)](@) = [SiN (D)](er, ).
Premier cas de récurrence.
[So,N( —) () =1
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si et seulement si [ S n(@)[(c) =0
- définition 21.(4) ;

si et seulement si [SfN (@](a, A% =0
- hypothese de récurrence ;

si et seulement si [SfN( -¢)](a, A% =1
- définition 89.(4).

Deuxieme cas de récurrence.

[ SoN(@A... A(pk)]((l) =1

si et seulement si pour chaque i, [ Sy (¢)](a0) = 1
- définition 21.(5) ;

si et seulement si pour chaque i, [SfN (pp](a, A% =1
- hypothese de récurrence ;

si et seulement si [SfN (@ A...ap)](a, A% =1
- définition 89.(5).

Troisieéme cas de récurrence.
[ Son(@ V... V(pk)]((l) =1
si et seulement si pour au moins un i, [ Sy N (@) ](a) = 1
- définition 21.(6) ;
si et seulement si pour au moins un i, [SfN (@], A% =1
- hypothese de récurrence ;
si et seulement si [SfN (@v...vo (o, A% =1
- définition 89.(6). [

91. Théoreme. La fonction SfN(cp) sur E{(NU#) est tautologique si et seulement si

la fonction S (@) sur Eg(N) est tautologique.

Démonstration.

La fonction SfN () sur E{(NU9) est tautologique

si et seulement si 1'extension de SfN () est I'espace E{(NU#)
- définition 79 ;
si et seulement si {(o, A#) : [SfN (@)](ar, A#) = 1} est I'espace E{(NUA)
- définition 78 ;
si et seulement si {a : [ Sy N(¢)](ar) = 1} est I'espace Eg(N)
- théoreme 90 ;
si et seulement si I'extension de Sy () est I'espace Eo(N)
- définition 10 ;
si et seulement si la fonction Sy N () sur Eg(N) est tautologique
- définition 11. [ |
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92. Théoreme. La fonction SfN(cp) sur E{(NU#) est contradictoire si et seulement si

la fonction S (@) sur Eo(N) est contradictoire.

Démonstration.

La fonction SfN () sur E{(NU9) est contradictoire

si et seulement si 1'extension de SfN () est I'ensemble vide
- définition 80 ;
si et seulement si {(o, A#) : [SfN (@)](a, A#) = 1} est I'ensemble vide
- définition 78 ;
si et seulement si {a : [ Sy N()] () = 1} est 'ensemble vide
- théoreme 90 ;
si et seulement si l'extension de S (@) est 'ensemble vide
- définition 10 ;
si et seulement si la fonction S () sur Eg(N) est contradictoire
- définition 12. [ |

93. Théoreme. La fonction SfN(lp) sur E{(NU#) est conséquence de la fonction SfN(cp)
sur E;(NU#) si et seulement si la fonction Sy n(Y) sur Eg(N) est conséquence de
la fonction Sy (@) sur Eg(N).

Démonstration.

La fonction SfN () sur E{(NU9) est conséquence de la fonction SfN () sur E;(NU»%)

si et seulement si I'extension de SfN (y) inclut celle de SfN (o)
- définition 81 ;
si et seulement si {(o, A#) : [SfN ()] (o, A#) = 1} inclut {(a, A#) : [SfN (@](a, A =1}
- définition 78 ;
si et seulement si {o : [ Sy y(P)](a0) = 1} inclut {at : [ Sy n(@)](a) = 1}
- théoreme 90 ;
si et seulement si I'extension de S () inclut celle de Sy ()
- définition 10 ;
si et seulement si la fonction S () sur Eg(N) est conséquence de la fonction Sy N () sur Eg(N)
- définition 13. [ |

La-dessus, nous dressons, formule apres formule, voisinage par voisinage, la table d'une fonction
de vérité sur E{({p, A, B}). Les astérisques [les doubles astérisques] indiquent les configurations
aléthico-déontiques (f ; A4, AB) de {p, A, B} telles qu'a f correspond le permis dans AA [dans AB].
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Table de la fonction de vérité S{A’B}(OA—'p A PBp) sur E;({p, A, B}).

1.{p}

(o0 ; AA, AB) -p -p p
= Gz ot ah: {{e}, {a FoAB. (0} (0} )} 01 0 0
s (gAY A% {{P), {A, Y {B, (0}, (0} }} 1 0 0
e (gAY A {{p}, {A, FoAB 0} (P} } ol o 0
(@2 &} A%y {{p}, {A. }oA{B. (0} (P} )} Lpoo 0
@ s ot A {{o}, {A. FoAB. {0} (0} 3} 01 0 0
s (o ab A {{p), {A, 3 {B. {2} (013} L] o 0
(o ad & {{o}, {aA. 3B 0} (0} ) o o 0
(s At % {{F}, {a (0} (03 {B. {0} P} } 1] 0
o (ags &y A {{o}, {a (0} (033 {B. (0} (01} 0] o0 0
= @y A {{p), {a (0} 03} {B (o) (0} ) 1] o 0
s 854 {{o}, {0} () 1 {B (0} ()} ) 01 0 0
(@ 85, &% {5}, {a 0} (3 1. {B. (0} (P} } } Lpoo 0
s a3 a9 {{o}, {a (03 033 {B. (0} (0} 3} o o 0
(w85 A% {), {A ) (03 1 {B (0} (03} 1] 0
@ s a5, 4 {{e}, {a (0} (o3} {B. {0} (P} } } ol o 0
(@2 83, A% {{p}, {a (o). {033 {B. {0}- (P} } } 1l o 0
(o a3 ah: {{o}, {a or () 1 B (0} (01 ) ) o1 1 !
s (s ah ah: {{o), {a{e} (03} {B. (0} (0} 1) L] !
s (o A% A {{o}, {A {0 () 1. 4B (0} (P} )} 0| 1 1
(02 &%, a8 {{p}, {a {0} (01 1. {B. (o). {03} } o !
@ a5 ah: {{e}, {a.{e}- (01} {B. {2}. (0} } } 0| 1 0
s (e &y A {0}, {a e} 0033 {B. {2} 0} }} ! ! 0
@ a5, A {{o}, {a. {0} (0} ). {B. {p}. (P} }} 0 : 0
(0o 8%, A% {{F}, {a{p}s 01 3. {B. {0} {7} } } - 0
o (as A aD: {4}, {A o3 (3 1 {B (0} (013} 01 1 1
(s A%, aD: {{), {A o3 (03 1 {B (0} ()3 ) ] !
s (o af A {{o}, {a e} (01} {B. (0} (P} }} ol 1 1
@ a5, A {{p}, {a {0} {731} {B. (0}. (P} }} 1] 1
@ &y A {{o}, {a {0} (7} . {B. {o}- (0} } } 01 1 0
s @A) A {{), {A (e} 033 {B. {0} (0} 1} L]t 0
@ &y & {{o}, {a {0} (P} . {B. {0}- (P} } } o1 1 0
(5 &% a9 {{F}, {a {2} (3}, {B. {0} (P} } } o 0
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Ce que nous condensons comme suit :

(o0 ; AA, AB) oA pB

oo (st ah: {{o}, {a 0 (0 3 {B o) (033 ) | 0 1
o w (o A AY: {{p), {A ) (033 B o) 033 ) | O !
oo (st 4D {o, {a b 1 (B o) (3 ) | 0 1
. o5 & a8 {{p}, A o) (0 4B () (033 ) | O !
* @ A A Lo}, {a o) 03 {B. () (033} | 0 0
oo (st & {0, A ) )1 {B o) (033 ) | 0 0
. s &b A {{o}, {a o) (0 4B o) (03 ) | 0 0
. (05 &b A% {3, A o) (0 4B o) (033 ) | O 0
oo (s s aD: {{o), {a b 3 (B o) (03 ) | 0 1
s @ sy A {{o}, {A ) o3 {B 0} ()} [ O 1
oo sy 4 {{o}, {a (0} (3} {B. (o). (P} }} | © 1
(@ a3 a9 {5}, {a 00 03} {B. (0} B3} ) | © 1

. a8, Al {{o}, {a (o) (P31 {B. {2} (9} 3} | 0 0
Ay A {{p}, {A () 03 {B. {0} ()3} | O 0

. @ a8 A% {{o}, {A (o) (P31 {B. {03 (P33} | O 0
(o a8 A% {5}, {a (o). (53} {B. () 733} | © 0

e 8h A {{}, {a ek 001 B0 ) | !
wow @ 8y AN {0} A e 0B o) (1)) [ 1
o (o Ay AD: {{e), {a ) 03 4B (o) (B3} | !

. (02 &%, a8 {3, {a o) 0 4B ) (033} | 1
@ 85, 8 {{o}, {a o 0033 (B o} (03 1) [ 0

oo (s ah A {3, {a e (01 {B o) 03 ) | 8 0
s &% A% {3, {a o3 (0 1 {B {0 (P31} ) | 0

. (@ 3, 8 {{p}, {a {0} 033 B0} (03} |1 0
o Ay A {{o}, {a b 3 b (B 0 03 |0 1
@y a3 AN {{), {a o) 03} {B. (0} ()3} [ ! 1
s (s A AR {{o}, {a ) (03 B 0 P33} | I
(@ &5, &% {5}, {a o} (53} {B. (o). (P31} ) | ! !

@ &y A {{o), {a - (53} {B. {0} (01} ) | ! 0

s s af 8% {o), {A b (3 B ) )3 ) | 0
@5 &y, A {{o, {a (o) (03 1. {B. {0} {03} ) | 1 0
(o5 &%, &% {3}, {a (o3 (03 1. 4B 0)- (033} | ! 0
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Apres quoi, toujours en relation avec la sémantique SfN, nous présentons au théoreme 94,

des équivalences et non-équivalences remarquables.

Supposons que l'ensemble 4 est formé d'au moins deux Autorités Aj et Ag.
94. Théoreme.

Pour tout @ et tout 1y de Li(NU#) :

(1 SfN(PAkPAj @) est identique 2 st(pAk TA Pig),
2) SfﬁfIN(OAkOAj ) est identique a SfN(OAk 1v 0Mig),
(3) SfII\I(OA“PAj ) est identique 2 st(oAk 1v P,
@) Sin( p o) est identique a SfN(pAk TAr O%g),
A ph A; ) . 7 A A
(S) SIN[P (@A P y)] est identique a SN (P k@ A P i),
6) SN 0™ (v 0tiy)] est identique a st(oAk @ v O™y,
(7 Sixl 0™k (g v Piy)] est identique a st(oAk o v Py,
®) St P (¢ 2 0Miy)] est identique 2 st(pAkcp A O™,
Pour au moins un ¢ de Li(NU4) :
) SfIN(PAj @A -'PAkcp) est différent de SN ().
Démonstration.
94.(1).

[Sin (PP g)l(, %) = 1
si et seulement si
pour au moins un (f3, A”%) tel qu'a § correspond le permis dans APk [SfN( pi )P, A =1
- définition 89.(7) ;
si et seulement si
pour au moins un (f3, A”%) tel qu'a § correspond le permis dans APk
au moins un (y, A#) est tel qu'a y correspond le permis dans AN et [SfN @]y, A =1
- définition 89.(7) ;
si et seulement si :
pour au moins un (f3, A”%) tel qu'a § correspond le permis dans APk , [SfN(T)]([S, Af)y=1et
pour au moins un (y, A#) tel qu'a y correspond le permis dans At , [SfN(cp)] (v, A =1
- définition 89.(2) ;
si et seulement si [Sf’I\I(PAk (o, A% =1et [Sf’l\I(PAj @), A% =1
- définition 89.(7) ;
si et seulement si [Sf’I\I(PAk Ta PP @)](a, A% =1
- définition 89.(5).
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94.(2).
[S7h (0™ 0% )0, A% = 1

si et seulement si
pour chaque (B, A%) tel qu'a p correspond le permis dans APk , [SfN ( OAJ ) ]B, A =1
- définition 89.(8) ;
si et seulement si
pour chaque (8, A”%) tel qu'a 3 correspond le permis dans APk
chaque (y, A”) est tel que si a y correspond le permis dans A , alors [SfN @]y, AMH=1
- définition 89.(8) ;
si et seulement si :
pour chaque (B, A%) tel qu'a f correspond le permis dans APk , [SfN (L)]P, A% =1 et/ou
pour chaque (y, A”%) tel qu'a y correspond le permis dans A , [SfN @]y, A% =1
- définition 89.(3) ;
si et seulement si [s;‘f’N(oAk 1)](ar, A% = 1 et/ou [sf’N(oAicp)] (o, A =1
- définition 89.(8) ;
si et seulement si [Sf'f’I\I(OAk Llv OAjcp)] (a, A% =1
- définition 89.(6).

94.(3).
[S7 (0" PY @) (e, A%) = 1

si et seulement si

pour chaque (B, A#) tel qu'a p correspond le permis dans A™k [SfN( pi )P, AH =1
- définition 89.(8) ;

si et seulement si

pour chaque (8, A#) tel qu'a § correspond le permis dans APk

au moins un (y, A%) est tel qu'a y correspond le permis dans AN et [SfN @]y, A% =1
- définition 89.(7) ;

si et seulement si :

pour chaque (B, A#) tel qu'a p correspond le permis dans A™k [SfN(J_)](B, A#) =1 et/ou

pour au moins un (y, A%) tel qu'a y correspond le permis dans AN [SfN @]y, A =1
- définition 89.(3) ;

si et seulement si [Sff’N(oAk 1)](cr, A% =1 et/ou [st(PAJ' (o, A% =1
- définitions 89.(8) et 89.(7) ;

si et seulement si [ S{ (0™ Lv P g)](a, A = 1
- définition 89.(6).
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94.(4).
(ST (P 0% g)](at, A% = 1

si et seulement si
pour au moins un (3, A#) tel qu'a § correspond le permis dans APk , [Sf’N(OAj ) ]B, A =1
- définition 89.(7) ;
si et seulement si
pour au moins un (f, A#) tel qu'a § correspond le permis dans AP
chaque (y, A”) est tel que si a y correspond le permis dans A , alors [SfN @]y, AMH=1
- définition 89.(8) ;
si et seulement si :
pour au moins un (3, A%) tel qu'a 3 correspond le permis dans APk , [SfN (MI]P, A =1et
pour chaque (y, A”%) tel qu'a y correspond le permis dans A , [SfN @]y, A% =1
- définition 89.(2) ;
si et seulement si [s;f’N(PAk (e, A% =1et [SfN(oAJcp)](a, A =1
- définitions 89.(7) et 89.(8) ;
si et seulement si [SfN(PAk TA OAjcp)](a, A) =1
- définition 89.(5).

94 (5).
[S7a (P (@ n PRIy (0, A% = 1

si et seulement si
pour au moins un (B, A% tel qu'a B correspond le permis dans A, [SfN(cp A PAjlp (B, AH =1
- définition 89.(7) ;
si et seulement si
pour au moins un (f3, A%) tel qu'a § correspond le permis dans APk
[STN (@B, A9 =1 et [ ST (P )](B, 4% = 1
- définition 89.(5) ;
si et seulement si
pour au moins un (f3, A%) tel qu'a § correspond le permis dans APk
[STR(@](B, A% = et
au moins un (y, A%) est tel qu'a y correspond le permis dans AN et [SfN(w My, A =1
- définition 89.(7) ;
si et seulement si :
pour au moins un (B, A% tel qu'a B correspond le permis dans A™ [SfN(cp)](ﬁ, A =1et
pour au moins un (y, A%) tel qu'a y correspond le permis dans AN [SfN(lp Ny, A =1,
si et seulement si [SfN(PAkcp)](a, A)=1et [st(PAiw)](a, A =1
- définition 89.(7) ;
si et seulement si [ S{ (P™* @ A Phi)] (o, A9 = 1
- définition 89.(5).
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94 .(6).
[S7 (0™ (@ v O i) J(a, A%y = 1

si et seulement si

pour chaque (B, A%) tel qu'a p correspond le permis dans APk , [SfN(cp v OAjlp (B, AH =1
- définition 89.(8) ;

si et seulement si

pour chaque (8, A%) tel qu'a 3 correspond le permis dans APk

[STN(@)]I(B. &%) = 1 etlou [ST (O ) ](B, A% =1
- définition 89.(6) ;

si et seulement si

pour chaque (8, A% tel qu'a 3 correspond le permis dans APk

[STa(@)](B, A% = 1 et/ou

chaque (y, A”) est tel que si a y correspond le permis dans A , alors [SfN(lp Ny, A% =1
- définition 89.(8) ;

si et seulement si :

pour chaque (B, A%) tel qu'a p correspond le permis dans APk , [SfN(cp)](B, A#) =1 et/ou

pour chaque (y, A”%) tel qu'a y correspond le permis dans A , [SfN (W], AH=1;

si et seulement si [Sf'f’I\I(OAk )] (o, A#) =1 et/ou [SfN(OAjlp (o, A% =1
- définition 89.(8) ;

si et seulement si [Sf'f’I\I(OAk Qv OAjlp)] (a, A% =1
- définition 89.(6).

94 (7).
[S7 (0™ (@ v PY)) (e, A = 1

si et seulement si
pour chaque (B, A#) tel qu'a p correspond le permis dans A™k [SfN(cp v PAjlp)]([S, A =1
- définition 89.(8) ;
si et seulement si
pour chaque (f, A#) tel qu'a  correspond le permis dans APk
A
[STR(@)](B, A% = 1 etiou [STN(PT9)](B, &%) = 1
- définition 89.(6) ;
si et seulement si
pour chaque (f, A#) tel qu'a § correspond le permis dans APk
[S(@)](B, A% =1 et/ou
au moins un (y, A est tel qu'a y correspond le permis dans AN et [SfN(w My, A =1
- définition 89.(7) ;
si et seulement si :
pour chaque (8, A#) tel qu'a § correspond le permis dans APk [SfN(cp)]([i, A#) =1 et/ou
pour au moins un (y, A#) tel qu'a y correspond le permis dans AN , [SfN(lp Ny, A =1,
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si et seulement si [SfN(OAkcp)](a, A#) =1 et/ou [SfN(PAjlp)]((x, M) =1
- définitions 89.(8) et 89.(7) ;

si et seulement si [Sf’I\I(OAk QV PAjl]) (o, A% =1
- définition 89.(6).

94.(8).
[STn(P (@ 2 0% 1)) [, A9 = 1

si et seulement si
pour au moins un (3, A%) tel qu'a § correspond le permis dans APk [SfN(cp A OAjlp B, A% =1
- définition 89.(7) ;
si et seulement si
pour au moins un (3, A%) tel qu'a 3 correspond le permis dans APk ,
[STN(@)](B, &%) = 1 et [ ST (O™ )3, A = 1
- définition 89.(5) ;
si et seulement si
pour au moins un (3, A#) tel qu'a  correspond le permis dans AP
[STR(@](B, A9 = 1et
chaque (y, A”) est tel que si a y correspond le permis dans A , alors [SfN(lp Ny, A% =1
- définition 89.(8) ;
si et seulement si :
pour au moins un (3, A#) tel qu'a  correspond le permis dans AP [SfN(cp)]([:‘), AM)=1let
pour chaque (y, A”%) tel qu'a y correspond le permis dans A , [SfN (W], AH=1;
si et seulement si [s;‘f’N(PAkcp)](a, A#)=1et [SfN(oAJw)](a, A =1
- définitions 89.(7) et 89.(8) ;
si et seulement si [S{'f’I\I(PAk QA OAjlp)](a, A) =1
- définition 89.(5).

94.(9).
Soit une configuration aléthico-déontique (o, A¥) de NU# telle qu'a a correspond le permis

A ) )
dans A" et l'interdit dans A™K .

D'une part :
[ Son(PM]() =1 et quel que soit y différent de o, [ Sy n(p™)](y) =0
- théoreme 26 ;
donc [SfN( pH (e, A#) =1 et quel que soit y différent de a., [SfN(pa)](y, A =0
- théoreme 90 ;
donc :
puisqu'a a correspond par hypothése le permis dans AN [S7n( PAjpa (o, A% =1et
puisqu'a o correspond par hypothese l'interdit dans APk [SfN ( P pH](a, A% =0
- définition 89.(7) ;
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donc [ S (PHip®)](at, A% = 1 et [ S{ (=P p™)](at, A%) = 1
- définition 89.(4) ;

donc [ S (Pp® A =Pk p™)] (o, A) = 1
- définition 89.(5).

D'autre part :
[STh (D], A% =0

- définition 89.(3).
£ A Aj_a Ao A
Par conséquent, [ ST (P p* A =Pk p®)[(a, A%) =T et [ STN(D)](a, A% =0 ;

SfN(PAjpa A =P p*) est donc différent de SfN (L). -

Nous avons vu (définition 89) que toute formule aléthico-déontique sur NU# symbolise
une fonction de vérité sur E{(NUs#). Réciproquement, nous allons démontrer (théoréme 100) que
quelle que soit la fonction de vérité sur E{(NU), il existe au moins une formule aléthico-déontique

sur NU# qui la symbolise.

Nous introduisons a cette fin les notations suivantes :
Soit une configuration aléthico-déontique (o, A¥) de NUA.

La notation “p A ” désigne la formule de Li(NUA) :
(O p AAL si I'ensemble # est formé du seul élément A; ;

(2) Pyar A AP A » si l'ensemble A4 est formé des m (m = 2) éléments Ay, ..., Ay.
La notation “ pzﬁ, ” désigne la formule p* A p,+ de Li(NUA).

95. Conjonction complete de L;(NU#).
Formule pzﬂ de Li(NU~), (o, A”#) étant n'importe quelle configuration aléthico-déontique

de NUA.

96. Théoreme. Le nombre des conjonctions completes de Li(NU#) est fini : il en existe

2N 2(m2%)
Démonstration.

Par la définition 95, il existe autant de conjonctions completes de L (NUA4) que de configurations

aléthico-déontiques de NU##, a savoir 2" x p(m2"). ]
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97. Théoreme.

Quelle que soit la fonction de vérité singuliere f (. A7)

et une seule conjonction complete de L{(NU-4) qui la symbolise : pz -

Démonstration.

[Si(PLOIB. EA =1

si et seulement si [ S7\(p® A p)IB.EH)=1;

si et seulement si [SfN(p“)](B, B4 =1et [SfN(pA,q B, EH =1
- définition 89.(5).

Or d'une part :

[STN(PIB.EH =1

si et seulement si [ Sq n(p™)](B) =1
- théoreme 90 ;

si et seulement si [} est identique a o

- théoréme 26.

D'autre part :

[Si'x(p (B, B =1
si et seulement si pour chaque Autorité A; de 4, [SfN(pAAJ. B, EFH=1;

si et seulement si pour chaque Autorit€ A; de 4,

[S7 (A PhipTy A </> ~PMp)]B.EA =1
A

si et seulement si pour chaque Autorité A; de 4,

[P PYPHIB.EA =1 et [STy (/> SPMph)](BLEA) = 1
AR

- définition 89.(5) ;
si et seulement si pour chaque Autorit€ A;j de 4 :

pour chaque y dans A%, [SfN( PAij (B, E#) =1et
pour chaque y dans A%, [ S77( ~PYp (B, EA =1 ;
si et seulement si pour chaque Autorit€ A;j de A4 :
pour chaque y dans A%, [SfN(PAij (B, E% =1et
pour chaque y dans AAj, [SfN( PAij (B, E#H =0

- définition 89.(4) ;
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si et seulement si pour chaque Autorit€ A;j de 4 :
pour chaque y dans A%, au moins un § dans est tel que [Sfﬁ\l(pY ), B =1et
pour chaque y dans A%j, chaque § dans % est tel que [Sfll\](pY ), E# =0
- définition 89.(7) ;
si et seulement si pour chaque Autorit€ A;j de 4 :
pour chaque y dans A%, au moins un § dans est tel que [ Sy n( pH]®) =1et
pour chaque y dans A%j, chaque & dans E*est tel que [Sy N(p")](8) =0
- théoreme 90 ;
si et seulement si pour chaque Autorit€ A;j de 4 :
pour chaque y dans A%, au moins un § dans est identique a vy et
pour chaque y dans A%, chaque & dans E#; est différent de vy
- théoreme 26 ;
si et seulement si pour chaque Autorit€ A;j de A4 :
pour chaque y dans A%, y est dans et
pour chaque y dans A7, y est dans EAj ;
si et seulement si pour chaque Autorité A; de 4, EAjest identique a AA;
- définitions 33 et 34.

Par conséquent, [ SfN( pz DB, EH =1

si et seulement si (8, E) est identique a (o, A)
- définition 69 ;

si et seulement si f(a’Aﬂ)(ﬁ, Ef) =1
- définition 84.

Les fonctions de vérité f(a’ A7)

la formule pz + symbolise bien la fonction de vérité f ( sur E;(NU#4).

a, A?)

98. Disjonction canonique de L;(NU:#).

et SfN(p(AX,.f) sont donc identiques ; en d'autres termes,

Formule \){ pzﬁ, de Lj(NUs%), X étant n'importe quel ensemble de configurations aléthico-

déontiques de NUA.

99. Théoreme. Le nombre des disjonctions canoniques de L{(NU#) est fini :

H2" xz(m2“>)_

Démonstration.

il en existe

Par la définition 98, il existe autant de disjonctions canoniques de L;(NUs#) que d'ensembles

. . s L. N . n yp(m2")
de configurations aléthico-déontiques de NU+#, a savoir (27 x2 ).
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100. Théoreme de forme normale disjonctive complete.

Quelle que soit la fonction de vérité f sur E;(NU), il existe une et une seule disjonction

canonique de L{(NU) qui la symbolise : pz 4

{(a, A?) : f(a,A?) =1}

Démonstration.
[stxC .V pLIIB.EY=1
{(a, A7) 1 f(a, A7) =1}
si et seulement si pour au moins un (o, A”%) tel que f(o, A% =1, [SfN(pZ,4 (PB.EFH =1
- définition 89.(6) ;
si et seulement si pour au moins un (o, A%) tel que f(a, A%) = 1, (B, E#) est identique a (o, A¥)
- théoréeme 97 ;
si et seulement si f(f3, E#) = 1.

Les fonctions de vérité f et SfN( pz .+) sont donc identiques ; en d'autres termes,

{a, A?) : f(a,A*) =1}

la formule p V p pz .+ symbolise bien la fonction de vérité f sur E{(NU4). [ ]
{(a, M) f(a, A?) = 1}
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Conclusion

Arrivé a la fin du texte, nous le récapitulons par les deux tableaux qui suivent, témoignant,

chacun a sa facon, du parallélisme de nos logiques.

Le parallélisme : les quatre définitions cardinales.

Logique aléthique Logique aléthico-déontique, = Logique aléthico-déontique,
une autorité un ensemble fini d'autorité(s)
Configuration Configuration Configuration
aléthique aléthico-déontique aléthico-déontique
de N de NU{A} de NU#
Fonction de vérité Fonction de vérité Fonction de vérité
sur Eg(N) sur E;(NU{A}) sur E;(NUA4)
Formule Formule Formule
aléthique aléthico-déontique aléthico-déontique
sur N sur NU{A} sur NU~#
La sémantique La sémantique La sémantique
aléthique S \ aléthico-déontique SﬁN aléthico-déontique SfN
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Le parallélisme : point par point.!8

Premiére partie

Seconde partie,

premiere section

Seconde partie,

deuxieme section

Axiome 2
Définition 3
Théoreme 4
Définition 5
Définition 6
Théoreme 7
Définition 8

Axiome 9
Définition 10
Définition 11
Définition 12
Définition 13
Théoréeme 14
Théoréme 15
Définition 16
Théoreme 17
Définition 18
Définition 19
Définition 20
Définition 21
Définition 24
Théoréme 25
Théoreme 26
Définition 27
Théoreme 28

Théoréme 29

Axiome 32
Définition 35
Théoreme 36
Définition 37
Définition 40
Théoreme 41
Définition 42

Axiome 43
Définition 44
Définition 45
Définition 46
Définition 47
Théoreme 48
Théoreme 49
Définition 50
Théoréme 51
Définition 52
Définition 53
Définition 54
Définition 55
Définition 62
Théoréme 63
Théoreme 64
Définition 65
Théoreme 66

Théoreme 67

Axiome 68
Définition 69
Théoreme 70
Définition 71
Définition 74
Théoreme 75
Définition 76

Axiome 77
Définition 78
Définition 79
Définition 80
Définition 81
Théoreme 82
Théoreme 83
Définition 84
Théoreme 85
Définition 86
Définition 87
Définition 88
Définition 89
Définition 95
Théoreme 96
Théoreme 97
Définition 98
Théoreme 99

Théoréme 100

18 1 es quatre définitions cardinales sont indiquées en italique.
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Extraits de la Convention ONU sur la signalisation routiere

Chapitre premier

GENERALITES

ARTICLE PREMIER
Définitions

Pour l'application des dispositions de la présente Convention, les termes ci-apres auront le sens
qui leur est donné dans le présent article :

a) Le terme «législation nationale» d'une Partie contractante désigne l'ensemble des lois et
reglements nationaux ou locaux en vigueur sur le territoire de cette Partie contractante ;

c¢) Le terme «route» désigne toute 1'emprise de tout chemin ou rue ouvert a la circulation publique ;

f) Le terme «intersection» désigne toute croisée a niveau, jonction ou bifurcation de routes, y compris
les places formées par de telles croisées, jonctions ou bifurcations ;

q) Le terme «conducteur» désigne toute personne qui assume la direction d'un véhicule, automobile ou
autre (cycle compris), ou qui, sur une route, guide des bestiaux, isolés ou en troupeaux, ou
des animaux de trait, de charge ou de selle.

ARTICLE 2
Annexes de la Convention

Les annexes de la présente Convention, savoir :

L'annexe 4 : Signaux de réglementation a l'exception de ceux qui concernent la priorité, 1'arrét et
le stationnement,

L'annexe 9 : Reproduction en couleur des signaux, symboles et panneaux dont il est question

dans les annexes 1 a 7.
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Chapitre 11

SIGNAUX ROUTIERS

ARTICLE 11
Signaux d'interdiction ou de restriction

La section A de I'annexe 4 de la présente Convention décrit les signaux d'interdiction ou de restriction,

a l'exception de ceux qui ont trait a 'arrét ou au stationnement, et donne leur signification.

ARTICLE 12
Signaux d'obligation

La section B de l'annexe 4 de la présente Convention décrit les signaux d'obligation et donne

leur signification.

ARTICLE 13
Prescriptions communes aux signaux décrits a l'annexe 4 de la présente Convention
1. Les signaux d'interdiction ou de restriction et les signaux d'obligation seront placés
dans le voisinage immédiat de 1'endroit ol commence 1'obligation, la restriction ou l'interdiction.
Annexe 4

SIGNAUX DE REGLEMENTATION, A L'EXCEPTION DE CEUX QUI CONCERNENT LA
PRIORITE, L' ARRET ET LE STATIONNEMENT

SECTION A. — SIGNAUX D'INTERDICTION OU DE RESTRICTION
1. Caractéristiques des signaux et symboles
a) Les signaux d'interdiction ou de restriction sont circulaires.

b) Sauf les exceptions précisées ci-apres a l'occasion de la description des signaux en cause,
les signaux d'interdiction ou de restriction sont a fond blanc ou jaune avec large bordure rouge et
les symboles ainsi que , s'il en existe, les inscriptions, sont noirs ou de couleur bleu foncé et
les barres obliques, s'il en existe, sont rouges et doivent €tre inclinées de haut en bas en partant de

la gauche.
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2. Description des signaux
a) Interdiction et restriction d'acces

ii) Pour notifier que toute circulation de véhicules est interdite dans les deux sens, il sera employé
le signal C, 2 «CIRCULATION INTERDITE DANS LES DEUX SENS».

e) Limitation de vitesse

Pour notifier une limitation de vitesse, il sera employé le signal C, 14 «VITESSE MAXIMALE LIMITEE
AU CHIFFRE INDIQUE». Le chiffre apposé dans le signal indique la vitesse maximale dans l'unité
de mesure la plus couramment employée dans le pays pour désigner la vitesse des véhicules. A la suite

ou au-dessous du chiffre de la vitesse peut €tre ajouté, par exemple, «<km» (kilometres) ou «m» (miles).

SECTION B. — SIGNAUX D'OBLIGATION
1. Caractéristiques générales des signaux et symboles
a) Les signaux d'obligation sont circulaires.

b) Sauf disposition contraire, les signaux sont de couleur bleue et les symboles sont blancs ou

de couleur claire, ou bien les signaux sont blancs avec un listel rouge et les symboles sont noirs.
2. Description des signaux
g) Vitesse minimale obligatoire

Le signal D, 7 «VITESSE MINIMALE OBLIGATOIRE» notifie que les véhicules circulant sur la route
a l'entrée de laquelle il est placé sont tenus de circuler au moins a la vitesse indiquée ; le chiffre apposé
dans le signal indique cette vitesse dans l'unité de mesure la plus couramment employée dans le pays
pour désigner la vitesse des véhicules. A la suite du chiffre de la vitesse peut étre ajouté, par exemple,

«km» (kilométres) ou «m» (miles).

Annexe 9

REPRODUCTION EN COULEUR DES SIGNAUX, SYMBOLES ET PANNEAUX DONT IL EST
QUESTION DANS LES ANNEXES 1 A 7

C,2 c, 14
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RESUME DE LA THESE EN FRANCAIS

Repartant des Logische Untersuchungen de Frege, nous posons que la logique est I'étude des propositions, c'est-a-dire
1'étude de ce qui est soit vrai soit faux. Notre étude des propositions est fondée sur une méthode. Celle-ci est formée
de deux regles qui s'enchainent :

1. Formaliser, c'est-a-dire réduire la logique a une logique formelle. En d'autres termes, il s'agit dans un cadre
propositionnel fini :
1.1. De définir un concept de configuration et sur ce, de fonction de vérité (sur ['espace - fini -
des configurations).
1.2. De relier ce second concept a celui de proposition en admettant que chaque fonction de vérité exprime
une proposition.

2. Symboliser, c'est-a-dire transformer cette logique formelle en logique symbolique. En d'autres termes, il s'agit
alors :
2.1. De définir un concept de formule.
2.2. De relier ce concept a celui de fonction de vérité en définissant par récurrence une sémantique, & savoir
une fonction telle qu'a toute formule correspond une fonction de vérité.

Une logique fondée sur cette méthode comprendra donc une double représentation : la premiere sera formelle ;
la seconde, symbolique.

Nous défendons la theése que la question déontique peut étre résolue suivant la méthode présentée.
Notre logique aléthico-déontique est une preuve de cette these. Elle est divisée en deux sections : le cas d'une Autorité
est d'abord exposé, puis celui d'un ensemble fini d'Autorité(s). Elle est préfigurée par notre logique aléthique,
qui emprunte dans une certaine mesure au Tractatus logico-philosophicus de Wittgenstein.

RESUME DE LA THESE EN ANGLAIS

Starting from Frege's Logische Untersuchungen, we lay down that logic is the study of propositions, that is the study
of what is either true or false. In order to analyze propositions, we have used a method based on two successive steps :

1. To formalize, that is to reduce logic to a formal logic. In other words, the question is, within a finite propositional

frame :

1.1. To define a concept of configuration and, based on this, a concept of truth-function (on the - finite - space
of configurations).

1.2. To link the second concept to that of proposition by assuming that each truth-function expresses
a proposition.

2. To symbolize, that is to transform this formal logic into symbolic logic. In other words, the question is then :
2.1. To define a concept of formula.
2.2. To link this concept to that of truth-function by defining a semantics by recurrence, viz. a function such that
a truth-function corresponds to any formula.

A logic grounded on this method will thus comprehend a double representation : the first will be formal ;
the second, symbolic.

We defend the thesis that the deontic question can be resolved according to this method. Our alethico-deontic logic is
a proof of this thesis. It is divided into two sections : the case of an Authority is first expounded, and then that
of a finite set of Authority(ies). It is prefigured by our alethic logic, that draws to a certain extent on Wittgenstein's
Tractatus logico-philosophicus.
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