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Introduction

A Taube du vingtieme siecle, David Hilbert posa les 23 problemes célebres
qui portent son nom. Le cinquiéme de ces problemes est de caractériser les
groupes de Lie dans la catégorie des groupes localement compacts, et ce en
évitant toute hypothese de différentiabilité.

Plus de cinquante années furent nécessaires pour obtenir une réponse a
cette question : dans [15], D. Montgomery et L. Zippin démontrérent sur
base d’un résultat de I'article [7] de A. Gleason, que tout groupe localement
euclidien est un groupe de Lie.

A la fin des années 80, Anand Pillay montre dans [19] que tout groupe G
définissable dans une structure o-minimale peut étre muni d’une topologie qui
en fait une variété définissable et un groupe topologique. Nous appellerons
cette topologie la topologie t. En particulier, si la structure ambiante dans
laquelle G est défini est R, nous obtenons un groupe de Lie. De plus, il montre
grace a cette topologie que G a la condition de chaine descendante sur les
sous-groupes définissables.

Plus récemment, dans l'article [21], A. Pillay défini sur tout quotient de
G par un sous-groupe type-définissable H une topologie qu’il appelle topo-
logie logique. Les fermés de cette topologie sont les ensembles dont I'image
réciproque par le quotient est type-définissable dans G. Dans ce méme article,
il énoncé une tres jolie conjecture qui affirme entre autre que :

Soient M une structure o-minimale saturée et G un groupe définissable

dans M. Alors
(1) G posséde un plus petit sous-groupe type-définissable d’indice borné,
G,
(it) G/G® muni de la topologie logique est un groupe de Lie compact.
Il montre que I'existence de G est équivalente au fait que G /G soit un
groupe de Lie. Ce morceau de la conjecture est donc équivalent a dire que tout
groupe GG définissable dans une structure o-minimale saturée a la condition

de chaine descendante sur les sous-groupes type-définissables d’indice borné.
Dans [1], A. Berarducci, M. Otero, Y. Peterzil, et A. Pillay montrent que dans
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4 INTRODUCTION

une structure o-minimale suffisamment saturée qui élimine les imaginaires,
tout groupe définissable a cette condition de chaine descendante.

La conjecture de Pillay est maintenant completement résolue dans de
nombreux cas particuliers, entre autre quand G est définissablement simple
(et non commutatif) [21]. Mais aussi quand la structure ambiante M est une
expansion o-minimale d’un corps réel clos.

Le but de ce mémoire est de parcourir le cheminement qui mene a prouver
que G/G est un groupe de Lie compact.

Structure du mémoire.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions utiles a la
compréhension du texte a savoir : types, saturation, élimination des imagi-
naires et cardinaux inaccessibles.

Le deuxieme chapitre est une introduction a la o-minimalité. Apres avoir
défini les structures o-minimales, nous montrons que les ensembles définis-
sables dans ces structures sont des unions disjointes de morceaux tres simples
appelés cellules, cela s’appelle le théoreme de décomposition cellulaire. Nous
définissons ensuite un opérateur de cloture sur les ensembles définissables,
ce qui les munit d’une notion de dimension. Nous terminons le chapitre avec
une notion o-minimale de caractéristique d’Euler.

Le troisieme chapitre est completement indépendant des autres, il ne parle
pas du tout de théorie des modeles. On y introduit brievement les groupes to-
pologiques et groupes de Lie. Puis, nous enchainons avec une caractérisation
des groupes compacts, le résultat de ce travail étant que tout groupe compact
est une limite projective de groupes de Lie compacts.

Dans le quatrieme chapitre, nous nous replagons définitivement dans le
contexte des structures o-minimales. Nous y étudions les groupes définissables.
Apres avoir travaillé un peu sur leur dimension, nous les munissons d’une
topologie qui en fait des groupes topologiques. Nous en déduisons que les
groupes définissables ont la condition de chaine descendante sur les sous-
groupes définissables. Le chapitre se termine par un analogue o-minimal de
la théorie des groupes de Sylow qui aboutit sur le fait que pour tout n, tout
groupe définissable abélien a un nombre fini d’éléments de n torsion.

Le cinquieme chapitre, est une étude des ensembles type-définissables
ainsi que des quotients G/H ou G est un groupe définissable et H est un sous-
groupe normal type-définissable de GG. Nous munissons de tels quotients d’une
topologie que nous appelons topologie logique. Pour cette topologie tous les
quotients G/H sont des groupes topologiques compacts. Ce chapitre est une
préparation au chapitre suivant, il n’aboutit a aucun résultat d’importance
particuliere.



Enfin, un énoncé de la conjecture de Pillay est donné dans le dernier cha-
pitre. Nous prouvons ensuite que tout groupe définissable dans une structure
o-minimale saturée qui élimine les imaginaires a la condition de chaine des-
cendante sur les sous-groupes type-définissables d’indice borné. Ce résultat
aboutit & 'existence de G et & une résolution partielle de la conjecture qui
donna naissance a ce mémoire.
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Chapitre 1

Préliminaires
modele-théoriques

Dans tout ce mémoire, nous aurons pour cadre la théorie des modeles du
premier ordre. Une introduction a ce sujet est proposée par D. Marker dans
[14]. Pour toute L-structure M, nous noterons M le domaine de M.

1.1 Saturation

Commengons par rappeler les notions de type (voir [9], paragraphe 6.3)
et de saturation (voir [9], chapitre 10).

Définition 1.1.1. Soient 7" une L-théorie (consistante) et ¥ un n-uple de
variables. Nous appelons n-type ou plus simplement type, un ensemble ()
de L-formules (avec parametres éventuels), avec variables libres parmi les
éléments de v et consistant! avec 7.

Nous dirons qu’un type %(v) est complet si pour toute formule ¢(v), nous
avons soit ¢(v) € X(v), soit ~¢(v) € X(v).

Soient M |= T et A C M, nous noterons S,(A) 'ensemble des n-types
complets dont toutes les formules sont a parametres dans A. De plus, pour
tout @ € M", nous définissons le type de a sur A étant le n-type complet

tp(a/A) := {p(v) : ¢(v) est a parametres dans A et M | ¢(a)}.

Définition 1.1.2. Soient x un cardinal (infini) et M une L-structure. Nous
dirons que M est k-saturée ssi pour tout A C M tel que |A| < k et tout
n > 1, tout type de S,,(A) est réalisé dans M.

'Nous dirons qu'un ensemble (7)) de formules est consistant avec T s’il existe un
modele M de T et un n-uple a € M™ qui satisfait toutes les formules de (7).

7



8 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES MODELE-THEORIQUES

Nous allons maintenant aborder quelques autres notions utiles.

Définition 1.1.3. Soient M; et My deux L-structures. Nous dirons qu’une
application f : A C M; — M, est partielle élémentaire ssi pour toute formule

&(x1, ..., x,) et pour tous ay,...,a, € A, My = ¢(a) & My = ¢(f(a)).

Définition 1.1.4. Nous dirons qu’une structure M est k-homogene ssi pour
tous A C M, |A| <k, f: A — M application partielle élémentaire et a € M,
il existe une application partielle élémentaire f* : AU {a} — M telle que

217

Proposition 1.1.5. Si M est k-homogene, A C M, |A| < ket f:A— M
est partielle élémentaire, alors il existe un automorphisme o de M qui étend
f. En particulier si a,b € M", et tp(a/@) = tp(b/D), alors il existe un
automorphisme o de M tel que o(a) = b.

Preuve. [14], proposition 4.2.13. ]
Lemme 1.1.6. St M est k-saturée, M est k-homogéne.

Preuve. Soient M un modele x-saturé, A C M, |A] < ket f: A —> M
application partielle élémentaire. Soient b € M \ A et

[':={¢(v,f(a)):aC Aet M= o¢(b,a)}.

Nous allons montrer que I' est finiment consistant. Comme I" est clos pas
conjonction, il suffit de montrer que toutes les formules de I" possedent une
réalisation dans M. Si ¢(v, f(a)) € ', alors M |= Jugp(v,a) et comme f est
partielle élémentaire M = Jvo(v, f(a)).

Puisque M est saturé, il existe une réalisation ¢ de I' appartenant a M.
Par construction de ¢, fU{(b,c)} est élémentaire, ce qui montre que M est
k-homogene. O

Nous aurons besoin plus tard de la proposition suivante tirée de [14].

Proposition 1.1.7. Soient M une L-structure k-saturée et A C M tel que
|Al < k. Si X C M" est un ensemble définissable avec paramétres dans M.
Alors X est A-définissable ssi tous les automorphismes de M qui fixzent A
point par point fixent X globalement.

Preuve. [=] Soient X = {b C M : M |= ¢(b,a)} ot @ C A et o un automor-
phisme de M qui fixe A point par point.
o(X)={cc M: M (o' (0),a)}
={cC M: M ¢ o(a))} car o est un automorphisme
={cC M: M ¢(a)} car o(a) =a
= X.
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[<] Soit X ={z C M : M = ¢(z,n)} oun C M. Considérons 'en-

semble de formules I'(v, w) :=

{(v,n), (w,n)} U{p(v) « ¢(w) : ¢ est une L 4-formule }.

Nous noterons Diag,, (M) le diagramme élémentaire? de M. Supposons que
I' U Diag,,(M) soit satifaisable. Par saturation de M, nous pouvons trouver
(@,b) une réalisation de I" dans M. Par construction de I', 'application f
qui est l'identité sur A est qui envoie @ sur b est élémentaire. Comme M est
k-saturée, M est k-homogene (lemme 1.1.6) ce qui permet d’étendre f en
un automorphisme o de M (par la proposition 1.1.5). Comme (@, b) est une
réalisation de I', M |= ¥(a,n) A =(b,n), ce qui est équivalent & dire que
a€ X eto(a)=b¢ X et contredit donc le fait que X soit fixé par 0. Cela
montre que ['(v,w) n’est pas satisfaisable dans M.
Nous avons donc des L 4-formules ¢q, ..., ¢, telles que

ME ww(/\wi(v) o 6:(®)) — (W(E,7) & w<w,n>>)' ()

i=1
Pour tout 7: {1,...,n} — {0, 1}, soit la £-formule
0.0)= N (@A N\ —¢i(0).
7(i)=1 7(1)=0
Si .(a) et 0,(b) alors, par (E), @ € X ssi b€ X. Soit S :={7:{1,...,m} —
{0,1} : M = 6,(e) pour un certain € € X}, nous avons directement que
ae X ssi M= \/ 6.(0).
TES

Cela montre bien que X est A-définissable. ]

1.2 Elimination des imaginaires

Cette matiere est exposée dans [9], paragraphe 4.4. Elle ne sera utile que
dans le paragraphe 4.3 et le chapitre 6. Le lecteur qui le souhaite peut donc
passer ce paragraphe et y revenir si besoin. Il est d’ailleurs conseillé a ceux
qui ne sont pas familiers avec la o-minimalité (ou du moins les corps réels
clos) de lire le début du chapitre 2 pour mieux comprendre la proposition
1.2.2 et le théoreme 1.2.6.

Commencons par définir les fonctions de Skolem, nous ferons ensuite le
lien entre cette notion et I’élimination des imaginaires.

Le diagramme élémentaire de M est par définition I'ensemble {¢(n1,...,nx) : M |
é(ni,...,nk), ¢ est une L-formule et n; € M}.
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Définition 1.2.1. Soit 7" une L-théorie, nous dirons que T a des fonctions
de Skolem définissable ssi pour toute formule ¢(z,y) ou z := (z1,...,z,), il
existe une L-formule ¥ (Z,y) telle que

(i) TF V... Vo, Yy (¢ (Z, y) — ¢(Z,y)),
(i) TV ...Vr,(Jyé(z, y) — Iy (T, y)).

On peut alors définir une fonction F' par la formule suivante :

VIVy(F(z) = y < (F20(7,2) AP(Z,y)) V (32¢(F, 2) Ay = 21)).

Nous noterons ici, Def, (K) 'ensemble des sous-ensembles définissables
de K™ (avec parametres dans K).

Proposition 1.2.2. Soit K un corps réel clos (ou plus généralement, une
structure o-minimale® qui est une expansion d’un groupe (G,<,+,0,1) or-
donné, abélien, divisible et sans torsion) et X € Defpin(K). Alors il existe
une fonction définissable f : K™ — K" telle que pour tout x € K™, s’il
eriste y € K" avec (z,y) € X, alors (z, f(z)) € X.

De plus, si Xz :={g€ M": (a,y) € X} = X3, alors f(a)

f(b).

Preuve. Nous allons procéder par induction sur n.

Sin = 1, on considere pour a € K™, I'ensemble X; :={y € M" : (a,y) €
X}. Par o-minimalité, ce sous-ensemble de K est une union finie d’intervalles
ou de points. Si X; = K ou X; = &, on pose f(a) = 0. En supposant que
K # X; # @, on envisage les cas suivants :

(a) Sl existe ¢p € K tel que (—o0, ) C Xj.

On considere alors I’élément ¢y maximal pour cette propriété, c’est-a-dire

que Vz < co(z € Xg) AVy > o3z (o < 2 <y Az ¢ X;). On pose, dans

ce cas, f(a) =co— 1.

(b) Si —(a) et qu’il existe ¢; € K tel que (¢, +00) C Xj.

On considere ¢; minimal pour cette propriété et on pose f(a) =c; + 1.
(c) Si—(a) et —(b) et 8'il existe un intervalle (co, c3) C Xj.

Alors il existe ¢9, c3 € K minimaux, tels que ¢y < ¢3 et (g, ¢3) C X; et

et Yyo < 2, Vys > c3, F2o3z3(y2 < 22 < c2) A(cg < 23 < y3) A (22 ¢

Xa) A (23 ¢ Xa).

On pose alors f(a) := (ca + ¢3)/2.

(d) Si—(a), =(b) et —(c).

X3 est alors un ensemble fini et on peut définir f(a) étant le minimum

de Xj.

3Nous définirons la o-minimalité au début du chapitre 2. Nous verrons que les corps réels
clos sont des structures o-minimales ainsi que les groupes ordonnés, abéliens, divisibles et
sans torsion.
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Passons de n a n + 1. Soit X € Def,,1,11(K). Par le cas de base de
I'induction, il existe une fonction définissable f, : K™ — K telle que pour
tout (z,7) € K™ ¢'il existe z € K avec (T, 7, z) € X, alors (%, 7, fo(T,7)) €
X. Ensuite, on considere la projection de X sur K™ 7(X) := {(Z,y) €
K™ . 3z (Z,9,2z) € X}. Par hypothése d’induction, il existe une fonction
définissable f,, : K™ — K" telle que (z, f,(Z)) € m(X) dés que (z,7) € 7(X).
Nous finissons donc la preuve en considérant la fonction f : K™ — Knt!

définie par f(7) := (fu(%), fo(Z, fu(7)))- -

Définition 1.2.3. Une L-structure .4 a I’élimination des imaginaires (e.i.)
ou élimine les imaginaires ssi pour toute relation d’équivalence définissable
0(,y), et tout n-uple a € A", il existe une formule ¢(7, 7) et un unique b C A

tel que la classe d’équivalence de a soit de la forme ¢(A",b). Autrement dit,
il existe une fonction f définissable sans parametres telle que

Vay, ax(0(a, az) ssi f(ar) = f(az)).

Nous dirons que A a l’élimination des imaginaires (e.i.) uniforme si la
formule ¢ ne dépend que de 6 et de A (ne dépend pas de a).

Théoréeme 1.2.4. Soit A une L-structure. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) A a le.i. uniforme

(ii) Pour toute formule ¥(Z,y), avec T de longueur n, il y a une formule
X(Z, z) telle que pour tout uple a, il existe un unique uple b tel que

¢(Anv C_L) = X(An7 B)

Preuve. [=] Commencgons par poser 0(y,z) = Vz ¢(Z,y) < ¥(Z,z). Cela
définit une relation d’équivalence et donc par (i), il existe une formule ¢(y, i)
telle que pour tout a, il existe un unique b tel que §(A™,a) = ¢(A",b). Nous
posons enfin x(z,¥') = (¥ (z,9) A 6(5,9)).

Nous allons montrer que ¥(A", a) = (A", b). Soit € € A™ tel que (€, a).
Comme 6 définit une relation d’équivalence, nous avons 6(a,a), ce qui est
équivalent a ¢(a,b). Nous avons donc 9(€,a) A ¢(a, b) ce qui implique (€, b).

Réciproquement, si x(€,b), alors 35(v(€, ) A ¢(7,b)). De maniere équi-
valente, 3y(v(e,y) A 0(y,a)). Par définition de 6, nous avons bien (€, a).

[«<] Est évident. O

Nous dirons que A a la 1-e.. uniforme si A satisfait ’assertion (ii) du
théoreme 1.2.4 avec n = 1.

Lemme 1.2.5. Si A a des fonctions de Skolem définissables et si A a la
1-e.i. uniforme, alors A a l’e.i. uniforme.
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Preuve. Soient §(7, §) une relation d’équivalence sur A™ et @ = (ag, ..., ap1)
€ A™. Par 1-e.i., il existe une formule v (z0, Z) et un unique by tel que

¢0(Aa BO) = {C A ): Elyla ) 3yn—l 0(&, G Y- 7yn—1)}'

Comme A a des fonctions de Skolem définissables, il existe une fonction
définissable f telle que f(bo) = ¢ A to(c, bo). Par 1-e.i., il existe une formule
(21, Z) et un unique b; tel que

¢1(Aj)1) - {C t A ’: Ely?, ceey EIyn—l H(a)f(g())ucv Yo, ... 7yn—1)}-

On itere jusqu’a obtention de formules (2o, 2) . . . Yn_1(7n_1, %) et de
uples b07 bla s >bn—l tels que 9(@7 g) = ¢0(y0, bO) ARRENA ¢n—1(3/1> bn—l)- []

Théoréme 1.2.6. Tout corps réel clos K (plus généralement, toute struc-
ture o-minimale avec des fonctions de Skolem définissables dont le langage
contient au moins deux symboles de constante) a l’e.i. uniforme.

Preuve. Par la proposition 1.2.2, nous avons que K a des fonctions de Skolem
définissables. Donc il suffit par le lemme 1.2.5 de montrer que K a la 1-e.i.
uniforme.

Soit 1 (z,a), on a que (A, a) est une union d’au plus k intervalles ouverts
et de points, c’est-a-dire (A, a) = Uyc;cp_1(C2i; C2i41), o1t g € K U {—00},
Cor—1 € KU{+00} et co; < coiy1 < Coipo avec la convention que si ¢y = cip1,
I'intervalle (cg;;c2:41) est un singleton, sinon il est ouvert. (Il ne faut pas
perdre de vue que les ¢; dépendent de a.)

Nous allons exprimer ¥(A, a), comme 'union d’intervalles (co;; c2;11) en
s’assurant (pour avoir I'unicité) que ces intervalles sont maximaux. Cela re-
vient a demander que les ¢; soient les bords de (A, a). On peut définir les
extrémités de ces intervalles par la formule suivante ¢(¢) = 1250_1 ["tout inter-
valle contentant ¢; intersecte | ;<1 (C2i; c2i41) €t K\ Ugejcp_1(c2i; C2i41)" ]
De plus, pour s’assurer de ne pas avoir deux intervalles identiques dans cette
décomposition, il faut ajouter la formule

x(e) = /\iyj:O,_.qk;_l,i?éj(CQi # Coj V Coiv1 F Cojr1)-
On a donc 9(, 2) < (v € Uycicp_i(cais c2iv1)) A ¢(€) A x(©). O

1.3 Cardinaux inaccessibles

Nous expliquons ici ce que sont les cardinaux inaccessibles et fortement
inaccessibles. Cela apparaitra dans la preuve du théoreme 5.2.3.

Ces notions sont définies dans le livre de D. Marker [14], Appendice A
pages 309 et 310.
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Soit k un cardinal non nul. Il existe un plus petit cardinal plus grand
que K, nous noterons ce cardinal x*. Nous dirons que & est un successeur s’il
existe un cardinal \ tel que k = A*. Dans le cas contraire, nous dirons que x
est un cardinal limite.

Pour tout ordinal limite o > w, la cofinalité de « est le plus petit cardinal
A tel qu’il existe une fonction f : A — « dont I'image Im(f) n’est pas bornée
dans a. Nous noterons cof(«) la cofinalité de a.

Nous dirons que & est un cardinal régulier ssi £ > R et cof(x) = k. Sinon,
nous dirons que x est un cardinal singulier.

Par exemple, Ny est un cardinal limite et régulier.

Nous dirons que x est inaccessible si xk est un cardinal limite, régulier
et que k > Ny. Dans ZFC (théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel avec
I’axiome du choix), nous ne pouvons prouver ni 'existence, ni I'inexistence
de tels cardinaux.

Nous dirons qu’'un cardinal inaccessible x est fortement inaccessible ssi
pour tout A < k, 2* < k.
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Chapitre 2
o-minimalité

Soit un langage £ = {<,...} ol < est un symbole de relation binaire.
Nous dirons qu'une L-structure du premier ordre M telle que (M, <) soit
un ordre total est o-minimale ssi tout sous-ensemble de M définissable (avec
parametres éventuels) dans le langage £ est une union finie d’intervalles et
de points. Dans ce texte, nous supposerons toujours que de plus (M, <) est
un ordre dense sans premier ni dernier élément.

Considérons donc une structure o-minimale M = (M, <,...). Nous pla-
cons sur M la topologie donnée par les intervalles ouverts définis grace a la
relation d’ordre et sur chaque M™, la topologie produit.

On notera My, := M U {+00, —o0} et nous étendrons l'ordre défini sur
M en posant —oo < a < 400 pour tout a € M.

Remarque 2.0.1. Sauf indication contraire, nous supposerons qu’un intervalle
est un intervalle ouvert, c’est-a-dire un ensemble de la forme (a,b) := {z €
M :a <z <b}ouaetbsont dans M.

Proposition 2.0.2 ([5], chapitre 1, proposition 4.2). Si (G, <, .,...) est une
structure o-minimale telle que (G, <,.) est un groupe ordonné, alors le groupe
(G,.) est abélien, divisible et sans torsion.

Proposition 2.0.3 ([5], chapitre 1, proposition 4.6). Si (A, <,+,.,...) est
une structure o-minimale et si de plus (A, <,+,.) est un anneau ordonné .
Alors (A, <,+,.) est un corps réel clos.

Réciproquement, I’élimination des quantificateurs dans la théorie des grou-
pes ordonnés, abéliens, divisibles et sans torsion et dans la théorie des corps
réels clos permet de montrer que ces structures sont toujours o-minimales.
Pour les corps réels clos, voir [14], théoréme 3.3.15 et corollaire 3.3.23.

'Nous conviendrons que tout anneau est unitaire, c’est-a-dire qu’il contient un élément
neutre pour la multiplication.

15
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Exemple 2.0.4. Le corps réel clos (R,+,.,<,0,1) est une structure o-
minimale. Si exp désigne la fonction exponentielle sur R, alors la structure
(R, +, ., exp, <,0, 1) est également o-minimale. Ce résultat est du a A. Wilkie
26].

L’expansion (R, +, ., <, 0, 1,sin) n’est pas o-minimale car ’ensemble défini
par la formule sin(x) = 0 n’est pas une union finie d’intervalles ni de points.

Remarque 2.0.5. Soit M est une L-structure o-minimale, et £ = L U {¢; :
i € I} le langage obtenu en ajoutant a £ des symboles de constante. On
peut munir M d’une L’-structure en interprétant tous les symboles de L
comme dans M. La structure M’ ainsi obtenue est également o-minimale
puisque les sous-ensembles de M qui sont £’-définissables avec parametres
sont exactement ceux qui sont L£-définissables avec parametres.

Le théoreme de monotonicité décrit précisément les fonctions définissables
M — M. Ensuite, le théoreme de décomposition cellulaire fournit une des-
cription des ensembles définissables dans M"™ et des fonctions définissables
M"™ — M. Des preuves de ces théoremes sont données dans [5], 'objectif
des deux premiers paragraphes est de donner les idées fondamentales de ces
preuves.

Tout au long de ce chapitre, nous nous placerons dans M une L-structure
o-minimale.

2.1 Monotonicité

Théoréme 2.1.1 (Monotonicité). Soient a,b € My et f : (a,b) — M
définissable. Alors, il existe une suite strictement croissante (a;)i=o,. n+1 C
M, telle que ag = a, a,y1 = b et pour tout i = 0,...,n, f est continue et
strictement monotone ou constante sur (ai, ai+1).

FEsquisse de preuve. Soit I := (a,b). On commence par prouver les trois as-
sertions suivantes :

Fait 1. 11 existe un sous-intervalle de I sur lequel f est soit constante, soit
injective.

Fait 2. Si f est injective, f est strictement monotone sur un sous-intervalle

de 1.

Fait 3. Si f est strictement monotone, alors f est continue sur un sous-
intervalle de I.

Pour prouver le théoreme, on considere 1’ensemble définissable X := {z €
I : il existe un intervalle J contenant x, sur lequel la fonction f est soit
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constante, soit strictement monotone et continue}. Par o-minimalité, si I’en-
semble I\ X est infini, il contient un intervalle et nous obtenons une contra-
diction en appliquant successivement les faits ci-dessus. L’ensemble I\ X est
donc fini. On peut alors se ramener au cas ou I = X (ce qui montre déja la
continuité de f). Quitte & encore décomposer l'intervalle I en sous-intervalles,
nous pouvons envisager les 3 cas suivants :

— Pour tout = € (a,b), f est constante sur un voisinage de z,

— Pour tout = € (a,b), f est strictement croissante au voisinage de z,

— Pour tout = € (a,b), f est strictement décroissante au voisinage de z.
Dans chacun des cas, on montre respectivement que f est constante, stric-
tement croissante et strictement décroissante sur /. Une preuve complete de
ce théoreme est donnée dans [5], chapitre 3, théoreme 1.2. O

Corollaire 2.1.2. Soit f : (a,b) — M fonction définissable, pour tout ¢ €
(a,b) les limites lim f(x) et lim f(z) existent dans Moo Il en est de méme

x<c x>c

pour les limites lim f(x) et hITIl) f(x) dans M.
>a 2<b

Preuve. Par le théoreme 2.1.1, on peut supposer sans perte de généralité
que f est monotone et continue sur (a, b). Si f est constante, alors les quatre
limites sont égales et prennent la valeur f(x) pour un x € (a,b). Si f est stric-
tement croissante sur (a,b), alors Im(f) est un sous-ensemble définissable de
M, et par o-minimalité, Im(f) possede un suprémum et un infimum dans
M.

On a done que lim f(x) = sup(m(f ), lim f(z) = inf(Im(f (o)),

lim /() = sup(Im(f)) et lim f(x) = inf(Im(f)).
z>a Z<b

Si f est strictement décroissante, la preuve est similaire au cas précédent. [J

Corollaire 2.1.3. Soient a, b € M et f : [a,b] — M continue et définissable,
f a un mazximum et un minimum sur [a,b].

Preuve. Comme dans la preuve précédente, on suppose que f est monotone
sur [a,b]. Si f est croissante sur [a, b], le maximum (resp. minimum) de f est
f(b) (resp. f(a)). Sinon, le maximum (resp. minimum) de f est f(a) (resp.

f(0)). B

2.2 Décomposition cellulaire

Le fait topologique suivant sera utile a plusieurs reprises dans ce qui suit :
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Fait. Soient f,g,h : MY — M continues et telles que pour tout x € MY,
f(x) < g(x) < h(x). Soit a € MN et b := g(a) € M, alors il existe by,
by € M et un pavé P C MY tels que by < b < by et pour tout = € P,
fz) < by < g(x) < by < h(x).

Lemme 2.2.1 (Finitude uniforme). Soit A C M? définissable et supposons
que pour tout x € M la fibre A, == {y € M : (x,y) € A} est finie, alors il
existe N € N tel que pour tout x € M, |A,| < N.

Preuve. [5], chapitre 3, lemme 1.7. ]

Notation. Soit X C M™, on note C'(X) :={f : X — M ou f est définissable
et continue } et Coo(X) := C(X)U{—00, 400} ott —o0 et +o00 sont considérés
comme des fonctions constantes sur X. Pour f, g dans C,(X), on écrit f < g
siVr € X, f(x) < g(x) et dans ce cas (f,g)x = {(x,7r) € X x M : f(z) <
r < g(x)}. Cet ensemble (f, g)x est inclus & M™*! et sera parfois noté (f, g)
si X est fixé par le contexte.

Définition 2.2.2. Soit (i1, ...,4,) une suite de zéros et de uns :

(i) une (0)-cellule est un singleton {r} C M ; une (1)-cellule est un inter-
valle (a,b) C M,

(ii) on suppose que nous avons défini ce qu’est une (iy, ..., i,,)-cellule, une
(i1, .-+ %m,0)-cellule est un graphe T'(f) pour f € C(X) et X une
(41, ... ,im)-cellule; une (i, ..., iy, 1)-cellule est un ensemble (f,g)x
ou X est une (iy,...,0y)-cellule, f,.g € Coo(X) et f < g.

Une cellule dans M™ est une (iy,...,%,)-cellule pour une certaine suite
(11, .., im) € {0,1}™.

Convention. Nous conviendrons que I'espace M? est lui méme une cellule qui
ne contient qu'un seul point, plus précisément une (-)-cellule, ou (-) désigne
la suite de longueur zéro. Cette cellule est ouverte (et il n’existe pas d’autre

(+)-cellule).

Il est aisé de voir dans la définition de cellule que si C' est une (i1, . . ., i)-
cellule, n < m et m: M™ — M™ désigne la projection sur les n premieres
composantes, alors m(C') est une (iy,...,1i,)-cellule.

Définition 2.2.3. Soit C' une (i1, ..., ,)-cellule, nous définissons la dimen-
sion de C' par dim(C') := iy + - - - 4+ 4,,. Si A est un sous-ensemble définissable
de M™ nous dirons que dim A := max{dim(C') : C' C A et C est une cellule}.

Nous verrons plus tard (définition 2.4.6) une notion de dimension pour
tous les ensembles définissables. Cette notion de dimension sera une généra-
lisation de celle-ci (voir remarque 2.4.9).
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Proposition 2.2.4. Soit T' un espace topologique et S un sous-ensemble de
T. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout point x € S, il existe un voisinage V' de x dans T tel que
SNV est une partie fermée de V ;

(ii) S est un ouwvert dans le sous-espace S de T ;

(iii) S est lintersection d’un ouvert et d’un fermé de T .

Preuve. Voir [2], chapitre 1, page 20.

(i) — (i7) : Soit x € S, il existe un voisinage V de z tel que SNV est
fermé dans V, donc SNV = SN V. Cela implique que dans S, le point
est un point intérieur de I’ensemble S. Puisque cette propriété est vraie pour
tout « € 9, on conclut que S est ouvert dans S.

(43) — (i77) : si S est un ouvert dans S, S est Iintersection d'un ouvert
de T et de S.

(i73) — (7) : Soient O un ouvert et F' un fermé dans 7', tels que S = ONF'.
Soit x € S, nous avons bien évidemment que O est un voisinage de x dans
T et que ONS =0NF est fermé dans O. O]

Définition 2.2.5. Un sous-ensemble S d’un espace topologique 1" est dit lo-
calement fermé s’il satisfait I'une des assertions équivalentes de la proposition
précédente.

Exemple 2.2.6. Soit I'espace topologique (R, |.|) et le sous-ensemble S :=
R\ {% :n=1,23,...} de R. S = R et S n’est pas ouvert dans R car le
point 0 n’est pas intérieur. L’ensemble S n’est donc pas localement fermé.

Remarque 2.2.7. Tout ensemble fermé est localement fermé. Mais tout en-
semble localement fermé n’est pas nécessairement fermé, par exemple, tout
ouvert dans 'espace R est localement fermé, car il est I'intersection de lui
méme avec R.

Proposition 2.2.8. Toute cellule est localement fermée.

Preuve. Procédons par récurrence : pour les cellules de M?, cela est évident.
Soit C' une cellule de M™! et B := m(C) la projection de C' dans M™. On
suppose par hypothese d’induction que B est ouverte dans son adhérence B,
c’est-a-dire que B — B est fermé.

Si C =T(f) (ot f: B — M définissable et continue), alors C' —C est contenu
dans (B — B) x M et C est ouvert dans le fermé C U ((B — B) x M).

Si C = (f,g) (avec f,g : B — M définissable, continue et f < g), alors C —C
est contenu dans I'(f) UT(g) U ((B — B) x M) et C est ouvert dans le fermé

CUT'(f)UTl'(g)U((B—B)x M). O



20 CHAPITRE 2. O-MINIMALITE

Proposition 2.2.9. Toute cellule est homéomorphe a une cellule ouverte
(via une projection définissable).

Preuve. Soit i = (i1,...,im) € {0,1}™, on définit p; : M™ — MP* (ou
k=14 +1ip). Soient A\(1) < --- < A(k), les indices A € {1,...,m} pour
lesquels iy = 1, on définit la projection p;(x1,...,%m) = (Taq)s .-+ Tak))-
Pour A une i-cellule, nous allons montrer par récurrence sur m que p; est un
homéomorphisme de A dans p;(A) C M* qui est une cellule ouverte.
Notation : p;fa: A — pi(A) : x — p;(z).

Observation : Si A est ouverte, on a p;[ 4= id 4.

Le cas de base de la récurrence est trivial en vertu de la convention ci-dessus.
Récurrence : Si A est une (iy, ..., 4,1, 1)-cellule, A = (f,g)x et X est une
cellule ouverte, par le fait topologique énoncé au début de ce paragraphe, A
est ouverte.

Soient ¢ = (i1,...,4m-1,0) et A une i-cellule, A = I'(f) ou f € C(X)
pour X une cellule de M™1, On définit p : M™ — M™ L (zy,...,2,,) —
(21,...,Tm_1) et pa := pla (on a donc que X = pa(A)). Nous avons claire-
ment que pa est une bijection de A dans X.

— pa est continue : soit O C M™ ' un ouvert, p,'(0) C A et p;'(0) =

p~H(O)NA ouvert dans A (car p~1(O) est ouvert par continuité de p~!).

- pgl est continue : soit un ouvert de A, il est de la forme O N A ou O

est un ouvert de M™. Soit € ps(O N A), par continuité de f et par
le fait topologique du début du paragraphe, on a un pavé P C O qui
contient le point (z, f(x)) et tel que PNA = I'(f[,(p)). Par conséquent,
pa(ONA)Dp(PNA)=p(P)NX et p(P)N X est un ouvert dans X
qui contient z. Ce qui montre bien que p4(ON A) est ouvert et que p'
est continue.

]

Définition 2.2.10. Nous dirons qu’un sous-ensemble définissable F de M™
est définissablement connexe (d.c.), s’il ne peut étre écrit comme une union
disjointe de deux ouverts définissables et non vides.

Exemple 2.2.11. Soit la structure o-minimale (R, +, ., <, (@)qcq), corps or-
donné des nombres réels muni de symboles de constante interprétés par les
rationnels. Il est clair que R est connexe et donc d.c.. L’ensemble R — {0} =
(—00,0) U (0,400) n’est pas d.c. (et donc n’est pas connexe). On peut mon-
trer que dans le cadre ot M est une expansion o-minimale de (R, <) que la
notion de connexité définissable est équivalente a la connexité usuelle.

Proposition 2.2.12. Toute cellule est définissablement connexe. En parti-
culier, tout pavé est définissablement connexe.
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Preuve. Par récurrence sur la dimension m de I'espace dans lequel la cellule
est définie :

— Sim = 0, 'unique cellule a considérer est un singleton (qui est forcément
d.c.).

— Sim = 1, toute cellule est une singleton (qui est donc d.c.) ou un
intervalle. Supposons que cet intervalle I ne soit pas d.c., I = O; U O,
ou O; sont des ouverts définissables disjoints. Chacun de ces ouverts
est une union disjointe d’intervalles ouverts : [ = I, U---U I,(n > 1),
I; = (a;,b;) ou b; < a;q. Comme I} N Iy = &, by < ag, par conséquent
by ¢ L U---UI, et donc by ¢ I, ce qui est absurde.

— Supposons que la propriété soit vraie pour toute cellule dans M™. Soit
A C M™ une cellule et 7 : M™ +1 — M™ : (21,...,Tpmy1) —
(x1,...,om,). Par hypothese de récurrence, la projection m(A) est d.c.
et chaque fibre A, := 77!(z) N A est d.c. (car c’est une cellule de M).
Par ’absurde, supposons que A soit 'union disjointe de deux ouverts
O; et Oy (non vides et définissables).

Cas 1 : Siune des fibres A, est telle que A, NO; # & # A, NOs, cela
contredit le fait que A, soit d.c. car A, N O; et A, N Oy sont des
ouverts dans A, qui sont définissables et disjoints.

Cas 2 : Aucune des fibres A, n’a cette propriété, i.e. pour tout z € M,
A, NO; =@ ou A, NOy = . Alors, on a clairement que les pro-
jections m(Oq) et m(O3) sont des ouverts disjoints et définissables
dans m(A) 2. Comme O; et O sont non vides, 7(0;) et 7(Oy) sont
non vides, ce qui contredit le fait que 7w(A) soit d.c..

]

Les cellules ouvertes dans 'espace M™ sont exactement les (1,...,1)-
cellules.

Définition 2.2.13. Une décomposition de M™ est une partition de M™ en
un nombre fini de cellules qui satisfont :

(i) Une décomposition de M = M est une collection {(—o0, a;), (a1, as),
ooy (ag, +00), {ar },{ag )t} onay < -+ < ayg;
(i) Une décomposition de M™ ! est une partition finie de M™*! en cellules

A telle que I'ensemble des projections w(A) (7 : M™ — M™) est une
décomposition de M™.

2Les ensembles O; et O, ne sont pas nécessairement ouverts dans M™*1  ils ne le sont
que dans la cellule A. Le fait que leurs projections soient ouvertes découle de la continuité
des fonctions qui définissent A & partir de 7(A) et du fait qui entame ce paragraphe.
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Soit D := {A(1),..., A(k)} une décomposition de M™ telle que A(i) #
A(j) si @ # j et solent pour tout i € {1,...,k} les fonctions fi1,..., finu) €
C(A(i)) avec fi1 < -+ < fin@). Alors D; est une partition de A(i) x M. On
peut facilement montrer que D* := D; U --- U D;, est une décomposition de
M™F! et que toute décomposition de M™*! découle de cette maniere d'une
décomposition D de M™. On écrira D = 7(D*).

Une décomposition D de M™ est dite partition de S C M™ si toute cellule
de D est soit incluse a S ou disjointe de S, autrement dit, S est une union
de cellules de D.

Théoréme 2.2.14 (Décomposition cellulaire). Soient Ay, ... A, des sous-
ensembles définissables de M™, A C M™ et f : A — M wune fonction
définissable.

(L,) Il existe une décomposition de M™ qui partitionne tous les A; (ot i =
1,...,k).

(IL,,) 1l existe une décomposition D de M™ qui partitionne A et telle que
pour tout B € D (et BC A), flp est continue sur B.

Preuve. Nous allons procéder par induction sur m. (I;) et (II;) découlent
respectivement de la o-minimalité de M et du théoreme de monotonicité.
Supposons maintenant que pour tout i < m, les propriétés (I,,) et (II,,) sont
satisfaites.

Nous allons commencer par généraliser le lemme 2.2.1. Soit Y C M™*!
nous dirons que Y est fini sur M™ si pour tout x € M™, la fibre Y, =
{r € M : (z,r) € Y} est finie. Si de plus, il existe N € N tel que pour tout
x € M™, |Y,] < N, nous dirons que Y est uniformément fini sur M™.

Lemme 2.2.15 (Propriété de finitude uniforme généralisée). Soit un en-
semble définissable Y C M™Y. Si Y est fini sur M™, alors Y est uni-
formément fini sur M™.

Preuve. Une démonstration compleéte est donnée dans [5], chapitre 3, lemme
2.13, elle utilise entre autre les hypotheses de récurrence (1,,,) et (IL,,). O

Nous allons maintenant nous préparer a la preuve de (I,,41). Soit A C M,
on définit bd(A) := {x € M : tout intervalle qui contient z intersecte A et
M — A}. Par o-minimalité, cet ensemble est fini. Si ag = —00, a3 < -+ < a;
sont les éléments de bd(A) et apy1 = +00, tous les intervalles (a;, a;41) sont
soit inclus & A, soit disjoints de A. Pour A € M™", bd,,(A) := {(z,r) €
M™:r € bd(A,)}. Cet ensemble est fini sur M™ et par le lemme 2.2.15,
nous savons qu’il est uniformément fini sur M™.

Preuve de (I,,,1) : Soient Ay, ..., Ay C M™"! ensembles définissables et
Y :=bd,,(A;) U~ - Ubd,,(Ay). L'ensemble Y C M™"! est définissable et fini
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sur M™. Par le lemme 2.2.15, il existe N € N tel que pour tout x € M™,
Y| < N. Pour tout i € {0,..., N}, soient B; := {x € M™ : |Y,| =i} et
fir, fizy - fi » Bi — M telles que Y, = {fi(z),..., fu(2)} et fix < firg1-
Posons également, fip :== —oo et fiy1 = 400. Pour tous A € {1,... k},
i€ {0,....N},1 <j < Cy ={r € B : fij(x) € (A\)s} et pour
0 <j <i Dyj=A{r € Bi: (fi5(@), fij+1(x)) C (Ax)e}. Par (In,) et
(IL,,) appliqués successivement et a plusieurs reprise, on peut trouver une
décomposition D de M™ qui partitionne a la fois les B;, les Cy;j, les Dy;; et
qui a aussi la propriété que si £ € D est contenu dans B;, alors fi1|g, ..., filE
sont continues. Ensuite, pour toute cellule £ € D, on construit une partition
Dr de E x M en cellules :

Dg = {(fwle, fule), ..., (fule, fis1le), L(fule), ..., T(fule) 11 € {0,..., N}
et £ C B;}. Enfin, 'union D* := | J.p Dg est une décomposition de M™+!
qui partitionne tous les Ay, ..., Ag, ce qui prouve bien (I,,,41).

Lemme 2.2.16. Soient X un espace topologique, (M, <), (Ms, <) des ordres
denses sans premier ni dernier élément et f : X x My — My une fonction
telle que pour tout (x,r) € X x M :

(i) f(x,:): My — My est continue et monotone sur M ;
(ii) f(-,r): X — My est continue en x,
f est continue.

Preuve de (II,,,;) : Soient A € M™™ et f : A — M une fonction
définissable. Nous allons décomposer A en cellules sur lesquelles f est conti-
nue. En vertu de (I,,), il nous suffira de trouver des ensembles définissables
Ay, ..., Ay C M™ tels que pour tous @ = 1,...,k, fla,: Ai — M est continue
et A := A;U---U Ag. De plus, toujours grace a (I,,), nous pouvons sans
perte de généralité, supposer que A est une cellule.

Si A n’est pas ouverte, nous savons qu’il existe un homéomorphisme
définissable psy : A — p(A) ou p(A) C M™ pour n < m est une cellule.
Par (II,,), nous pouvons partitionner p(A) en By, ..., By tels que pour tout
7, (fopzl)[Bj est continu. On en déduit que A est partitionné en p3'(By), ...,
P41 (Bg) et la restriction de f & chaque p,'(B;) est continue.

Si A est une cellule ouverte, on dira que f est bienfaitrice en (p,r) € A
sl existe un pavé C' 5 p et un intervalle (a,b) > r tels que :

(i) C x (a,b) C A;
(ii) Yo € C, f(x,-) est continue et monotone sur (a,b);
(iii) f(-,r) est continue en p.

Soit I’ensemble A* := {(p,r) € A tels que f est bienfaitrice en (p,7)}, cet
ensemble est définissable et de plus :
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Lemme 2.2.17. A* est dense dans A.

Preuve. Soit un pavé B C M™ et —0o < a < ¢ < 400, nous allons montrer
que B x (a,c) N A* # @. Par le théoréme de monotonicité, pour tout = € B,
il existe un A\(x) € (a, ¢] maximal tel que f(z,-) est continue et monotone sur
(a, A(z)). On obtient donc une fonction définissable A : B — M et par (I1,,),
on a un pavé C' C B tel que X\ est continue sur C. Par continuité, on peut
trouver b € (a,c) et un pavé C' C C tels que pour tout x € C’, b < A(z).
On prend ensuite un élément quelconque r € (a,b) (le choix de cet élément
importe peu). La fonction f(-,r) : C" — M est définissable et par (II,,),
f(-,7) est continue sur un pavé C,. C C. f est donc bienfaitrice en tout point
(p,r) ou p € C, (et souvenons-nous que r € (a,b)). O

On construit & laide de (I,,;1) une décomposition D de M™! qui par-
titionne A et A*. Soit D € D une cellule ouverte telle que D C A (pour
les autres cellules, on peut utiliser 'hypothese d’induction comme précé-
demment), par densité de A* dans A, D N A* # & et par définition de
décomposition, D C A*. Par le lemme 2.2.16, pour tout (p,r) € D, f est
continue en (p,r) (car D est ouvert). Cela termine la preuve de (II,,41) et
ainsi celle du théoreme. O

Il est intéressant de remarquer que la décomposition cellulaire construite
dans la preuve de ce théoreme n’a rien d’unique, par ailleurs, si un ensemble
A C M™ est définissable sur un ensemble P de parametres, alors les cel-
lules qui servent a le décomposer sont définissables sur ce méme ensemble de
parametres P.

Corollaire 2.2.18. Soient A C M" et f : A — M™ définissable alors il

existe une décomposition D de M™ qui partitionne A et telle que pour tout
B €D, f est continue sur B.

Preuve. Soient les fonctions f; : A — M telles que f = (fi1,..., fm), on
applique le théoreme de décomposition cellulaire a chacune des fonctions f;
et on obtient une famille de décompositions D; de M™ et telle que pour
tout B € D; (avec B C A), f; Ip est continue sur B. A nouveau par le
théoreme de décomposition cellulaire (premiere partie), on construit une par-
tition D de M"™ qui partitionne simultanément tous les éléments de toutes
les décompositions D;. Sur chaque B € D (avec B C A), toutes les f; sont
continues et f est donc continue. ]

Corollaire 2.2.19 ([11], théoreme 0.2). Soit N' une L-structure élémentai-
rement équivalente a M. Alors N est o-minimale.
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2.3 Cloture définissable

Nous travaillons toujours dans une structure o-minimale M. Soit A un
sous-ensemble de M, on définit la cloture définissable de A et on note dcl(A)
I'ensemble {a € M : il existe une formule ¢(z,a) dont les parametres a € A
et telle que M = ¢(a,a) AVz(p(x,a) = x = a)}. La cloture définissable de
A est donc I'ensemble des éléments de M qui sont I'unique réalisation dans
M d’une formule & parametre dans A. Nous allons commencer par montrer
que dcl satisfait les propriétés suivantes :

Lemme 2.3.1. Soient AC B C M, A C dcl(A) C dcl(B).

Preuve. Soit a € A, a est 'unique réalisation de la formule ¢(z) = =z = a
dont I'unique parametre est a € A. De plus, si e € dcl(A), on peut trouver
une formule ¢(z,a) dont les parametres a € A et telle que M = ¢(e,a) A
Vz(p(x,a) = x = e). La formule ¢(z,a) étant a parametres dans A, elle est
en particulier & parametres dans B, ce qui montre que e € dcl(B). ]

Lemme 2.3.2. Soit A C M, dcl(dcl(A)) = del(A).

Preuve. Pour alléger la notation, nous écrirons lyd(y,a) pour Jye(y,a) A
Va(p(x,a) = x = y). Par le lemme précédent (appliqué deux fois), A C
dcl(A), donc dcl(A) C del(del(A)). Soit maintenant e € dcl(del(A)), il existe
¢(x,b) telle que by, ..., b, € dcl(A) et

M = ¢(e,b) A yd(y, b).

Comme by, ..., b, € dcl(A), il existe pour tout ¢ une formule ¢;(x, a;1, . . ., a;p)
telle que a;; € A pour tout j =1,...,pet

M = i(by, ai, . i) A 3lyi(y, a, - .., ap).

Soit la formule x(z,a;;:i=1,...,n,7=1,...,p) =

Elyl’ <y Yn ¢($7y17 s 7yn) A /\ wi(yi’ailv cee 7aip>-

Chaque variable y; n’aura qu’'une valeur possible a savoir b;. Par conséquent,
M = x(e,a) Ay x(y, a). O

Lemme 2.3.3 (Propriété d’échange de Steinitz). Si a € del(AUD) et a ¢
dcl(A), alors b € dcl(AU a).
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Preuve. Soit un élément a € del(AUb) — del(A), par définition, nous avons
a € A et une formule ¢(z, a, y) telle que M |= ¢(a, a,b) A\Va(é(z,a,b) = x =
a). Soit I'ensemble F = {y € M : M | 3=z ¢(z,a,y)}. F est A-définissable
et contient b. Soit la fonction A-définissable f : F — M : y +— f(y) définie
par la condition x = f(y) < ¢(z,a,y). Par le théoreme de monotonicité
2.1.1, on peut partitionner F en un nombre fini d’intervalles ou de singletons
I; tels que pour tout 7, f est soit constante soit strictement monotone (et donc
dans ce cas injective sur I;). De plus, les ensembles I; sont A-définissables.
Soit I := I; tel que b € I;. Nous pouvons déja dire que si I est un singleton,
I = {b} et donc b € dcl(A) puisque [ est A-définissable. Si au contraire, [
est un intervalle, nous allons envisager deux cas :

SiVe,y eI f(z) = f(y) : Comme a = f(b), on a f(I) = {a}. Soit la formule
Vu € I f(u) = z que nous dénoterons par (z). Cette formule a tous ses
parametres dans A et M |=1(a), ce qui contredit le fait que a ¢ del(A).
SivVe,y € I (x #y = f(z) # f(y)) : Nous avons toujours f(b) = a. La for-
mule ¢(a,a,y) Ay € I est a parametres dans AU a et b est le seul élément
de M tel que M = ¢(+) ce qui montre que b € del(AU a). O

Ces trois lemmes montrent que de la cloture del sur M* induit une re-
lation de dépendance au sens de Cohn [3], chapitre 1 : nous dirons que & =
(x1,...,2k) est dépendant sur A sl existe x; € T tel que x; € dcl(AUZ\{z;}).

Nous allons maintenant définir une autre cloture que nous appellerons
la cloture algébrique et que nous noterons acl : acl(A) = {a € M : il
existe une formule ¢(x,a) dont les parametres a € A et telle que M |=
ola,a) Ay, ..., ynVa(o(z,a) = =y V--- Vo = y,)} Autrement dit,
la cloture algébrique de A est I'ensemble des éléments de M qui sont la
réalisation dans M d’une formule a parametre dans A qui n’a dans M qu’un
nombre fini d’autres réalisations.

Lemme 2.3.4. Soit A C M, acl(A) = dcl(A).

Preuve. Tl est immédiat vu les définitions que del(A) C acl(A).

L’autre inclusion découle de la présence du symbole < dans le langage.
Soit a € acl(A), nous avons une formule ¢(x,a) dont les parametres a € A
et dont y; < --- < y, ou a = y; sont les seules réalisations dans M. Nous
pouvons exprimer par la formule suivante que a est la k® réalisation de ¢(z, a)
dans M :

Slwa) Ao N\ Wi<zvyi=o)A N\ (i Ay Aoy a)

=1,k RES W
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L’élément a est la seule réalisation de cette formule, ce qui montre bien que

a € del(A). O

C’est pour cette raison que nous dirons souvent que Z est algébriquement
dépendant au lieu de dire qu’il est dépendant mais pour des raisons de fa-
cilité nous travaillerons plus souvent avec dcl qui est beaucoup plus facile a
manipuler.

2.4 Dimension

Nous allons étudier une notion de dimension induite par la cloture défi-
nissable, nous supposerons dans ce paragraphe que M est k-saturée (pour la
saturation, voir paragraphe 1.1) pour un cardinal infini £ > max{|A|, |B|}
ou A, B C M. La plupart de ces résultats sont issus de Iarticle [19] de Anand
Pillay. Certaines preuves s’inspirent également de [13].

Définition 2.4.1. Soit @ € M", dim(a/A) := min{|d/| : ¢’ C @ et
del(AUd)}.
Lemme 2.4.2. Soient a,b € M",

(i) dim(a/A)= max{|d/| : @’ C a et a est algébriquement indépendant sur

A},

(1)) A C B = dim(a/A)> dim(a/B) ;

(iii) dim(ab/A) = dim(a/AUb) + dim(b/A) ;

(iv) dim(a/AUb) = dim(a/A) ssi dim(b/AUa) = dim(b/A).
Preuve. (i) Nous allons procéder par récurrence sur dim(a/A).

Si dim(a/A) = 0, cela veut dire que a; € a = a; € del(A). Donc aucun
a’ C an’est algébriquement indépendant sur A, c’est-a-dire max{|a| : @’ C @
et a’ est algébriquement indépendant sur A} = 0.

Supposons que la propriété soit vraie quand dim(a/A) < k.

Soit a tel que dim(a/A) = min{|d’| : @ C @ et @ C del(AUd)} = k.
Nous avons donc une famille minimale ay, ..., a; € a telle que a C dcl(A U
{ai,...,ax}). Montrons que dim((ay,...,ax)/A) =k :

— (ay,...,ar) Cdcd(AU{ay,...,ax}),

— pour tout i = 1,...,k, a; & del(AU{ay,...,ax} \ {a;}) (%) :

Sinon, on a a; € del(AU{ay,...,a;x} \ {a;}) donc

del(AU{ay,...,a } \{a;}) = dcl(dcl(AU{ay,...,ar} \ {a:}))
=dcd(AUa,...,a),

C

sl

ce qui implique que a C dcl(AU {ay,...,ar} \ {a;}) et contredit ainsi
la minimalité de aq, ..., ag.
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Donc dim((ay, ..., ax)/A) = k.

(%) implique que ay, . .., aj sont algébriquement indépendants sur A. Sup-
posons qu’il existe k& < 7 < n tel que aq,...,a,a; soient algébriquement
indépendants sur A. Alors on aurait a; ¢ dcl(AUxy, ..., z) ce qui contredi-
rait a C del(AUxy, ..., xg).

(i) Soit @’ C a, si a’ est algébriquement indépendant sur B, alors a’ est
algébriquement indépendant sur A, donc dim(a/A) > dim(a/B).

(iii) Soient a’ C @ algébriquement indépendants sur A U b tels que |a/| =
dim(a/A U b) et V/ C b algébriquement indépendants sur A tels que |b/| =
dim(b/A). Nous allons montrer que |a'b/| = dim(ab/A) ce qui achevera la
preuve.

— a'b sont algébriquement indépendants sur A :

Pour tout a € da/,a ¢ dcl(A U a't/ \ {a}) (%) car on sait que a’ est
algébriquement indépendant sur AUb ce qui implique a ¢ dcl(AUa'b\
{a}) D dcl(AuaV\ {a}).

Pour tout b € ¥/, nous allons le montrer par récurrence que b & dcl(AU
a'b'\ {b}). Supposons que b ¢ dcl(AU{d}, ..., a,} UV \{b}) on 0 < k <
@/|. Sib € del(Au{ay,... a1} U\ {b}), par le lemme d’échange
2.3.3, aj, ., € dcl(AU{d},...,a},} UV) C del(AUat \ {a,,,}) ce qui
contredit (xx).

— b est maximal pour la relation d’indépendance algébrique sur A :
Supposons qu'il existe a”b” algébriquement indépendants sur A tels que
a'tl C a"b" C ab et tels que a” D a’ ou b’ D b.

Sia” D a',onaceca\d tel quec ¢ del(Auba”\{c}) D dcl(AUa'l)).
Comme ¢ € ab, cela implique que ab € del(A U a'b') ce qui contredit
que @ C del(AUd’) et b C del(AUD).

Si b 2 b, on a que b sont algébriquement indépendants sur A, ce qui
contredit la maximalité de b'.

(iv) En appliquant (iii), on obtient dim(ab/A) = dim(a/AUb)+dim(b/A) =
dim(b/AuUa)+dim(a/A). Ce qui donne dim(a/AUb) —dim(a/A) = dim(b/AU

a) — dim(b/A) et prouve ainsi 1’équivalence. O

Un élément a € M est algébriquement indépendant sur A ssi a ¢ dcl(A)
ssi pour toute L-formule ¢(x,%) et pour tout b € A, M = —é(a,b) V
Je (¢(a,b) A ¢(c,b) A c # a). Deux éléments qui possedent le méme type
sur A seront donc de méme dimension :

Lemme 2.4.3. Soient un type p € S,(A) et @,b des réalisations de p,
dim(a/A) = dim(b/A).

Ce lemme permet de donner du sens a la définition suivante :
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Définition 2.4.4. Soit p(Z) € S,(A), dimp = dim(a/A) pour une (toute)
réalisation @ de p.

Lemme 2.4.5. Sip(z) € S, (A), et A C B, alors il existe p’ € S,,(B) tel que
p Cp etdimp=dimyp'.

Preuve. Soient p C ¢ appartenant respectivement a S, (A) et S, (B), toutes
les réalisations de ¢ sont des réalisations de p. Donc, par le lemme 2.4.2(ii),
dimq < dimp. Pour achever la preuve du lemme il suffit donc de trouver
p € S,(B) tel que p C p' et dimp < dimp'.

Soit k := dimp et @ = (ay,...,a,) une réalisation de p. Nous allons dire
que ar,...,a; sont algébriquement indépendants sur A (quitte & permuter
les éléments de a pour que ce soient les k premieres composantes qui soient
algébriquement indépendantes).

Nous allons construire inductivement af, . .., a) algébriquement indépen-
dants sur B et tels que tp(a},...,a,/A) = tp(ay,...,ar/A). Supposons que
de tels a},...,a;_, soient déja construits. Nous allons construire a;. Soient

les ensembles A; = AU{ay,...,a;_1} et By = Bq{al, g, Y, NS
Soit I'ensemble de formules F' := {¢(x,b) : b € By et ¢(x,b) n’a qu'un
nombre fini de réalisations dans M}. Considérons 1’ensemble

F = {=¢(z,b) : ¢(z,b) € F}.

L’ensemble des réalisations d’une formule de F est cofini dans M. Ainsi
nous avons directement que F est finiment consistant et par compacité est
consistant avec la théorie de M. Nous pouvons donc étendre F en un type
q € S1(By). De plus, comme q; est algébriquement indépendant sur A;, nous
avons que tp(a;/A;) C F C q. Par saturation de M, nous pouvons trouver
aj, une réalisation de ¢ dans M.

Nous obtenons donc inductivement des éléments algébriquement indépen-
dants sur A, a},...,a; € M tels que tp(a),...,a;/A) = tp(a,...,q). Une
fois que nous avons construit g, il faut remplacer tous les a},...a;_, par
des variables libres de telle maniere que nous obtenions un type ¢;, € S,(BU
{ai1,...,ax_1}). On étend ce type en un type ¢, € S,(BU{ay,...,ax_1}). Le
type p' := ¢, |5 est donc le type cherché car (a},...,a}) est une réalisation
de ce type dans M. O

Définition 2.4.6. Soit X C M"™ un ensemble A-définissable, dim X :=
max{dim(a/A): @ € X} = max{dim p : p € S,(A4) et p est réalisé dans
X}.

La dimension des types est une approche qui a le mérite de nous faire
remarquer que dim(X) ne dépend pas de A. En effet, si B D A, le lemme
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2.4.2(ii), montre que dim(X/A) > dim(X/B) ou dim(X/A) désigne la di-
mension de X au sens de la relation de dépendance algébrique sur A. Par le

lemme 2.4.5, dim(X/A) < dim(X/B).

Lemme 2.4.7. Soit X C M"™ ensemble A-définissable, alors (pour k <
n) dim(X) > k si est seulement s’il existe une projection de X sur MF
d’intérieur non-vide dans MP*.

Preuve. [=] Soit X un ensemble A-définissable de dimension dim X > k.
Soit a = (ay,...,a,) un point générique de X sur A tel que ay,...a; sont
algébriquement indépendants sur A. Soit Y la projection de X sur les k
premieres coordonnées, Y est A-définissable dans M*. Nous allons montrer
que la présence de (aq, ..., a;) dans Y implique que Y est d’intérieur non-vide
dans M*. Nous procéderons par induction :

— k = 1 : par indépendance algébrique, a; ¢ dcl(A). Or a; € Y ce qui
entraine que Y est infini (s’il était fini, on pourrait exprimer par une
formule du premier ordre que a; est le j° élément de Y comme dans la
preuve du lemme 2.3.4, ce qui entrainerait que a; € dcl(A)). Donc Y
est infini et contient par o-minimalité un intervalle ouvert.

— Supposons que Y a une projection dans M*(k = [) contenant un pavé.
Pour £ = [ + 1 : nous avons que {ay,...,a; 11} est algébriquement
indépendant sur A et que (aq,...,a;41) € Y. Nous allons supposer que
Y est une cellule, ce qui est amplement suffisant au vu du théoreme de
décomposition cellulaire 2.2.14.

SiY est un graphe I'(f) ou f : Z — M est une fonction A-définissable

et Z C M' est un pavé A-définissable. Comme (ai,...,a;41) € Y, on
a a1 = f(ay,...,q;) ce qui contredit l'indépendance algébrique de
(a17 B 7al+1)'

Donc Y est d'office de la forme Y = (f, g)z := {(21,...241) € M*1;
(x1,...,m;) € Z et f(xy,...,m) < x40 < g(x1,...,2)}ou f,9: Z —
M sont des fonctions continues (f < g). Par le fait qui commence le
paragraphe 2.2, on sait que Y contient un pavé et est ainsi d’intérieur
non vide.

[<=] Supposons qu’il existe une projection Y de X dans M* qui est
d’intérieur non-vide, Y contient donc un pavé B-définissable Z C M¥. Soit
A I'ensemble des parametres sur lesquels X et Y sont définis. Par saturation,
nous allons trouver inductivement aq,...,a; algébriquement indépendants
sur B tels que (aq,...,ax) € Z. Supposons que ary,...,a,_1 sont déja cons-
truits. Soit le type

p(z) ={(ay,...,ap_1,2) € Z}UE
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ou £ ={¢(a,...,ax_1,2) : ¢(ai,...,ax_1,2) a une unique réalisation dans
M}. Nous prenons pour a; une réalisation de p.

Par construction, dim(ay, ..., ax/B) = k. Par construction de Y, on peut
trouver @ € X qui contient ay,...,a,. De plus, il est clair que dim(X) >
dim(a/A) > dim(a/B) > k. O

En particulier, nous avons :

Lemme 2.4.8. Soit I'ensemble A-définissable X C M", dim X = n ssi X
est d’intérieur non-vide dans M™.

Remarque 2.4.9. Nous constatons grace a ces deux derniers lemmes et a
la proposition 2.2.9 que la notion de dimension définie pour les cellules
(définition 2.2.3) est identique a celle-ci.

Lemme 2.4.10. (i) Soient X C M™ un ensemble et f : X — Y C MF
une bijection tous deur A-définissables, dim X = dimY .

(ii) Soient X1, ..., X, sous-ensembles A-définissable de M™, alors dim(X;U
-UX,) =max{dim X; :i=1,...r}.

Preuve. (i) Soit a € X, il est clair que (a, f(a)) C del(aU A) et (a, f(a)) C
del(f(a)UA). Soit @ C a minimal et tel que a C del(AUa’), par conséquent,
f(a) C del(AUa’) ce qui entraine que f(a) C del(AU f(a')). Sil existe b & @’
tel que f(a') C dcl(A U f(b)), alors @ C dcl(A U f(b)) et @ C dcl(AUD) ce
qui contredit la minimalité de a’. Donc, f(a’) est minimal tel que f(a) C
dcl(A U f(a')). Nous en déduisons que dim(a/A) = dim(f(a)/A), ce qui
montre que dim(X) = dim(Y).

(i) Evident. O

Lemme 2.4.11. Soient 0(x1, ..., 2, y) une L-formule et pour tout b, X5 =
O(M",b). Pour tout k < n, il exviste une L-formule 1 (y) telle que pour tout
b, dim Xz = k ssi M |= ¢y (b).

Preuve. Cela découle du lemme 2.4.7 car le fait de posséder une projection
d’intérieur vide est exprimable au premier ordre. Soit k < n, et (i1,...,i,) €
P l'ensemble des permutations de (1,...,n), nous posons :

k
gbk,il ..... in(g) = Qgypy - - - 7aik7bi17 cee 7bik7 [/\ aij < sz]

j=1

n
/\[Vl‘zl e Ly /\(CLZ'J. < inj < bz]) — Elxik+17 .. ,:v,-nﬁ(xil, . 7$2kag)]
j=1



32 CHAPITRE 2. O-MINIMALITE

Cette formule signifie qu’il existe un pavé dans M* qui est inclus dans la
projection de (M™, y) sur les coordonnées d’indices iy, ..., .

Soit 1 (y) = V(il,,,,%)ep Dhyis i (U) A /\(il,,,_ﬂ'n)ep k1t (). L for-
mule ¥ (y) exprime que Xy possede au moins une projection d’intérieur
non vide dans MF* et que toutes les projections possibles dans M k41 gont

d’intérieur vide ce qui est équivalent au fait que X est de dimension k
(lemme 2.4.7). Ainsi, dim Xz = k ssi M = ¢ (b). O

Proposition 2.4.12. Soit X C M™ un ensemble A-définissable, dim X >
k+1 ssi il existe une relation d’équivalence A-définissable E sur X dont une
infinité de classes d’équivalence sont de dimension > k.

Preuwve. [=] Sidim X > k-+1, nous savons par le lemme 2.4.7 qu’il existe une
projection de X sur M**! qui contient un pavé B = I; X - -+ x I, ot les I;
sont des intervalles. Nous définissons sur B la relation d’équivalence suivante :
(X1, oy The1) ~ (Y1,---,Yks1) ssi 21 = y;. Cette relation d’équivalence
possede une infinité de classes de la forme

[(wla"'axk-‘rl)]N :{(x17y27"'ayk+1> S Yi 611722277k+1}

Ces classes sont clairement de dimension k. En étendant cette relation d’équi-
valence a X, on obtient la relation souhaitée.

[<=] Supposons que nous ayons une relation d’équivalence définissable E
sur X dont une infinité de classes d’équivalence sont de dimension > k et
que dim X = k.

Par le théoreme de décomposition cellulaire 2.2.14 et le lemme 2.4.10(ii),
on peut sans perte de généralité supposer que X est une cellule.

Par la proposition 2.2.9, nous avons une projection définissable 7 : M" —
MP telle que m(X) homéomorphe & X. Soit E! la relation d’équivalence sur
7(X), dont les classes sont I'image par 7 des classes de E. Pour toute classe
d’équivalence C' de E telle que dim C' > k, on a bien str que dimC' = k et
par le lemme 2.4.10(i), dim 7(C') = k. Nous pouvons donc dire par le lemme
2.4.8 que 7(C) est d’intérieur non vide dans M*. Cela nous montre I'existence
d'une infinité de classes de E' qui sont d’intérieur non vide dans M* ce qui
contredit le lemme 2.4.13. O

Lemme 2.4.13 (A. Pillay, [20], proposition 2.1). Soit E(Z,y) une L-formule
a parametres dans A qui définit une relation d’équivalence sur M™. Le nombre
de E-classes d’intérieur non vide (dans M™) est fini. De plus, ces classes
d’intérieur non vide sont A-définissables.

Preuve. Soit X := {a € M" : il existe un ouvert W C M™ tel que a € W et
Mz eW — E(z,y)}, 'ensemble des points qui sont a U'intérieur d’une
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E-classe d’équivalence. Cet ensemble X est A-définissable (pour le voir il
suffit de demander que W soit un pavé, ce qui ne change rien a ’ensemble
X). Par le théoreme de décomposition cellulaire 2.2.14, X est une union
disjointe de cellules A-définissables C; C M™ (i < k).

Sous-lemme. Soit Z une classe d’équivalence de E d’intérieur non vide, alors
pour un certaint=1,...,k, X; C Z.

Il s’en suit qu’un nombre fini de F-classes est d’intérieur non vide.
De plus, si Z est une telle E-classe, elle contient une cellule X; C Z. Ce qui
implique que Z := {a € M" : 3z € X;, E(z,a)}. Cet ensemble est bien
A-définissable car E et X; le sont aussi.

Preuve du sous-lemme. Comme Z est d’intérieur non vide, on a que ZNX #
. Nous avons donc i € {1,...,k} tel que ZNX; # &. Supposons que ZNX;
soit un sous-ensemble propre de X; que nous savons étre définissablement
connexe (par ref...). Cet ensemble définissable ne peut étre a la fois fermé et
ouvert dans X, ce qui nous donne 'existence d’un point a € X; tel que pour
tout ouvert W > a, W N X, contienne au moins un point de Z et un point
qui n’est pas dans Z. Cela contredit le fait que a € X. Ainsi, X; C Z. O

La preuve du sous-lemme acheve ainsi la preuve du lemme. O]

La proposition suivante est énoncée pour information, elle ne sera pas
utilisée dans la suite :

Proposition 2.4.14. Soit X C M™ définissable, dim X > k + 1 ssi il existe
Y C X définissable tel que dimY >k et Y est d’intérieur vide dans X .

Preuve. Voir [19], proposition 1.9. ]

2.5 Généricité

Définition 2.5.1. Soit X un ensemble A-définissable et a € X. Nous dirons
que @ est un point générique de X sur A si dim(a/A) = dim X.

Définition 2.5.2. Soit Y € X C M™ des ensembles définissables, on dit que
Y est large dans X ssi dim(X \ V) < dim X.

Lemme 2.5.3. Y est large dans X ssi pour tout A sur lequel X et'Y sont
définis et pour tout a point générique de X sur A, a € Y.

Preuve. SiY est large dans X, on a que dim(X \Y') < dim X ce qui implique
que tous les point génériques de X sur A sont dans Y.

Si tous les points génériques de X sur A sont dans Y, alors X \ Y ne
contient aucun point générique ce qui implique que dim(X\Y) < dim X. O
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Proposition 2.5.4. (i) SoientY C Z C X, si Y est large dans X, alors
Z lest aussi.

(1i) Soient Y1,Ys des ensembles larges dans X, les ensembles Y1 U Ys et
Y1 NY; le sont aussi.

Preuve. Au vu du lemme précédent tout cela est vraiment évident. O

Proposition 2.5.5. Soient X C M"™ A-définissable, et ¢(x1,--- ,2,,7) for-
mule (sans paramétre). Alors E := {b € M™ : ¢(M™,b) N X est large dans
X} est A-définissable.

Preuve. Soient n la dimension de X, ¥(z,a) telle que M |= Vz[z € X «
W(z,a)] et x(Z,a,b) = ~¢(Z,b) AN(Z,a). Par construction, x(M™",a,b) est le
complémentaire de ¢(M™,b) dans X, ensemble que nous noterons Cj.

Par le lemme 2.4.11, nous savons qu’il existe une formule 1, () telle que
pour tout z, dimCs; = n ssi M = 1,(2). Avec ces notation, nous pouvons
écrire E = {b € M™ : dimC} # n}. Nous en déduisons que b € E ssi

M |: _‘Q/Jn@)- [

Les résultats suivants ne font pas partie de article [19], ils sont cependant
essentiels pour la preuve du théoreme 4.2.1.

Lemme 2.5.6. Soit X un sous-ensemble de M* Soient a,b € X, les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) @ est générique de X sur b et b est générique de X sur O ;
(ii) @ est générique de X sur @ et b est générique de X sur a;

(iii) @ est générique de X sur b et b est générique de X sur a.

Preuve. (i) — (ii) : Il est évident que si @ est générique sur b, il est
également sur @ (par le lemme 2.4.2(ii)). Donc dim(a/b) = dim(a/@) et
par le lemme 2.4.2(iv), dim(b/a) = dim(b/@). De plus, on a que b est
générique sur @, c’est a dire que dim(b/@) = dim(X). On en déduit que
dim(b/a) = dim(b/@) = dim(X), ce qui montre bien que b est générique de
X sur a.

(ii) — (i) : Est tout & fait similaire (les roles de @ et b sont intervertis).

(i) — (dit) : Par Iéquivalence déja prouvée, (ii) = (i) A (i) et il est
évident que (i) A (i) = (4i7).

(4ii) — (i7) : Car si a est générique sur b, il 'est sur @. O
Définition 2.5.7. Nous dirons que @ et b € X sont mutuellement génériques

(ou plus précisément mutuellement génériques de X sur @) s'ils satisfont une
des assertions du lemme précédent.
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Proposition 2.5.8. Tout point générique de X x X sur & est de la forme
(a,b) ot a et b sont des points de X mutuellement génériques sur &.

Preuve. Soit k la dimension de X, montrons que la dimension de X x X est
alors 2.k.

— Par le lemme 2.4.7, on sait que dim X > k ssi il existe une projection de
X dans M* qui est d’intérieur non vide. Nous avons donc une projection
p: X — M"* qui est d’intérieur non vide. Par conséquent, I'image de
la projection X x X — M?* : (z,y) — (p(z), p(y)) est d’intérieur non
vide et on a dim(X x X) > 2.k.

— Supposons maintenant que dim(X x X) > 2k, nous avons une pro-
jection p 1 X x X — ML telle que p(X x X) est d’intérieur non
vide. De plus, p : (x,y) — (p1(x),p2(y)) ot p; et ps sont des projec-
tions. Comme p(X X X) = p;1(X) x po(X) est d’intérieur non vide dans
M+ Tun des p;(X) est d’intérieur non vide dans M™ ott m > k+ 1,
ce qui contredit le fait que dim(X) = k.

Soit un point générique (a@,b) de X x X sur @, dim((a,b)/o) = 2.k.
Comme a,b € X et dimX = k, dim(a/@) = dim(b/@) = k. Donc b
est générique sur @. De plus, par 2.4.2(iii), on sait que dim((a,b)/@) =
dim(a/b)+dim(b/D), c’est & dire 2k = dim(a/b)+k. Par suite, @ est générique
sur b, ce qui montre bien que @ et b sont mutuellement génériques. ]

2.6 Caractéristique d’Euler

Nous allons associer a tout ensemble définissable un entier appelé la ca-
ractéristique d’Euler. Comme exemple simple, nous pouvons examiner un
intervalle : une partition finie de cet intervalle en cellules consiste en k points
et k + 1 intervalles (k € N). L’entier k — (k + 1) = —1 ne dépend pas de
la maniere de décomposer 'intervalle. Nous pouvons généraliser cette obser-
vation pour des ensembles définissables arbitraires. Pour plus d’informations
sur le sujet, je propose la lecture de [5].

Définition 2.6.1. Soit une cellule C, nous définissons E(C) := (—1)4m¢,
Soit S un ensemble définissable et P une partition de S en cellules, Ep(S) :=

ZCeP E(C)

Lemme 2.6.2. Soient P et P' deux partitions de S en cellules, Ep(S) =
Ep/(S).

Lemme 2.6.3. Si D est une décomposition d’une cellule C' en sous-cellules,

Ep(C) = E(C) i= (—1)4mC,
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Preuve. Nous procédons par induction. Si C' C M, c’est évident au vu de la
remarque introductive de ce paragraphe.
Supposons que le lemme soit vrai pour toute cellule C' C M*(k < m). Si
C C M™*! et 7 désigne la projection M™ — M™ pour toute décomposi-
tion D de C par I'hypothese que nous avons faite, Epy(7(C)) = E(n(C)).
— Si C est une (i1, . . ., i, 1)-cellule. Soit B € 7(D), les cellules de D donc
I'image par 7 est B sont de la forme :

F(f1)7 s vr(ft)v (f()afl)a sy (ftaft-i—l)a

ou les f; sont des fonctions continues définissables sur B. Soit d :=
dim(B). La caractéristique d’Euler de I'union (disjointe) de ces cellules
est t.(=1)% + (¢t +1).(=1)%*! = (=1)¥"! = —F(B). En sommant sur
B € w(D), on obtient

Ep(C) =~ ) B(B)=~Eun)(n(C)) = ~E(n(C)) = E(C).

Ben(D)

— Si C est une (iy,. .., 0y, 0)-cellule. Les cellules de D sont de la forme
['(fg) ou fp sont des fonctions définissables continues B — M, et
B € 7(D). Pour tout B, E(I'(fg)) = F(B). Ainsi,

Ep(C)= ) E(B) = Exp)(n(C)) = E(x(C)) = E(C).
)

Ben(D

Preuve du lemme 2.6.2. Soit P* un raffinement commun de P et P’, c’est a
dire une décomposition qui partitionne a la fois toutes les cellules de P et
P/

Y

I INL

CeP AcC
AeP*

= Z E(C) par le lemme 2.6.3
CeP
= Ep(9).

Un argument similaire montre que Ep«(S) = Ep/(S). O

Définition 2.6.4. La caractéristique d’Euler d’un ensemble définissable S
est Ep(S) pour une (toute) partition P de S en cellules. Nous conviendrons
que E(@) = 0.
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Il n’est pas difficile de vérifier que la caractéristique d’Euler d’un ensemble
fini de cardinalité n est elle-méme n. Cette notion servira de généralisation
de la cardinalité dans le paragraphe 4.3.

Remarque 2.6.5. Soient S; et Sy C M™ des ensembles définissables, E(S; U
Sy) = E(S1) + E(S2) — E(S1 N S,).

Preuve. 1l est clair vu la définition que si S; NSy = @, E(S1US,) = E(S7)+
E(S;). Pour obtenir la formule voulue, il suffit de voir que S; est I'union
disjointe de Sy \ (S1NSs) et S1N S, et Sy est 'union disjointe de Ss \ (51N .Ss)
et Sl N SQ. U]

Proposition 2.6.6. Soit S C M™*™" définissable, pour tout a € M™, nous
désignons par S, la fibre {y € M™ : (a,y) € S}. En faisant varier a dans
M™, E(S,) ne prend qu’un nombre fini de valeurs e € Z. De plus, pour
tout entier e, l'ensemble S(e) := {a € M™ : E(S,) = e} est définissable.
Autrement dit, il existe une décomposition D* de M™™ qui partitionne S en
cellules telles que soient m : M™*™ — M™ la projection sur les m premieres
coordonnées et une cellule A € w(D*) := {w(C) : C € D*}, il existe un entier
ea tel que E(S,) = e4 pour tout a € A, et

E(r ' (A)NS) = E(Aea.

Preuve. Soit D une décomposition de S et A € m(D), on a donc A = 7(C)
ou C est une (iy,...,im1,)-cellule. Pour tout a € A, la fibre C, est donc
une (ipit,-- -, imen)-cellule, ce qui montre que E(C) = (—1)1t Fimin =
(—1)nttim (—1)imirtFimin = F(A).E(C,). Comme 7 '(A) NS est une
union finie de cellules CV € D (j = 1,...,1), et comme S, est 'union des
cellules-fibres C7, E(S,) = Zj C4. Cet argument montre a la fois que les
S(e) sont définissables et que e ne prend qu'un nombre fini de valeurs. Par
le théoreme de décomposition cellulaire 2.2.14, il existe une décomposition
D* qui partitionne simultanément, S et les ensembles définissables D(e) =
{(a,b) : a € S(e),b € S,} pour tous e € Z (il n’y a qu’un nombre fini de
D(e) qui sont non vides). Ainsi, nous obtenons bien la constance de E(S,) sur
toute cellule A € 7(D*) ainsi que la formule E(7~'(A)NS) = E(A)es. O

Lemme 2.6.7. Soit S C M™™ définissable, supposons que pour tout a €
M™, E(S,) = e pour un entier e qui reste fixe. Alors

En particulier, pour tous A C M™, B C M", E(A x B) = E(A).E(B).
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Preuve. La premiere assertion découle tres simplement de la proposition
précédente : soient D une partition de S en cellule et 7(D) définis comme
précédemment, nous pouvons grace au théoreme de décomposition cellu-
laire trouver une décomposition D' de M™ qui partitionne a la fois 7(S5)
et m(D). Nous aurons donc par la proposition ci-dessus, pour tout A € D',
E(r 'Y (A) N S) = E(A)e. Par la remarque 2.6.5, si Aj,... A, désignent les
cellules de D' qui sont incluses a 7(5), E(S) = 3., E(m'(4)NS) =
S E(A)e=eY ., E(A) = e.E(x(S)).

La seconde assertion est un cas particulier de la premiere en remplagant
S par A x B. O

Nous avons montré que la dimension est invariante par bijection définis-
sable (voir lemme 2.4.10). Il en est de méme de la caractéristique d’Euler :

Proposition 2.6.8. Sv f : S — T est une bijection définissable, alors
E(S)=E(T).

Preuve. Voir [5], chapitre 4, proposition 2.4. ]



Chapitre 3

Groupes topologiques

3.1 Groupes topologiques

Soit (G, ., 1) un groupe qui est de plus un espace topologique, nous dirons
que G est un groupe topologique si et seulement si les applications z +— x~*
et (z,y) — z.y sont continues! (sauf indication contraire, tous les groupes
seront notés multiplicativement).

Par exemple, le groupe (R, +,0) muni de la topologie issue de la valeur
absolue usuelle | - | est un groupe topologique. De méme, le groupe GL,(R)
des matrices réelles n x n inversibles et son sous-groupe SL,(R) des matrices
de déterminant 1 sont des groupes topologiques. Enfin, le groupe O, (R) des
matrices orthogonales est un exemple essentiel pour la suite. Rappelons nous
qu'une matrice @@ € GL,(R) est dite orthogonale si la transposée de @ et
I'inverse de @ coincident (autrement dit, si Q*.QQ = Q.Q" = 1).

Lemme 3.1.1. Soit G un groupe topologique, G est un espace topologique
homogene c’est a dire que pour tous x,y € G, il existe un homéomorphisme
o:Gw— G tel que o(z) = y.

Preuve. Pour tous z,y € G, on considere 'application o : g — g.z 1.y qui
est un homéomorphisme par définition de groupe topologique. ]

Remarque 3.1.2. Considérons un groupe topologique G et z,y € G, I'appli-
cation 0 : G — G : ¢ — g.o 'y est un homéomorphisme qui envoie 1 sur
x.y. Ainsi, les ensembles zVy ou V' est un voisinage de 1 forment une base
de voisinages de x.y.

'Nous placons sur G x G la topologie produit de celle de G. Cela donne du sens & la
continuité de la multiplication.

39
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Corollaire 3.1.3. Soient G un groupe topologique et H un sous-groupe de
G. Le groupe H muni de la topologie induite de G est un groupe topologique.
Si H est dintérieur non vide, H est ouvert dans G.

Preuve. 11 est évident que H est un groupe topologique.
Par 3.1.1, si un des points de H possede un voisinage inclus a H, tous les
points de H en possedent un. O

Lemme 3.1.4. Soient G un groupe topologique et V un voisinage de 1 dans
G. L’ensemble V1 est un voisinage de 1. De plus, il existe un voisinage W
de 1, tel que W2 C V.

Preuve. L’inversion est un homéomorphisme de G qui fixe l'identité. Par
conséquent si V' est un voisinage de 1, V! I'est aussi.

La multiplication m : G* — G est une application continue au point (1,1).
Ainsi, pour tout voisinage V' de 1, il existe des voisinages V; et V5 de 1 tels
que V1.Vo C V, W :=V; NV, est un voisinage de 1 et W2 C V. O

Lemme 3.1.5. Soit H un sous-groupe de G :
(i) Uadhérence H de H dans G est un sous-groupe de G ;

(11) si H est ouwvert dans G, alors H est fermé dans G.

Preuve. (i) 1l est clair que 1 € H puisque H C H.

Montrons que si € H, alors x~' € H : pour tout voisinage ouvert V
de 271, V1 est un voisinage ouvert de z. On sait que V1N H # @
(car x € H), on en déduit que (V'NH)'=VNH'=VNH+#®.
Il nous reste donc & vérifier que si z,y € H, alors .y € H. Soit V un
voisinage ouvert de 1, par 3.1.4 on peut trouver W C V un voisinage
ouvert de l'identité tel que W? C V. Les translatés zW et Wy sont
des voisinages respectifs de x et y. Comme z,y € H, on peut trouver
des éléments de la forme zwy, wyy appartenant a H (avec wy, ws € W).
Par conséquent, le voisinage Vy de xy contient z.wy.we.y € H (car
W2 C V, entraine que wi.wy € V). Par la remarque 3.1.2, cela prouve
que r.y € H.

(ii) Si H est ouvert, les classes latérales de H le sont aussi. Ainsi G — H
est une union d’ouverts et est donc ouvert, ce qui permet de dire que

H est fermé.
m

Nous allons maintenant équiper tout quotient de G d’une topologie qui
en fait un groupe topologique.
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Définition 3.1.6. Soit T un espace topologique et E une relation d’équiva-
lence sur T'. Nous définissons la topologie quotient de T'/ E étant la topologie
la plus fine (celle qui a le plus d’ouverts) qui rend la projection p : T'— T/E
continue.

Nous avons donc que X C T/E est ouvert (resp. fermé) ssi u=1(X) est
ouvert (resp. fermé) dans 7. Autrement dit, un ensemble de classes du quo-
tient 7'/ E est ouvert (resp. fermé) ssi 'union de ses classes est ouverte (resp.
fermée) dans 7.

Proposition 3.1.7. Soit G un groupe topologique et H un sous-groupe nor-
mal de G, G/H muni de la topologie quotient est un groupe topologique.

Preuve. Nous savons par hypothese que l'inversion et la multiplication sont
continues dans G. Soient z,y € G et V un ouvert de G/H, alors U :=
pw (V) ={9g € G:g.H € V} est un ouvert. Par continuité de I'inversion
dans G, U~! est un ouvert dans G. Considérons maintenant I’ensemble V=1 =
{9H:g'HeV}, p ' (V) ={geG:g'H €V} est égal a U™ qui est
ouvert.

Soit U~ := {(x,y) € G* : x.yH € V}, par continuité de la multiplication
dans G, U~ est ouvert. Nous allons maintenant regarder V=~ := {(¢g.H, h.H) €
(G/H)?*: g.h.H € V}. Nous voyons aisément que p~ (V™) = {(g,h) € G*:
g.h.H € V'} est égal & U™ qui est un ouvert de G?. ]

Nous allons maintenant regarder comment se comporte un groupe topo-
logique en ce qui concerne la connexité.

Lemme 3.1.8. Soit G un groupe topologique et G° la composante connexe
de Uidentité de G. G° est un sous-groupe normal fermé de G.

Preuve. La composante connexe G° est fermée : dans un espace topologique,
toute composante connexe est fermée (car si un ensemble est connexe, c’est
aussi le cas de son adhérence).

Pour tout a € G°, G° est la composante connexe de a. L’application f, :
G — G : x — a.x est un homéomorphisme. Il permute donc les composantes
connexes de G. Ce qui implique que f,(G°) = aGP est la composante connexe
de a. Donc GY = aG? ce qui montre que G est un sous-groupe de G.

Pour les méme raisons que plus haut, aG%a~! est la composante connexe
de 1, donc aG% ! = G°. O

Théoreme 3.1.9. Soit G un groupe topologique compact. La composante

conneze G° de G est l'intersection de tous les sous-groupes normauz ouverts
de G.

Preuve. [8], chapitre 2, théoreme 4. ]
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3.2 Groupes de Lie

Nous rappelons ici la définition de groupe de Lie ainsi que quelques
résultats utiles dans la suite. Pour plus de détails sur ce sujet, je suggere
la lecture de [4].

Soient E un espace topologique, W un ouvert non vide de F et n € N.
Sio: W — X est un homéomorphisme de W dans un ouvert X C R",
nous dirons que o est une carte de E ou plus précisément une carte sur W.
Soient p € W et o une carte sur W, nous avons un élément x € R" tel que
o(p) =z = (x1,...,2,). Nous dirons que les x; sont les coordonnées de p et
n est la dimension de la carte o.

Nous dirons qu’'un espace topologique E est localement euclidien en p si
et seulement s’il existe une carte sur un voisinage ouvert de p. Dans ce cas,
nous dirons que o est une carte en p. Si E est localement euclidien en chacun
de ses points, nous dirons que E est localement euclidien.

Soient deux cartes 0 : W; — X C R", 7: Wy — Y C R” (de méme
dimension) et p € Wi N Ws. Soit U un voisinage de p dans Wi N W, notons
x = (x;) == o(p) et y = (y;) := 7(p) et supposons que ¢ : X — Y et son
inverse v soient des homéomorphismes tels que :

{ y=¢(z) ou (z € X)
z=1y(y)ou(yeY).

Nous dirons qu’'une fonction f : X — Y est analytique en un point a € X
ssi elle peut étre exprimée sur un voisinage de a comme une série convergente
de puissances de (z — a). Nous dirons que o et 7 sont analytiquement reliées
en p ssi il existe de telles fonctions ¢ et ¢ qui sont analytiques.

Nous dirons que o et 7 sont analytiquement reliées ssi elles le sont en tout
point p € Wy N Ws.

Nous dirons qu'une famille .% de cartes est analytique ssi toutes les cartes
de Z sont analytiquement reliées.

Définition 3.2.1. Une variété analytique est un espace topologique Haus-
dorff £ muni d’une famille .# de cartes de E telle que :

(i) en tout point de F, il y a une carte de Z#,

(ii) Z# est une famille analytique maximale.
Définition 3.2.2. Nous dirons qu'un groupe topologique Hausdorff est un

groupe de Lie s’il est de plus une variété analytique et que 'application
(x,y) — z.y : G X G — G est analytique.

Nous dirons qu'un groupe de Lie G est de dimension n si les cartes de la
variété placée sur GG sont de dimension n.
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Exemple 3.2.3. Les groupes GL,(R), SL,(R), O,(R) définis dans le para-
graphe précédent sont des groupes de Lie.

Nous admettrons quelques théoremes sur les groupes de Lie.

Théoréme 3.2.4 ([23], théoreme 3.3.1). Soit G un groupe de Lie. Si H un
sous-groupe fermé de G, alors H muni de la topologie induite par G est un
groupe de Lie.

Proposition 3.2.5. Tout groupe de Lie compact a la DCC sur les sous-
groupes fermés.

Preuve. Si G est un groupe de Lie compact, alors tout sous-groupe fermé de
G lest aussi (par le théoreme 3.2.4).

Du fait que G est muni d’une structure de variété analytique, nous pou-
vons trouver dans GG un voisinage de l'identité qui est homéomorphe a une
boule de R". Ce voisinage U est donc connexe et est ainsi contenu dans G° la
composante connexe de 'identité qui est un sous-groupe fermé de G. Comme
G" contient un ouvert, il est d’intérieur non vide, et est lui-méme ouvert (par
le corollaire 3.1.3). Par conséquent, G° est le plus petit sous-groupe fermé de
méme dimension que G.

Par compacité, cette composante connexe est d’indice fini. Ainsi, G n’a
pas de chaine infinie descendante de sous-groupes fermés de méme dimension.
Comme G est de dimension finie, G a la DCC sur ses sous-groupes fermés. [

Théoréme 3.2.6 ([4], 6.6.4). Soit G un groupe de Lie et N un sous-groupe
normal fermé de G. Alors le quotient G/N est un groupe de Lie.

Le cinquieme probleme de Hilbert est de définir (au sein de la catégorie
des groupes localement compacts) la notion de groupes de Lie sans hypothese
analytique, c’est a dire de maniere totalement algébrique et topologique.

Une réponse a cette question fut apportée par A. Gleason dans l'article
[7] et fut ensuite complétée par Montgomery et Zippin dans Particle [15]. Ces
deux auteurs abordent le sujet de maniere plus complete dans [16].

Cela donne le résultat suivant :

Définition 3.2.7. Nous dirons qu’un groupe topologique GG n’a pas de petits
sous-groupes ssi il existe un voisinage U de 1 tel que le seul sous-groupe
H C U de G est le groupe {1}.

Théoréme 3.2.8 (Montgomery-Zippin [16], théoreme 4.10). Soit G un groupe
topologique, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) G est un groupe de Lie;

(i) G est localement euclidien ;

(iii) G est localement compact, sans petits sous-groupes.
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3.3 Groupes compacts

Le but de ce paragraphe est d’étudier la structure des groupes compacts
et d’en déduire que tout groupe compact est une limite projective de groupes
de Lie compacts (corollaire 3.3.39). Ce résultat sera d'un grand secours dans
la preuve de la proposition 6.1.4.

Nous appellerons groupe compact tout groupe topologique qui est de plus
un espace topologique compact (Hausdorff).

Par exemple, le groupe O, (R) est compact. Soit une matrice A € O, (R),
A.A' = 1 entraine que chaque ligne de la matrice est un vecteur de norme
1 dans R ce qui établit que O, (R) est borné. En outre, O,(R) est I'image
réciproque du singleton fermé {1} par 'application GL,(R) —-GL,(R) : A —
A.AY qui est continue. Cela entraine que O, est fermé, ce qui acheéve de
montrer que O,, est compact.

Il est également bien connu que le sous-groupe multiplicatif S' := {» € C :
|z| = 1} de C* est compact, en effet, ce groupe est un sous-groupe fermé et
borné de (C*,.). Une autre approche consiste & partir du fait que S' ¥ R/Z,

une étude de la topologie quotient permet alors de montrer la compacité de
St.

Définition 3.3.1. Un morphisme de groupes topologiques est un morphisme
de groupe f : G — H qui est continu. Nous dirons qu'un tel morphisme f
est un isomorphisme ssi il possede un inverse qui est lui aussi un morphisme
de groupes topologiques.

Définition 3.3.2. Nous dirons qu’un ensemble partiellement ordonné (J, <)
est dirigé si tout sous-ensemble fini de J possede une borne supérieure.

Définition 3.3.3. Soit J un ensemble dirigé. Un systeme projectif de groupes
topologiques sur J est une famille {f;; : Gy — G| (j, k) € J x J,j < k} de
morphismes (continus) ou les G; sont des groupes topologiques et telle que :

(i) fj; = idg, pour tout j € J;
(i) fjk o fwu = fj pour tous j,k,l € Jouj<k<IL

Lemme 3.3.4. Soit un systéeme projectif de groupes topologiques (noté comme
dans la définition ci-dessus). Soient P = Il;c;G; (que nous munissons de la
topologie produit) et G = {(g;)jes € P:Vj, k€ J, j <k= fir(gr) = 9;}

G est un sous-groupe fermé de P. Notons i : G — P l'inclusion et p; :
P — G la projection. Nous obtenons des morphismes de groupes topolo-
giques fj =p;oi: G — Gy, tels que j <k = f; = firo fi.
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Preuve. Soient j, k € J, j < k. Posons G, == {(¢1)ics € P : fir(9x) = 9;}-
Comme fj), est un morphisme, {(g;,9x) € G; X G : fix(gr) = g;} est le
graphe I'(fj;) d'une fonction continue et est donc fermé dans G; x Gj. Par
conséquent, G, est un sous-groupe fermé de P. Nous pouvons écrire GG sous
la forme ﬂ( iR)eTx ], i<k G, ce qui montre que G est un sous-groupe fermé de
]

Nous possédons maintenant tous les outils nécessaires pour comprendre
ce qu’est une limite projective de groupes topologiques :

Définition 3.3.5. Si S = {fjx : Gx — G| (j,k) € J x J,j < k} est un
systeme projectif de groupes topologiques. Soit le groupe G défini dans le
lemme précédent, nous appellerons ce groupe la limite projective (ou limite
inverse) de S est noté lim S. La plupart du temps, si le contexte est suffi-
samment clair, nous dirons que G est la limite projective (inverse) des G; et
nous écrirons G = limc; G;.

Remarque 3.3.6. Siles f; : G — Gj et les fj, : G — G sont surjectives,
nous dirons que S est un systeme projectif strict et que sa limite est une
limite projective stricte.

Proposition 3.3.7. Une limite projective de groupes compacts est compacte.

Preuve. Par le théoreme de Tychonoff, tout produit de groupes compacts
est un groupe compact. La limite projective de groupes compacts est par
conséquent un sous-groupe fermé d’un groupe compact et donc un groupe
compact. O]

Exemple 3.3.8. Soit p un nombre premier. Soient les groupes finis G,, :=
Z(p") = Z/p"Z munis de la topologie discrete. Ce sont bien sur des groupes
compacts. Nous allons définir des morphismes (continus) (fx : G — G;) <k
qui forment un systeme projectif de groupes compacts : fjk(z+ka) = 2+ 7.

La limite de ce systeme projectif est souvent notée Z, et est appelée le
groupe des entiers p-adiques.

Proposition 3.3.9. Soient G un groupe compact et N une base de filtres de
sous-groupes normauz fermés telle que (YN = {1}. Pour tous M C N € N,
posons fyn 2 G/M — G/N : gM +— g/N. Nous avons un systéme projectif
(fnam)men dont la limite est isomorphe a G (via ¢ : G — limyeny G/N : g —
(9-N)new). Sous cet isomorphisme, les fn (définis comme dans le lemme
3.3.4) sont les projections canoniques G — G/N.



46 CHAPITRE 3. GROUPES TOPOLOGIQUES

Preuve. La famille (fys) est un systéme projectif de groupes topologiques
(pour tous sous-groupes distingués H est K de G, (G/K)/(H/K) ~ G/H).
Nous allons vérifier que ¢ est un isomorphisme. Notons L := limyepn G/N.
Un élément (g, N)neny € lyenG/N est dans L ssi pour tous N C M,
Jaun(gnN) = guM, ou encore g/ gy € M.
Donc, pour tout g € G, (9N)yen € L. De plus, kerg = (e NV = {1}
Soit v := (gvN)y € L, N C M = g;j.gN € M, ce qui entraine gy €
guM N gyN. Ainsi, {gvN : N € N} est une base de filtres constituée
d’ensembles fermés. Par compacité, (\{gnyN : N € N} est non vide. Soit
g un élément de cette intersection, g € gy N implique gN = gy /N ce qui
montre que ¢(g) = 7.
Ainsi, ¢ est un isomorphisme. Soient py : G — G/N la projection canonique
et fvn : L — G/N : (gvN)y — gy N, nous avons bien entendu py = fy o ¢
ce qui termine la preuve. 0

Pour utiliser cette proposition, nous allons chercher pour tout groupe
compact une famille de morphismes dont les noyaux constitueront une base
de filtres N de sous-groupes normaux fermés telle que (YN = {1}. C’est ce
qui nous occupera jusqu’a la fin de ce chapitre.

Nous dirons qu'un groupe G agit sur un ensemble X s’il existe une fonc-
tion G X X — (g,x) — gz telle que 1z = x et g(hz) = (g.h)x. Nous dirons
de plus que l'action est transitive si Gz = X pour tout x € X.

Nous pouvons alors énoncer le lemme 3.1.1 de la fagon suivante :

Lemme 3.3.10. Soit G un groupe topologique. Le groupe des homéomor-
phismes de G agit transitivement sur G.

On peut en particulier définir une action d'un groupe topologique sur un
espace topologique :

Définition 3.3.11. Un groupe topologique G agit sur un espace topologique
X ¢’il existe une fonction continue G x X — X qui est une action de G sur
I’ensemble X.

Définition 3.3.12. Soit K un corps topologique. Nous dirons qu’un K-espace
vectoriel F est topologique si son groupe additif est topologique et que de
plus, application K x E — FE : (r,x) — r.z est continue.

Dans la suite de ce chapitre, nous supposerons toujours que les espaces
vectoriels sont des R-espaces vectoriels.

Soit E' un espace vectoriel topologique. Une application linéaire continue
E — FE est appelée un endomorphisme de E (ou un opérateur continu de
E). L’ensemble de tous les endomorphismes de E est noté Hom(E, F) C EF.



3.3. GROUPES COMPACTS 47

On le munit de la structure d’espace vectoriel topologique induite par celle
de E¥. La convergence ainsi obtenue est la convergence ponctuelle, ce qui
justifie que nous utiliserons également de la notation £,(E) pour désigner
cet espace.

Définition 3.3.13. Soient GG un groupe topologique et E un espace vectoriel
topologique.

(i) Nous dirons que E est un G-module si G agit sur 'ensemble E de telle
maniere que :

(a) pour tout g € G, F — FE : x — gx est un endomorphisme continu
de F,

(b) pour tout = € E, G — E : g — gx est continue.

(ii) Une représentation de G sur E est une application continue 7 : G —
L,(E) qui satisfait 7(1) = idg et pour tous g, h € G, w(gh) = 7(g).7(h).

Il faut faire attention, dans cette définition, I’action définie au point (i)
n’est pas nécessairement continue.

Nous pouvons aisément constater que pour tout groupe topologique G et
tout G-module F :

(i) la fonction 7 : G — L,(F) définie par 7(g)(x) = gx est une représen-
tation de G sur F

(ii) si 7 : G — L,(E) est une représentation alors 'action G x E — E :
(g9,2) — gz :=7m(g)(x) muni £ d’une structure de G-module.

Les deux notions définies dans 3.3.13 sont donc équivalentes.

Nous admettrons le théoreme 2.3 de [10] qui affirme entre autre que : Si
G est localement compact et E est un G-module qui de plus est un espace de
Baire, alors la fonction G x E — E : (g,x) — gx est continue.
Nous en déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.14. Soient G est un groupe compact et £ un G-module qui
est de plus un espace de Banach, le groupe compact G agit sur [’espace topo-
logique E, c’est a dire que l'action G X E — E est continue ce qui n’est pas
nécessairement le cas dans la définition 3.5.13.

Définition 3.3.15. Un G-module E pour lequel 7 est injective (ou fidele)
est appelé fidele.

Nous appellerons G-module de Banach un G-module qui de plus est un
espace de Banach.
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Exemple 3.3.16. Soient G un groupe compact et £ := C(G,R) muni de la
norme définie par ||f|| := sup,cq | f(£)|. Cette norme fait de E un espace de
Banach. On définit ,f = w(g)(f) par ,f = f(tg). Nous constatons alors que
m: G — L,(E) est une représentation fidele (c’est a dire injective) et que G
agit sur E.

Pour tout groupe compact G, il existe un G-module de Banach fidele.
Nous verrons plus tard qu’il existe méme un G-module de Hilbert qui est
fidele.

Le théoreme que nous avons admis permet également de monter que :

Corollaire 3.3.17. 5i G est un groupe compact et E est un G-module de
Banach, alors sup{||7(g)|| : g € G} < +oc.

Preuve. Voir [10], corollaire 2.5. O

Nous allons maintenant placer une mesure sur tout groupe compact G,
une construction détaillé de cette mesure se trouve dans [10].

Définition 3.3.18. Soit un groupe compact GG, une mesure de Haar sur G
est une mesure o-additive et non-nulle p définie sur les boréliens (o-algebre
engendrée par les ouverts) telle que

(i) pour tous ouvert O C G et borélien B C G, u(G) < +oo, p
sup{u(K) : K C O, K compact} et u(B) = inf{u(O)|B C
ouvert} ;

(0)
0,

Q

(ii) p est invariante par translation a droite : pour tout g € G et pour tout
borélien B, u(Bg) = u(B).

Cette mesure nous permet d’intégrer toute fonction continue G — R. 1l
résulte de l'invariance par translation que pour tout g € G, fteG f(tg)dt =

Jieq f(t)dt.

Nous dirons qu'une mesure de Haar sur un groupe compact GG est norma-
lisée ssi u(G) = 1.

Théoréme 3.3.19 ([10], théoreme 2.8). Tout groupe compact admet une
unique mesure de Haar normalisée.

Théoréme 3.3.20 (Weyl). Soit G un groupe compact et E un G module
qui est de plus un espace de Hilbert. 1l existe un produit scalaire (-|-) pour
lequel toutes les représentation m(g) sont orthogonales : Si (-|-) est le produit
scalaire existant par hypothése sur E,

(zly) = /EG(gxlgy)dg

défini un produit scalaire (sur E) tel que
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(i) il existe un réel positif M tel que pour tout v € E, M~2(x|z) < (z]y) <
M?*(z|x) et
(ii) pour tous x,y € E et g € G, (gx|gy) = (z]y).

Preuve. Pour tous z,y € E, par continuité de G — F : g — gz et du
produit scalaire, (z|y) est bien défini. Il est évident que (z|y) = (y|x) puisque
(9z|lgy) = (gy|lgz). Il va également de soi que la linéarité de = +— (z|y)
implique celle de x +— (z|y) et que pour tous g € G,z € E, (gz|gzr) > 0
implique (z|z) > 0.

Par le corollaire 3.3.17, M := sup{+/(gz|gx) : g € G,z € E,(z|x)
1} existe et est bien sur positif. Par définition, (z|z) = fgeG(gx\gx)dg
M?dg = M?(x|x) puisque u(Q)

[ IA

fgea(m)(gﬁm\/ﬁ)dg < fg€G<x|x)
L. De méme, (z]z) = (97" gzlg~'g2) = (97 ="' =) (gzl9x)
V/ (gzlgz) \/(y:vlg

M?(gz|gz) ce qui implique que (z|r) = fgeG(g:U]gw dg < [, M~2(z|z)dg
M~2(z|z). Ce qui prouve (i), qui lui méme montre que (z|y) > 0 implique
que z = 0.

Soit g € G, (gz|gy) = [,(tgz|tgy)dt = [, (tz|ty)dt = (z|y). O
Définition 3.3.21. Soit G un groupe topologique. Nous appelons G-module

de Hilbert un espace de Hilbert E qui est de plus un G-module tel que tous
les opérateurs 7(g) sont orthogonaux c’est a dire :

IN

pour tous z,y € E et g € G, (gx|gy) = (z|y).

Lemme 3.3.22. Module de Hilbert fidele. Tout groupe compact possede un
module de Hilbert fidéle, que nous noterons L*(G,R).

Preuve. Soit G un groupe compact. Soit E l'espace vectoriel C(G,R) des
fonctions continues G — R. Commencons par vérifier que 1’équation

(MMZAﬁ@ﬁ@@

définit un produit scalaire sur E.

E est donc un espace préhilbertien. Nous noterons H sa complétion sou-
vent appelée L*(G, H) qui est un espace de Hilbert. Nous allons prouver
qu’il s’agit d'un G-module fidele. Définissons 7(g) sur £ par 7(g)(f) =,f :
t — f(t.g). En utilisant 'invariance de la mesure de Haar, on montre par
le calcul suivant que ces opérateurs sont orthogonaux : (mw(g)f|m(g)f) =
I [(tg) f(tg)dt = [ f( = (f11)-

Tout opérateur orthogonal sur un espace préhilbertien s’étend de maniere
unique sur la complétion de cet espace. Nous noterons les extensions de ces
opérateurs avec le méme symbole 7(g).
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La représentation 7 étant fidele, elle fait de L?(G,R) un G-module de
Hilbert fidele.

Une preuve complete de ce résultat se trouve dans [10], exemple 2.12. [

Soit F un espace de Hilbert. Nous dirons qu’un opérateur T : £ — E est
borné sl existe un réel M tel que pour tout x € E, ||Tx|| = M||x||. Une
fonction B : £ x E — R est dite bornée ssi il existe une réel M tel que pour
tous 2,y € E, |[B(z,y)| < M|[z[|.[|y]l.

Lemme 3.3.23 ([10], lemme 2.14). Soit B une forme bilinéaire bornée dans

un espace de Hilbert H. Il existe un unique opérateur borné T tel que ||T|| <
M et Blz,y) = (Taly).

Lemme 3.3.24. Soient G un groupe compact et T" un opérateur borné sur
un G-module de Hilbert E. Il existe un unique opérateur borné T' sur E tel
que ||T|| < ||T|| et pour tous z,y € E,

(@M=LUMWW=LW@”M@@M@

Preuve. Puisque 7 est une représentation orthogonale (définition 3.3.21),
pour tout g € G, m(g)* I'adjointe de 7(g) est 7(g)~!. Cela montre I'égalité
entre les deux intégrales. B(x,y) = [,(T'9x|gy)dg définit une fonction bi-
linéaire B. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et par I'orthogonalité des 7(g),
[(Tgz|gy)| < | Tgx]l-llgyll < [IT]-llg[|llgyll = [IT]-l|z[|||y]|- Ce qui montre
que B est borné : [B(z,y)| < [, [ITI||2[|-llylldg = [|T]].||l[|-]]yll. Par le
lemme 3.3.23, nous obtenons un opérateur borné 7' tel que B(x,y) = (T'z|y)
et [|T]] < [[T]. O

L’opérateur T défini dans le lemme précédent peut étre défini comme
étant fgecw(g)_lTﬂ(g)dg. Cette approche est de loin beaucoup plus com-
pliquée car elle nécessite de définir une telle intégrale. Nous nous limiterons
donc au lemme.

Nous noterons Homg(E, E) les endomorphismes S de £ (vu comme un
espace vectoriel topologique) qui de plus satisfont : Vg € G,z € E,S(gx) =
g(Sx). Autrement dit, ces opérateurs ont la propriété que Vg € G, Sw(g) =
7(g)S. Nous appellerons les éléments de Homg(F, E) des endomorphismes
de G-module.

Lemme 3.3.25. Soit S € Hom(E, E), les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) S € Homg(E, E) ;
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(i) S =85 ;
(iii) il existe T € Homg(E, E) tel que S =T.

Preuve. (i) — (ii) : Soient x,y € E, par définition, (Sxz|y) = Jo(Sgzx|gy)dg.
Par (i), nous savons également que Sgxr = ¢Sz, et comme E est un G-
module de Hilbert, (Sgz|gy) = (¢5z|gy) = (Sz|y). Par conséquent, (Sz|y) =
Jo(Sgz|gy)dg = [,(Sz|y) = (Sz|y) (car G est de mesure 1), ce qui entraine
que S = (Szly).

(17) — (i11) : Evident.

(¢4i) — (7) : Solent z,y € E, h € G, (th|y):(fhx|y):fG(Tghx|gy)dg:
Jo(Tghz|gh(h~'y))dg. Par invariance de la mesure de Haar (définition 3.3.18),
Jo(Tghalgh(h~'y))dg = [(Tgxlg(h™'y))dg = (Tx|h"ty) = (Sz|h~'y). Et
par le fait que F est un G-module de Hilbert, (Sz|h~'y) = (hSz|hh~ty) =
(hSz|y). Donc, pour tous g € G et x € E, S(gz) = g(Sx), ce qui veut bien
dire que S € Homg(FE, E). O

Définition 3.3.26. Soient GG un groupe topologique et £ un G-module. Un
sous-espace vectoriel V' de E est appelé un sous-module de E ou encore un
sous-espace invariant si GV C V.

Définition 3.3.27. Un opérateur 7' : V — V sur un espace de Banach est
dit compact ssi pour tout sous-ensemble borné B de V, TB est compact. 11
est dit positif ssi pour tout © € V, (T'z|x) > 0 et T est autoadjoint c’est a
dire : pour tous z,y € V, (Tz|y) = (z|Ty).

Proposition 3.3.28. Toutes les valeurs propres d’un opérateur positif T’
sont positives.

Preuve. Soit une valeur propre A non nulle de T" : nous avons Tx = Ax avec
x # 0. Nous obtenons que (Tz|z) = (Az|z) = A(z|x) > 0. Comme (z|z) > 0,
A>0. ]

Proposition 3.3.29. Soient E un espace de Hilbert et T" un opérateur positif
compact non nul. T possede une plus grande valeur propre strictement positive
A. L’espace propre Ey qui lui est associé est de dimension finie.

Preuve. Soit A = ||T|| := sup{||Tz|| : x € E,||z|| < 1}. Par compacité de
T, s < 4+00. Si A est une valeur propre, A sera nécessairement maximale (car
nous pourrons toujours trouver un vecteur propre de longueur 1).
— A= N = sup{(Tely) = |[2]| < 1, [yl| < 1} :
Pour tous .,y € E, (Taly) < [(Taly)l < |[Tellllyll < |ITall, ce qui

montre que ' < \. De plus, ||Tz|| = ||Tz|| 7 .(Tz|Tx) = (T;E|H§—§”)
En posant y := Hg_il\’ on obtient ||Tz|| = (Tx|y) avec ||ly|| = 1 ce qui

implique A < \.
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= A=\ =sup{(Tyly) : |[yl| < 1} :

Nous avons directement par définition que X’ < X = A. Pour tous
.,y € B 0< (T(x—y)lz—y) = Tzlz)+ (Tyly) — (Tzly) — (Tylr) =
(T'x|x) + (Tyly) — (Tz|y) — (Tz|y) = (Tw|x) + (Tyly) — 2(Tz|y). Donc,
(Tzly) < 5(Tz|z) + 5(Tyly) < max{(Tz|z),(Tyly)}, ce qui implique
que X < A, Comme A = XN, A < )\,

Nous allons construire un vecteur propre de 7" de valeur \. Comme A = \”,
nous pouvons trouver une suite (¥, )neny C E telle que A — 1/n < (T'y,|y,) <
A et |y,| < 1. Quitte a remplacer y, par y,/||y.||, on peut supposer que
llyn|| = 1. Par compacité de T, (T'y,), est contenue dans un compact, ce
qui nous fournit une sous-suite z; = x,y) telle que 2 := limgen T2, existe.
Montrons que la suite (\.y,) converge également vers z : 0 < [Tz, — Az||* =
HT,zkH2 + M|z |? = (Tzr|Azn) — Az Tzr) < A2+ X2 = 2 N(Tzg|21) < 202 —
2A(A—1) = 22 Par conséquent, les suites Az et T’z convergent vers le méme
point z € E. De plus, comme T est un opérateur continu, Tz = T'(lim Az;,) =
lim T Az, = Alim Tz, = Az. Nous savons également que z # 0 puisque nous
avions supposé que ||zx|| = 1, ce qui montre bien z est un vecteur propre de
valeur propre A.

Pour finir, examinons la dimension de E\. Tout élément = de E) s’écrit
T(x/s). La boule unité de E, s’écrit B := E, N B(0,1) ou B(0,1) désigne
la boule unité de E. Donc, B C T B(0, %) C TB(0, %) qui est compact par
I’hypothese faite sur 7. Par conséquent B est compacte ce qui implique que
E, est de dimension finie. O

Lemme 3.3.30. Soient un G-module de Hilbert non nul E et x € E \ {0}.
Notons T la projection orthogonale sur R.x. Alors T € Homg(E, E) est un
opérateur compact positif non nul.

Preuve. [10], lemme 2.21. O

Théoreme 3.3.31. Tout G-module de Hilbert E pour un groupe compact G
posséde un sous-module non nul (invariant) de dimension finie.

Preuve. Par le lemme 3.3.30, nous pouvons trouver un opérateur non nul,
positif et compact T qui a la propriété que Tg:c = gT:I: (voir 3.3.25). Par
3.3.29, T possede une valeur propre maximale A > 0, dont 'espace propre
associé F est de dimension finie. Soit x € E\, Tz = A\.x, donc T'gxr = gT'x =
g(Ar) = Agz. Le sous-module cherché est donc F). O

Ce théoreme fondamental, va maintenant fournir de tres beaux résultats
qui nous meneront a notre but. Désormais, nous supposons que G est un
groupe compact et ce jusqu’a la fin du chapitre.
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Définition 3.3.32. Un G-module E est dit simple s’il est non nul et ses
seuls sous-modules invariants sont {0} et E. Dans ce cas, nous dirons que la
représentation correspondante de GG est irréductible.

Corollaire 3.3.33. Tout G-module de Hilbert non nul contient un G-module
simple non nul de dimension finie.

Preuve. Soit E un G-module de Hilbert. Par le théoreme 3.3.31, il contient
un sous-module Fy de dimension finie. Toute chalne descendante de sous-
modules non nuls de Ej est donc finie. Il s’en suit 'existence d’'un G-module
non nul minimal. Par minimalité, ce G-module est simple. O

Corollaire 3.3.34. Tout G-module de Hilbert non nul est une somme directe
de sous-modules simple de dimension finie qui sont orthogonaux deux a deuz.

Preuve. Soit E un G-module de Hilbert. Par le corollaire 3.3.33, ’ensemble
des sous-modules simples de dimension finie est non vide. Par le lemme de
Zorn, nous pouvons donc trouver une famille maximale MM = {E; : j € J} de
sous-modules simples de dimension finie orthogonaux deux a deux (pour tous
Jj # k, E; L Ey). Soit H l'adhérence du sous-espace de E engendré par la
famille 901, c’est a dire P, ; £;. H est donc un G-module fermé de E, nous
avons donc que £ = H®H*. Si H # E, nous avons donc évidemment que H+
est non nul. H* contient donc par le corollaire 3.3.33, un G-module simple
non nul de dimension finie que nous nommerons K. Par conséquent, MU{ K '}
est une famille de sous-modules simples de dimension finie orthogonaux deux
a deux ce qui contredit la maximalité de 9. Donc, H = E. ]

Définition 3.3.35. Une famille {E; : j € J} de G-modules ou plus précisé-
ment une famille {r; : j € J} de représentations sépare les points de G ssi
pour tout g € G\ {1}, il existe j € J tel que 7;(g) # idg;,.

Corollaire 3.3.36. Les G-modules simples de dimension finie séparent les
points de G.

Preuve. Par le lemme 3.3.22, nous pouvons trouver un G-module de Hilbert
fidele et par le corollaire 3.3.34, E = @ ;es Bj oules Ej sont des sous-modules
simples de dimension finie de E. Soit g € G \ {1}, il existe x € E tel que
gr # x. Nous pouvons décomposer z dans la somme directe : x = ) T
Nous obtenons donc gz = g(3_; ;) = >, 97 # >_; ;. 1l existe donc bien
un certain j € J tel que gz; # x;. 0

Corollaire 3.3.37. Les représentations orthogonales w : G — O,, séparent
les points de G.
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Preuve. Par le théoreme 3.3.20, nous pouvons trouver un produit scalaire
(-|-) pour lequel toutes les représentations sont orthogonales. Ainsi, les repré-
sentations orthogonales séparent les points de G. O

Lemme 3.3.38. Tout groupe compact est une limite projective d’un systeme
projectif de sous-groupes fermés de groupes orthogonauz.

Preuve. Soit G un groupe compact. Soit N, 'ensemble de tous les noyaux de
morphismes continus f : G —0O,(R) pour un certain n € N. Tous ces noyaux
sont des sous-groupes normaux fermés (car image réciproque du singleton
{1} dans O,,). De plus, par le corollaire 3.3.37, N = {1}.

Montrons maintenant que A est une base de filtre. Soient N;, Ny € N et
fi + G — O,, tels que ker(f;) = N;, les morphismes correspondants. Soit
J :O0pn, X Op, — Oy, 4n, définie par

7, 0
(T17T2) i <O1 TQ) )

Le morphisme f : G — O,y 1n, : 9 — j(f1(9), f2(g)) a pour noyau ker(f) =
ker(fi) Nker(fy) = Ny N Ny. Par 3.3.9, G = limyen G/N. O

Corollaire 3.3.39. Tout groupe compact est une limite projective de groupes
de Lie compacts.

Preuve. Les groupes orthogonaux sont des groupes de Lie compacts, par
conséquent, tous leurs sous-groupes fermés sont des groupes compacts et par
le théoreme 3.2.4, ils sont également des groupes de Lie. En appliquant le
lemme précédent, on acheve la preuve. O

Nous sommes ainsi arrivé au résultat que nous souhaitions.
Voici pour I'information du lecteur un joli résultat qui caractérise préci-

sément les groupes de Lie compacts :

Fait. Tout groupe de Lie compact est isomorphe (en temps que groupe to-
pologique) a un sous-groupe (fermé) de O, (R).

Pour une preuve de ce résultat, voir [10], corollaire 2.40.
Définition 3.3.40. Un espace topologique est dit localement connexe ssi

pour tout point x et tout ensemble ouvert U contenant x, il existe un voisinage
connexe V' de x qui est contenu dans U.
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Remarque 3.3.41. 11 est évident que tout espace localement connexe n’est pas
nécessairement connexe, par exemple, un espace discret (avec au moins deux
points distincts) est toujours localement connexe, mais ne risque pas d’étre
connexe.

Les exemples d’espaces connexes non localement connexes, sont moins
simples. Dans R2, considérons F étant l'union de tous les segments joi-
gnant (0,0) a (1,1/n) et du segment joignant (1/2,0) a (1,0). L’espace E est
connexe. Soit le point x := (3/4,0) et B(z,1/2) la boule ouverte de centre x
et de rayon 1/2. L’ouvert U := E'N B(x,1/2) de E contient z et ne contient
aucun voisinage connexe de x. Il s’en suit que F n’est pas localement connexe.

Nous admettrons le résultat suivant dia a Pontryagin [22], chapitre 6,
théoreme 49. Il nous servira dans la preuve du théoreme 6.1.3.

Fait 3.3.42. Soit G un groupe connexe, localement connexe, séparable?, com-
pact et commutatif. Alors G est un produit direct d’au plus X, copies de S*
(le groupe R/Z).

2Espace topologique qui possede une base dénombrable.
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Chapitre 4

Groupes définissables

Nous allons & nouveau nous placer dans une L-structure o-minimale M.

Soit G C M* un groupe (que nous noterons multiplicativement), nous
dirons que G est définissable dans M si G est un sous-ensemble définissable
(avec parametres éventuels) de M* et si le graphe de I'opération de G est
un sous-ensemble définissable (avec parametres éventuels) de M3F. Cette
définition entraine directement que I’application inversion G — G : x +— =}
est définissable : si z.y = z < ¢(z,y,2), on a que y = v~ ! < ¢(z,y,1) et
nous avons bien str que le neutre 1 est défini par la formule i (z) = Vy €
Glyx=zy=y).

Nous supposons désormais, que G est définissable sur @. Au vu de la
remarque 2.0.5, cette supposition n’est pas une perte de généralité. En effet,
pour considérer un groupe G définissable sur A, il suffit d’ajouter dans le
langage des symboles de constantes pour les éléments de A, ce qui fait de G
un groupe J-définissable.

4.1 Dimension et groupes définissables

Voici maintenant quelques résultats qui relient la notion de dimension et
les propriétés de la loi de groupe.
Lemme 4.1.1. Soient G un groupe définissable dans M et A C M.

(i) Soit b € G et soit a un point générique de G sur AU{b}. Alors b.a est
un point générique de G (sur AU {b}).

(ii) Pour tout b € G, il existe dans G des points génériques by et by sur A
tels que b = by.bs.

Preuve. (i) La bijection x + b.x est b-définissable. Par le lemme 2.4.10(i),
dim(G) = dim(a/A U {b}) = dim(b.a/A U {b}).

57
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(ii) Soit by un point générique de G sur A U {b}, nous savons que la bijec-
tion z +— 27! est @-définissable, ce qui permet d’affirmer que b;! est
générique sur AU{b}. Par (i), on sait que by '.b est générique sur AU{b}
et b= (by).(b;'.b) s’écrit donc comme produit de points génériques de
G sur AU {b}.

]

Lemme 4.1.2. Supposons que de plus M soit Rg-saturée. Soit H un sous-
groupe définissable de G. Alors dim H = dim G si et seulement si H est
d’indice fini dans G.

Preuve. Pour tout a € G, dim H = dima.H (car la multiplication par a est
une bijection définissable). Si dim H = dim G et H d’indice infini dans G,
alors GG est partitionné en une infinité de classes de dimension dim G ce qui
contredit la proposition 2.4.12 (ici nous n’avons pas de parametres, donc 1'N-
saturation suffit). Réciproquement, si H est d’indice fini, G = z1 HU- - -Ux, H.
Par le lemme 2.4.10(ii), dim G = max;—;,_,(dim(z;H)) = dim H. O

Remarque 4.1.3. Soit X C M, I'ensemble S,,(X) (défini dans le paragraphe
1.1) est muni d’une topologie qui a comme base d’ouverts, les ouverts-fermés
[6(Z)] :={p € Sn(X) : ¢(T) € p} ot ¢(T) est une formule & n variables libres
et a parametres dans X. Cela fait de S,,(X) un espace compact.

SiAC B,pe€S,(A) et g€ S,(B), on note q[4 la restriction de g & A,
¢’est-a-dire 'ensemble des formules de ¢ dont tous les parametres sont dans
A. Si p = q[ 4, nous dirons que g est une extension de p ou plus précisément
une extension de p a B.

L’application f : S,(B) — S,(A) : p — pla est continue. Si nous
considérons un ouvert de base [¢(z)] € S,(A), [~ ([¢(z)]) = {p € Sn(B) :
pla€ [9(Z)]} = {p € Su(B) : pla> ¢(T)} = {p € Su(B) : p 3 ¢(T)} ce qui est
bien un ouvert par définition de la topologie sur S, (B).

Grace aux objets étudiés dans cette longue remarque nous allons prouver
le lemme suivant :

Lemme 4.1.4. Soit G C M"™ un groupe définissable. Soient My une sous-
structure élémentaire de M et A C M. Supposons que M soit k-saturée,
avec k > | My U A| un cardinal infini. Il existe un point générique ¢ de G sur
My tel que tp(c/MyU A) est finiment satisfaisable dans M.

Preuve. Nous allons montrer que :
Soient p € S,,(My) et g une extension de p a MyUA telle que tp(c/MyUA) = q.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) pour toute formule ¢(z), telle que ¢(Z) € ¢, alors il existe m € M, tel
que M |= ¢(m) ;
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(ii) le type g est dans la cloture topologique de 'ensemble {tp(a/MyU A) :
a C My} dans S, (Mo U A).
Une extension ¢ de p qui satisfait I'une de ces propriétés est appelée un
cohéritier de p (voir [12], proposition 2.5).

Preuve de I’équivalence : (i) — (i) : S, (MoU A) a comme base d’ouverts
les [¢(7)] := {p € Sn(MoUA) : ¢(Z) € p} ot #(Z) est une formule & n variables
libres et a parametres dans MyUA. Soit un ouvert de base [¢(7)], si ¢ € [¢(Z)],
alors ¢(Z) € ¢ et par (i), on a m € M, tel que ¢(z) € tp(m/MyU A), c’est
a dire tp(m/My U A) € [¢(Z)] ce qui montre bien que ¢ est dans 'adhérence
de {tp(a/MyUA) : a C My}.

(1) — (i) : Soit ¢(Z) € q¢ € S,(My U A), nous aurons bien sur que
q € [¢(z)]. Supposons que ¢ soit dans la cloture topologique de {tp(a/My U
A) :a C My}, il existe donc m € My tel que tp(m/MyU A) € [¢p(Z)]. De
manieére équivalente, ¢(z) € tp(m/My U A), ce qui montre que M = ¢(m)
et acheve ainsi la preuve de ’'équivalence souhaitée.

L’ensemble F' := {p € S,,(MyU A) : p est un cohéritier de p[ys} est un
ensemble compact (il est fermé par (ii) et il est donc compact car il est inclus a
Sn(MoUA) qui l'est également). L’application f : F' — S, (M) : p — plu, est
continue. Par suite, Im(f) est compacte. Soit a C M, tp(a/MyU A) € F et
tp(a/My) € Im(f). Nous avons ainsi que E := {tp(a) : a € M} C Im(f) et
par conséquent 1'adhérence de E qui est exactement S, (M) est aussi incluse
a Im(f). f est donc surjective, ce qui prouve que tout type p € S,(My)
possede un cohéritier ¢ € S, (Mo U a).

Prenons un point générique b de G sur My. Nous pouvons donc trouver
dans S,,(MyUA) un cohéritier g de tp(b/My). Soit ¢ une réalisation de g dans
G. Les points b et ¢ satisfont le méme type sur My, par 2.4.3, ¢ est un point
générique de G sur M. [

Lemme 4.1.5. Soit A C G. Supposons ici que M soit A-saturée pour un
cardinal infini A > max{|A|,|L]|}. Soit X un sous-ensemble A-définissable et
large dans G. Alors G est recouvert par un nombre fini de translatés de X.

Preuve. Soit My < M la sous-structure élémentaire engendrée par A. La
cardinalité de My est max{|Al,|L|,No}. Nous noterons G(M,) = G N M}.
Nous allons montrer que :

pour tout a € G il existe b € G(My) tel que a € b.X. (L)

Soit ¢ un point générique de G sur My tel que tp(c/My U a) est finiment
satisfaisable dans My (un tel ¢ existe par le lemme 4.1.4).

Soient ¢; C ¢ un sous-uple maximal de ¢ algébriquement indépendant sur
My, et a; C a un sous-uple maximal de a algébriquement indépendant sur
M.
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Sous-lemme. Le uple ajc; est algébriquement indépendant sur M.

Preuve. Par I'absurde, supposons que ajc¢; n’est pas algébriquement dépen-
dant sur M, nous avons deux cas possibles.

— 11 existe un élément a* du uple a; tel que a* € del(My U ay \ {a*} U
c1) @ c'est a dire que M satisfait une formule ¢(a*,m,a;, \ {a*},c1) A
Iz ¢(x,m, a1\ {a*}, c1) ot m est un uple d’éléments de M,. Comme
le type de ¢ sur MyUa est finiment satisfaisable dans M, on a un uple
u C My tel que M = ¢(a*,m,a; \ {a*},u) AT e ¢(z,m, a1 \ {a*},u).
Cela contredit I'indépendance de a; sur Mj.

— Il existe un élément ¢* du uple ¢; tel que ¢* € del(MoUay Ucy \ {c*}) :
Par le lemme 2.3.3, on peut échanger ¢* avec un élément a* € a; ce qui
donne a* € del(My U a; \ {a*} Ucy) et nous ramene au cas précédent.

0

Par le sous-lemme, dim(dc/My) = dim(a/My) + dim(c/M,). Et par le
lemme 2.4.2(iii), on a dim(¢/My) = dim(¢/Mp U a). Par conséquent, ¢ est un
point générique de G sur My U a.

Comme X est large dans G, on a par le lemme 2.4.10(i) que X.a™! est
large dans G (dim(G \ X.a™!) = dim(G \ X) < dim G). Par le lemme 2.5.3,
on sait que ¢ € X.a™!, et donc que a € ¢ 1.X. Comme tp(c/My U a) est
finiment satisfaisable dans My, il existe b € G(M,) tel que a € b.X, ce qui
prouve (L).

Par le théoreme de compacité, il existe by,...b. € G(My) tels que pour
tout a € G, a € |J;_, b;X. En effet, si cela est faux, pour tout by,..., b, € G,
il existe a € G, a ¢ |J,_, b;X. Soient les formules ¢,(z) = (x ¢ b.X). Le
type p(x) = {¢p(z) : b € G(Mp)} est donc finiment satisfaisable et par
compacité (et aussi par le fait que M est saturé), on peut trouver a € G tel
que a & Uyeaiary 0-X ce qui contredit (L). O

4.2 Topologie sur un groupe définissable

Nous allons maintenant munir G d’une topologie qui en fait un groupe
topologique et qui coincide sur un ouvert dense dans G avec la topologie
de M¥*. Dans cette construction, nous n’utiliserons pas la saturation de M.
Ensuite, nous verrons que dans une structure suffisamment saturée, GG ne peut
pas posséder de chaine infinie descendante de sous-groupes définissables.

Théoréme 4.2.1 (Pillay, [19]). Soit G un groupe @-définissable dans M de
dimension n. Alors il existe un sous-ensemble V' de G large et @-définissable
et une topologie t sur G telle que :
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(i) (G,.) est un groupe topologique pour la topologie t ;

(i) V' est une union finie d’ensembles @-définissables Uy, ..., U, tels que
pour tout i =1,...,r, U; est t-ouvert dans G et il existe un homéomor-
phisme D-définissable de U; dans un ouvert V; de M™.

Preuve. Nous allons construire un ensemble V' C G qui aura les propriétés
souhaitées. Cette construction ne sera pas unique car elle découlera du théo-
reme de décomposition cellulaire. Commencons par décomposer l’ensemble
G en cellules @-définissables (grace au théoreme de décomposition 2.2.14).
Soient Uy, ..., U, les cellules de dimension n, Vj := U U...UU, est large
dans G. Nous allons identifier les cellules U; a des ouverts de M™ via un
homéomorphisme définissable (comme dans la preuve de 2.2.9) et 1} sera
identifié & I'union de ces ouverts. Soit f : G — G : z — x~1. Rappelons que
(par la définition 2.5.1 et par le lemme 2.5.3) :

(a) pour tout point générique a de G sur @, 3i, j tels que a € U; et ™' € U;;

(b) tout sous-ensemble de G définissable sur @ et de dimension n contient
un point générique.

Remarquons qu’en vertu du lemme 2.4.10(i), f~'(Vp) = f'U, U--- U f1U,
est large dans G. On considere pour tous i, j les ensembles U; ; := U;N iu;
ou j=1,...r, dont 'union est large dans G. Pour tous i,j € {1,...,r}, en
appliquant le corollaire 2.2.18 a la fonction f [U/ on obtient une décomposi-
tion de U ; tel que sur chaque cellule de cette decornposmon f est continue.
Notons Ug I'union de toutes les cellules qui décomposent Ui,j et qui sont de
dimension n. Autrement dit, on ne garde que les cellules de dimension n et
les autres sont supprimées, ce qui nous garantit que nous conserverons un
ensemble large dans G :

Pour tout 1, U; 1 Uj est large dans U; et l'inversion est une application

continue U/ — Uj. Soit V; := U U? C G et muni de la topologie induite
par celle de G.
(i) V1 est large dans Vj et I'inversion est une application continue V; — Vj.

De méme, en appliquant 2.2.18 & Papplication m : G* — G : (z,y) — x.y
restreinte a la préimage m~!, on obtient un ensemble large et ouvert Y, C
Vo x Vj tel que :

(ii) m est une application continue Yy — Vj.

Plus précisément, Yy est I'union disjointe d’ouverts Y"” € U; x Uj tels que
mfyk est continue et a valeurs dans U,. Comme Y| est large dans Vo x Vo,

il est aussi large dans G' x GG. Le fait que Y; soit large est du au fait que
4.1.1(i) implique que m~!(V}) est large. Soit V/ := {a € V; : pour tout point
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générique b de G sur a, (b,a) € Yy et (b7!,b.a) € Yy}. Par 2.5.5, V] est
@-définissable.

Fait 4. V] est large dans G.

Preuve. Si a est un point générique de G sur &, alors a € Vi (car Vj est large
et @-définissable). Soit b générique de G sur a. Par la proposition 2.5.8, (b, a)
est un point générique de G x G. Par 2.5.6, a est générique sur b et donc par
4.1.1, b.a est générique sur b et est donc générique sur b=1. b=! et b.a sont
donc mutuellement génériques et on a donc (b™!, b.a) est un point générique
de G. Comme (b,a) et (b=, b.a) sont des points génériques de G' x G, ils sont
des points de Y. O

En décomposant a nouveau simultanément V' et les ensembles U; a I'aide
du théoreme de décomposition cellulaire, et en supprimant toutes les cel-
lules de dimension strictement inférieure a n, on obtient un ensemble @-
définissable Vo C V/ qui est ouvert dans Vj et large dans G. Par (i), V,*
est ouvert dans Vj et large dans G. Soit V := Vo NV, ! Alors V = V! est
ouvert dans Vj et large dans GG. De plus, V x V est ouvert dans V x V et
est large dans G x G.

Soit YV := (V x V)N {(a,b) € Yy : a.b € V}. Par (ii) et le fait que V
soit ouvert dans V, Y est ouvert dans Vy x V4. Comme pour tous a, b points
mutuellement génériques de G, (a,b) € Yj et a.b € V (car a.b est générique),
on a Y large dans G x G.

Quitte a remplacer V par (VNU;)U---U(V NU,), nous allons supposer
que V = UU...UU, (cela simplifiera les notations). Nous avons donc les
propriétés suivantes :

(iii) V est une union disjointe d’ensembles ouverts @-définissables (qui sont
les U;) ;

(iv) V est large dans G';

(v) Yest large dans G x G et @-définissable;
)
)

(vi) l'inversion est une application continue et surjective V' — V';

(vii) Y est un ouvert dense (car il est large) dans V' x V' et la multiplication
est une application continue m : Y — V;

(viii) pour tout a € V| si b est un point générique de V' sur a, alors (b,a) € Y
et (b71,b.a) €Y.

Lemme 4.2.2. (a) Pour tous a,b € G, l’ensemble Z :={zx € V : a.x.b € V}
est ouvert dans V et l'application x +— a.x.b est un homéomorphisme
Z —a.Zb
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(b) Pour tous a,b € G, l'ensemble Z = {(x,y) € V. xV : axby € V}
est ouvert dans V x V et (z,y) — a.x.b.y et une application continue

Z =V xV.

Preuve. (a) Soit xg € Z, nous allons montrer qu’il existe un ouvert Z, C Z
qui contient zq et telle que de plus, x — a.z.b est continue sur Z,. Par
le lemme 4.1.1, on peut écrire b = by.by ou by,by € V sont des points
génériques (tous les points génériques sont dans V' puisque V' est large).
Soit ¢ un point générique de G sur {a,xg,b1,bo}, on a que cet c.a € V
(par le lemme 4.1.1).

Soit 'ensemble Zy = {x € V : (c.a,z) € Y, (c.a.x,by) € Y, (c.a.x.by, by) €
Y et (¢!, cawb.by) €Y}

1. Montrons que Zy C Z : Soit x € Zy, x € V et comme (c‘l, c.a.x.by.by) €
Y, axbe V.

2. Montrons que xzg € Zj :

— 29 € Z = x9 € V. De plus, V C V5 C V/. Donc pour tout point
générique g de G sur xg, (g,z0) € Yp. Si de plus, g.zg € V, (g,20) €
Y.

— cest générique sur {a, xg, by, by} = c.a est générique sur {a, xq, by, bo}
(= c.a est générique sur {zo}) = c.a.x générique sur {a, zg, by, bo}
= c.a.xg € V. Donc, (ca,xp) € Y.

— c.a.xg € V et est générique sur {a, xg, b1, b} = c.a.x¢.b; générique
sur {a,xg,b1,bo} = c.a.xg.by € V. Comme by est générique sur &,
(c.a.xo,b1) €Y.

— c.a.x9.by € V et est générique sur {a, xg, b1, by} = c.a.xg.by.by géné-
rique sur {a, g, by, by} = c.a.xo.b1.by € V. Comme by est générique
sur &, (c.a.x9.by,by) €Y.

— ¢! est générique sur & (car x — 7! est une bijection définissable).
Nous savons également que c.a.zy.b;.by est donc un point générique
sur @. Donc (¢!, c.a.2q.b1.by) € Y.

Comme zy € Z, ¢ l.c.a.wg.bi.by = axgh € V ce qui montre que
(¢!, c.a.wg.by.by) €Y.

3. Montrons que Zj est ouvert dans V :
Nous allons montrer que pour tout x; € Zj, il existe un ouvert O C %
qui contient xy.
Nous savons déja que V' est ouvert. Comme Y est lui aussi ouvert, et
par (vii) :
— il existe des ouverts 01,0y C V tels que O; x Oy C Y et (c.a, 1) €
O1 X Os. En particulier, 1 € Oy et Vo € O, (ca,x) € O1 X Os.
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— il existe des ouverts OF, O5 C V tels que O xO5 C Y et (c.a.x1,by) €
O3 xO3. Par conséquent, cax; € O et comme - est continue Y — V,
il existe un ouvert O} 3 z; tel que Vy € O}, c.a.y € Of.

— il existe des ouverts O7*, 03 C V tels que O7* x O3 C Y et
(cax1by, be) € OF* x O3*. En particulier, c.a.x1.b; € OF* et par conti-
nuité de la multiplication (voir (vii)), Y — V' : caz, by — caxb est
continue et donc il existe un ouvert Of tel que Yy € Of, cayb; € OF*.

— il existe des ouverts O7**, 03" C V tels que O x O3 C Y et
(c71, caxbiby) € O™ x O3**. Nous avons donc que caxibiby =
caxib € O3**. Par continuité de la multiplication ¥ — V,

(c7!, caxbiby) — axb est continue, ce qui entraine l'existence d'un
ouvert OF 3 z; tel que Yy € O, cayb € OF**.

L’ouvert O cherché est donc O, N O] N OY N OY. Par conséquent Z

est ouvert dans V.

4. Par (vii), x — azb(= ¢ '.c.a.z.b;.by) est continue Z — a.Z.b.

Nous allons faire une preuve tout a fait similaire a celle de (a).

Soit (xg,y0) € Z, nous allons montrer qu'’il existe un ouvert Zy, C Z qui
contient (xg,y0) et telle que de plus, (z,y) — a.x.b.y est continue sur
Zy. Par le lemme 4.1.1, on peut écrire b = by.by ou by, by € V sont des
points génériques (tous les points génériques sont dans V' puisque V' est
large). Soit ¢ un point générique de G sur {a, xo, b1, b2, 4o}, on a que c et
c.a € V (par le lemme 4.1.1).

Soit I'ensemble Zy = {(z,y) € V x V : (c.a,z) € Y, (c.a.x,b)) € Y,
(c.a.xby, b)) €Y, (c.awbiby,y) €Y et (¢! caxbybyry) €Y}

1. Montrons que Zy C Z : Soit (x,y) € Zy, (z,y) € V x V et comme
(¢! caxbybyy) €Y, axby € V.

2. Montrons que xy € Zj :

— (x0,%) € Z = x9 € Vet yop € V. De plus, V C Vo, C V. Donc
pour tout point générique g de G sur g, (g,x¢) € Yo. Si de plus,
g.xg €V, (g,]?o) eY.

De méme, pour tout point générique g de G sur o, (g,%0) € Yo et
sigyo €V, (9,%) €Y.

— ¢ est générique sur {a, zo, by, ba, Yo }
= c.a est générique sur {a,xg,b1,bs,yo} (= c.a est générique sur
{x0}) = c.a.xy générique sur {a, zg, b1, by, yo} = c.a.xy € V. Donc,
(ca,xp) €Y.

— c.a.xg € V et est générique sur {a, xo, by, bs,yo} = c.a.xo.by généri-
que sur {a,xg,b1,be,yo} = c.a.xg.by € V. Comme by est générique
sur &, (c.a.xg,by) €Y.
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c.a.xg.by € V et est générique sur {a,xq,b1,bs,yo} = c.a.xq.b1.bo
générique sur {a, g, b1, ba, Yo} = c.a.x9.by.by € V. Comme by est
générique sur &, (c.a.xg.by,by) € Y.

c.a.xg.by.by € V et est générique sur {a, zg, by, b2, Yo} (= c.a.x(.b1.bs
générique sur {yo}) = c.a.x¢.by.by.yo générique sur {a, zo, by, b2, Yo }
= c.a.x9.b1.by.yo € V. Donc, (c.a.x¢.by.ba, 1) € Y.

¢! est générique sur @ (car x — x~! est une bijection définissable).
Nous savons également que c.a.xq.by.bo.yg est générique sur &. On
en déduit que (¢!, c.a.xp.by.by.yo) € Y.

Comme (g, y0) € Z, ¢ t.c.a.wg.by.ba.yg = azobyy € V ce qui montre
que (¢7Y, c.a.zo.by.byyy) €Y.

3. Montrons que Zj est ouvert dans V' :
Nous allons montrer que pour tout (z1,y1) € Zy, il existe un ouvert
O C Zy qui contient (z1,y1).
Nous savons déja que V' est ouvert. Comme Y est lui aussi ouvert, et
par (vii) :

il existe des ouverts O;, 0y C V tels que O; x Oy C Y et (c.a,x1) €
O1 X Os. En particulier, 1 € Oy et Yz € O, (ca,x) € O1 X Os.

il existe des ouverts O7, O5 C V tels que O} xO5 C Y et (c.a.x1,b1) €
07 xOj3. Par conséquent, car; € O et comme - est continue Y — V,
il existe un ouvert O] 3 z; tel que Vz € O}, c.a.x € OF.

il existe des ouverts O7*, 03" C V tels que O x O3* C Y et
(caxqby, be) € O x O5*. En particulier, c.a.x1.b; € OF et par conti-
nuité de la multiplication (voir (vii)), Y — V' : caz, by — caxb; est
continue et donc il existe un ouvert O tel que Vz € OY, cazb, € O7*.
il existe des ouverts O7**, 03 C V tels que O] x O;** C Y et
(caxibiby,y1) € OF* x OF*. En particulier, c.a.z1.b1.bs € O7** et
par continuité de la multiplication (voir (vii)), Y — V' : cazby, by —

caxb by est continue. Donc il existe des ouverts O} et O} tels que

V(z,9) € Of x OF, cazbiby € O et § € O5**.

il existe des ouverts O7***, O3*** C V tels que O7"* x O3 C Y et
(¢, caxybibayy) € OF** x 03***. Nous avons donc que caz1b1byy; =
car by, € O3**. Par (vii), (c¢7!, caxb byy) — axby est continue, ce
qui entraine 'existence d’ouverts O > z1 et O)" > y; tels que
V(z,9) € O x O, cazby € OF™*.

L’ouvert O cherché est donc (O, NO;NOTNOYNOY") x (OF NOY").
Par conséquent Z; est ouvert dans V.

4. Par (vii), z — azby(= ¢ .c.a.x.by.by.y) est continue Z — V.
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Nous allons maintenant définir la topologie ¢ :

Définition 4.2.3. Sur V est placée la topologie induite de la topologie de
M* Nous dirons qu'un ensemble Z C G est t-ouvert ssi pour tout g € G,
(9.Z) NV est ouvert dans V.

Dans le cas ou M est Ng-saturé, nous savons par le lemme 4.1.5 qu'un
nombre fini de translatés de V recouvrent (G, nous avons donc ay,...a; € G
tels que Z C G est t-ouvert ssi /\ﬁ,:1 (a;Z NV est ouvert dans V') ce qui
s’exprime facilement au premier ordre dans le cas ol Z est définissable!.

Proposition 4.2.4. Soit Z CV eta € G. a.Z est t-ouvert ssi Z est ouvert
dans V.

Preuve. Si a.Z est t-ouvert, alors, par définition, (a™*.(a.2)) NV = Z est
ouvert dans V. Inversement, si Z est ouvert dans V, pour tout g € G,
g.(aZ) NV = (g.a).Z NV est ouvert par le lemme 4.2.2(a) et donc a.Z
est t-ouvert. O

En particulier, nous pouvons donc dire que Z C V est t-ouvert ssi Z est
ouvert dans V.

Pour la facilité des notations de la preuve suivante, nous allons supposer
que G =,V U---UaqV (a; € G). Cela nécessiterais de pouvoir utiliser le
lemme 4.1.5 et par conséquent que M soit saturée. Dans le cas ou M n’est
pas saturée, il suffit d’écrire G = (J,cqa.V et W = J,c(W NaV) et de
montrer que tous les W N aV sont ouverts ce qui est fait dans la preuve.

Proposition 4.2.5. L’inversion est un t-homéomorphisme sur G.

Preuve. Soit W un t-ouvert. Comme V est large dans G, on a que G =
aVU---UaqV (a; € G). Onadonc W= WnaV)U---U(WnNaV) et par
la proposition 4.2.4, tous les a;V sont t-ouverts et donc tous les W Na;V sont
t-ouverts. W1 = (Wna,V)'U---U(WnNagV)"'. Montrons donc que pour
tous a € G et W C a.V, W t-ouvert entraine W1 t-ouvert, et cela suffira
pour montrer la propriété. Par la proposition 4.2.4, a= 2. W est ouvert dans
V (car W = a(a™'W) est t-ouvert). Par le lemme 4.2.2(a), pour tout g € G,
gW= NV =g(W™a)a™* NV est ouvert dans V. Donc, par définition de la
topologie t, W~ est t-ouvert. O

L’abus de notations commis dans cette démonstration sera reproduit dans

la preuve de la propriété suivante : pour travailler en toute généralité, on doit
remplacer | J! ._,(a;.V x a;.V) par Uapea(a.V xb.V).

ij=1

'Le fait qu'un ensemble D C MP" soit ouvert est équivalent & V(z1,...,zx) € D,
k k
Jay, b1, a2,ba, ..., ak, by, Nj_qi(a; <z <bi) ANN_(ai <yi <bi— (y1,...,yx) € D).
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Proposition 4.2.6. La multiplication est une application t-continue G X
G — G.

Preuve. Soit W un ensemble t-ouvert dans G, montrons que {(z,y) € GXG :
x.y € W} est t-ouvert dans G x G. Comme dans la preuve de la proposition
4.2.5, on peut sans perte de généralité supposer que W C ¢.V ou ¢ € G. De
plus, GXG = Uﬁ,jzl(ai.v X a;.V') union d’ensembles t-ouverts dans G x G. On
en déduit que {(z,y) € G :z.y e W} = Ué’jzl{(as,y) €a.Vxa.V:zyec
W}. Cela montre qu’il est amplement suffisant de montrer que pour tous
a,be G, Z :={(x,y) € aV x b.V : z.y € W} est t-ouvert. Z = {(a.w,b.2) €
G*: (w,z) € VZet claxby € ¢ P W} Comme ¢ ' W C V| le lemme
4.2.2(b) et la proposition 4.2.4 nous donnent que Z est t-ouvert. [

(G,.) muni de la topologie ¢ est donc un groupe topologique, ce qui achéve
la preuve du théoreme. O]

La topologie t ainsi définie semble dépendre de ’ensemble V' C G qui n’est
pas plus unique que la décomposition cellulaire dont il découle. Il n’en est
rien ! Nous allons montrer que cette topologie est indépendante de I’ensemble
V' qui sert & la définir. Soient deux ensembles V. V' C G qui sont construits
comme dans la preuve de 4.2.1. Il définissent des topologies sur G que nous
appellerons respectivement ¢ et ¢’ (voir preuve de 4.2.1). Soit Z C G, nous
allons tenter de prouver que Z est t-ouvert ssi Z est t'-ouvert. L’ensemble
V' NV’ possede toutes les bonnes propriétés (large, @-définissable,...) pour
étre obtenu de la méme maniere que V' dans 4.2.1. Nous pouvons donc sans
perte de généralité supposer que V' C V.

— Si Z est t-ouvert, alors pour tout a € G, a.Z NV est ouvert dans V.

Donc a.ZNV'=(a.ZNV)N V" est ouvert dans V.

— Si Z est t’-ouvert, nous pouvons recouvrir G par des translatés de V' :
G = Uierb;]V'. Pour tout a € G, a.Z NV = Uier(a.Z NHV' NV) =
Uierbi(b; ha.Z 0V N b V).

Nous avons clairement que pour tout ¢, b;” L.a.Z est t'-ouvert (car Z est
t'-ouvert et G est un groupe topologique pour t'), V' est t’-ouvert et
b; 'V est t'-ouvert (car il est t-ouvert).

Par conséquent, l'intersection S; := b;'.a.Z N V' Nb; 'V de ces trois
ensembles est t’-ouverte et incluse a V. Donc S; est ouvert dans V' et
par conséquent l’est aussi dans V', ce qui prouve que S; est t-ouvert.
Comme G est un groupe topologique pour la topologie t, b;.S; est t-
ouvert. Ainsi, a.Z NV = U;er(b;.5;) est t-ouvert et donc ouvert dans V/
(car tout sous-ensemble de V' qui est t-ouvert est ouvert dans V).

Cet argument établit bien I'indépendance de ¢ par rapport a V.
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Exemple 4.2.7. Soit la structure o-minimale (R, <,+,.,0,1). Nous consi-
dérons l'intervalle G := [0, 1[C R. On place sur G la loi suivante :

pwyo L TTY siz+yel0,1]
A | siz+y¢l0,1].

Cette loi fait de G un groupe définissable dans (R, <,+,.,0,1).

Avec la topologie induite de R, la loi de groupe n’est pas continue : La
suite (Z,)neny = (1/2—1/n)pen, converge vers 1/2, mais la suite (1/2xxy,), =
(1/2 4 2,), ne converge pas dans G puisque sa valeur de convergence dans
Rest1¢G.

Pour obtenir un groupe topologique, nous aurons donc recours a la t-
topologie. Soit V' :=]0, 1], V est large, @-définissable et ouvert dans G. Nous
définissons donc que Z est t-ouvert ssi pour tout g € G, g.E NV est ouvert
dans V. Dans ce cas bien particulier, deux translatés de V' suffisent a recouvrir
G. Pour montrer la continuité des la loi de GG et de son inverse, il suffit de
répéter exactement les méme arguments que ceux des preuves de 4.2.5 et
4.2.6.

Définition 4.2.8. Nous appellerons variété définissable un ensemble X dé-
finissable dans M et muni d’une famille d’ouverts Uy, ..., U, tels que

i) X=UU---UU,;
(ii) pour tout i, il existe une bijection définissable f; : U; — V; ou V; est un
ouvert dans M";

(ili) pour tous i # j, fi(U;NU;) et f;(U;NU;) sont des ouverts définissables
de Viet V;

(iv) pour tous 1, j, il existe un homéomorphisme définissable de V; dans V.

Remarque 4.2.9. 11 se fait que le théoreme fraichement démontré fournit une
construction d’une variété définissable sur G qui de plus en fait un groupe
topologique. Supposons que la structure o-minimale en question soit le corps
réel clos (R, <,+,.,0,1), 'ensemble V' est alors homéomorphe a un ouvert
de R™ (via une application définissable). Le groupe topologique G muni de
la topologie ¢ est ainsi un groupe localement euclidien (puisqu’on le recouvre
par des translatés de V') et par la solution du 5° probléme de Hilbert (voir
théoreme 3.2.8), G est un groupe de Lie.

Nous allons maintenant étudier cette t-topologie et en exploiter les ma-
gnifiques propriétés. Nous supposerons jusqu’a la fin du paragraphe en cours
que M est Nyp-saturée.

Lemme 4.2.10. Tout ensemble définissable Z C G est une union finie d’en-
sembles définissables t-localement fermés dans G.
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Preuve. Tout sous-ensemble définissable de V' est une union de cellules que
nous savons étre localement fermées dans M* (voir proposition 2.2.8). Ces
cellules sont donc t-localement fermées (car la topologie ¢ et la topologie de
M coincident sur V).

Nous savons qu’un nombre fini de translatés de V' recouvrent G, ainsi Z =
(ZNa.V)U---U(ZNa,.V). Chaque morceau Z Na;.V est t--homéomorphe
a un sous-ensemble de V' (car la translation dans un groupe topologique est
un homéomorphisme) et est donc une union finie d’ensembles définissables
t-localement fermés de G. O

Proposition 4.2.11. Tout sous-ensemble définissable de G est une combi-
naison booléenne d’ouverts.

Preuve. Par le lemme précédent et la proposition 2.2.4. O

Le lemme suivant s’inspire de [24], 1.4, il nous permettra de prouver le
lemme 4.2.14.

Soient Ay, ..., Ay, ... des ouverts de G et pour tout 5 C {1,...,n}, nous
noterons B I'intersection des A; pour les j € § et des A = G — A; pour les

J¢p

Lemme 4.2.12. Soit S sous-ensemble non vide de G. Il existe 3 C {1,...,n}
tel que S N Bg est ouvert non vide.

Preuve. Si n = 1, considérons A; N'S. S’il est non vide, prendre 8 = {1}.
Sinon A{ NS = S est donc ouvert non vide dans S. Prendre f = @.

Supposons que le lemme soit vrai pour tous n < k. Soient Ay, ..., Apq des
ouverts de G. S est d’intersection non vide ouverte avec un B, ou o C
{1,...,k}. Notons I = SN B,. Si I N A1 est non vide, on prend § =
a U {k +1}. Sinon, I N A1 = @. Donce, I C Af_; et en prenant 3 = a, on
obtient Bz NS qui est non vide et ouvert. O

Corollaire 4.2.13. Soit E une combinaison booléenne d’ouverts. E ou E°
est d’intérieur non vide dans S.

Preuve. Comme E est une combinaison booléenne d’ouverts Ay, ..., A,, di-
sons £ = Bg. Si E n’est pas ouvert d’intérieur vide, alors il existe v C
{1,...,n} tel que B, est un ouvert non vide dans S. Comme Vv # [,
B, C E¢, E¢ est d’intérieur non vide dans S. O

Lemme 4.2.14. Tout sous-groupe définissable H de G est de t-intérieur non
vide dans H.
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Preuve. Soit H un sous-groupe définissable de G. Nous allons utiliser 4.2.13,
avec S = H et £ = H. Comme, H — H est d’'intérieur vide dans H, par
4.2.13, H possede un t-intérieur dans H. O

Corollaire 4.2.15. Tout sous-groupe définissable de G est t-fermé.

Preuve. Soit H sous-groupe définissable G. Par 3.1.5(i), H < G et par 4.2.14,
H possede un intérieur dans H. Donc H est ouvert dans H (corollaire 3.1.3).
Par le lemme 3.1.5(ii), H est fermé dans H : H = H, c'est-a-dire H est
fermé. O]

Lemme 4.2.16. Tout ensemble définissable X C G est une union finie dis-
jointe d’ensembles définissables définissablement t-connexes.

Pour la notion d’ensemble définissablement connexe, voir définition 2.2.10.

Preuve. Par le lemme 4.1.5, X est recouvert par un nombre fini de translatés
deV:X=(@VNX)U---U(axVNX). Les a;V sont t-homéomorphes a V.
Dans V', on peut décomposer tout ensemble définissable en cellules qui sont
définissablement connexes par la proposition 2.2.12 (au sens de la topologie
de M). Ainsi X est une union finie d’ensembles qui se décomposent en un
nombre fini de morceaux définissablement ¢-connexes.

Pour obtenir une union disjointe, il faut ”recoller” les morceaux, c¢’est a dire :
si deux des ensembles E; et Ey de cette décomposition de X sont tels que F4 U
FE5 est définissablement t-connexe, il s’agit de les enlever de la décomposition
et de les remplacer par £} U Es. En itérant cette substitution, on obtient
donc une partition en ensembles définissablement ¢-connexes maximaux. [J

Ce lemme nous donne directement :

Corollaire 4.2.17. Pour tout a € G, il existe un unique ensemble C défi-
nissablement t-connexe mazximal contenant a. Nous appellerons cet ensemble
C' la composante définissablement t-connexe de a. Les composantes définis-
sablement t-connexes des éléments de G forment une partition finie de G.

Lemme 4.2.18. Soient H C K des sous-groupes définissables de G, alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) H est t-ouvert dans K ;
(i) H est d’indice fini dans K ;
(#i) dim H = dim K.



4.2. TOPOLOGIE SUR UN GROUPE DEFINISSABLE 71

Preuve. Nous avons déja prouvé (voir lemme 4.1.2) que (ii) et (iii) sont
équivalents.

(1) — (i7) : Si H est t-ouvert dans K, alors par le lemme 3.1.5(ii) H est t-
fermé dans K. Par suite, H est d’indice fini dans K car K n’a qu'un nombre
fini de composantes définissablement t-connexes.

(17) — (i) : Si H est d’indice fini dans K. Comme H est t-fermé dans K, le
complémentaire de H dans K, H — K est une union finie de t-fermés (des
translatés de H). Ainsi H — K est t-fermé dans K et H est donc t-ouvert
dans K. [

Proposition 4.2.19. Soit H un sous-groupe définissable de G et X la com-
posante définissablement t-connexe de l'identité dans H. Alors X est le plus
petit sous-groupe définissable de H d’indice fini.

Preuve. Soit a € X, a € a.X (car 1 € X). De plus, a.X est la composante
définissablement ¢-connexe de a (car la translation est un t~-homéomorphisme
définissable de G). Par le corollaire 4.2.17, aX = X et X est donc un sous-
groupe de G.

A nouveau par le lemme 4.2.16, X est d’indice fini dans G.

Si X possede un sous-groupe définissable Y d’indice fini, par le lemme 4.2.18,
Y est t-ouvert-fermé ce qui contredit le fait que X est définissablement ¢-
connexe. O]

Lemme 4.2.20. G a la condition de chaine descendante (ot DCC) sur les
sous-groupes définissables (c’est a dire que G ne possede pas de chaine infinie
descendante de sous-groupes définissables).

Preuve. Par la proposition précédente, G a la DCC sur les sous-groupes
définissables d’indice fini. Par le lemme 4.2.18, G’ a donc la DCC sur les sous-
groupes définissables de dimension fixée. Comme G est de dimension finie, G
a bien la DCC sur les sous-groupes définissables. ]

Si nous relisons la preuve de la DCC pour les groupes compacts (proposi-
tion 3.2.5). Nous constatons que sa structure est exactement pareille a celle
de la preuve que nous venons de faire, elle consiste a montrer 1’existence d’un
plus petit sous-groupe (fermé) de méme dimension (a savoir sa composante
connexe) et ensuite de voir qu’il est d’indice fini.

Nous verrons plus loin dans la preuve du théoreme 6.1.3, que pour montrer
la condition de chaine descendante sur les sous-groupes type-définissables
d’indice borné, nous utilisons aussi la connexité et la dimension (finie) du
groupe.
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4.3 Analogue de la théorie de Sylow

Nous allons montrer que les groupes définissables abéliens dont tous les
éléments sont de k-torsion sont des groupes finis. Nous aurons recours a ce
résultat lors de la preuve du le théoreme 6.1.3 qui est une des raisons d’étre
de ce mémoire.

A cette fin, nous présentons ici un analogue pour les groupes définissables
d’une partie de la théorie classique de Sylow pour les groupes finis, en nous
basant sur I'article [25] de Adam Strzebonski. Nous avons besoin d’une notion
qui remplacera la cardinalité de la théorie classique, nous utiliserons pour cela
la caractéristique d’Euler définie et étudiée dans le paragraphe 2.6. Pour tout
ensemble définissable X, nous noterons comme avant (X ) sa caractéristique
d’Euler.

Nous allons donc comme précédemment considérer une structure o-mini-
male M qui de plus élimine les imaginaires (I’élimination des imaginaires est
étudiée au paragraphe 1.2).

Soient H < G des groupes définissables dans M. Nous noterons G/H
un choix définissable de représentants des classes latérales (a gauche) de H.
Un tel choix existe puisque nous avons supposé que M avait I’élimination
des imaginaires. Dans le cas ou H est un sous-groupe normal de G nous
avons donc que G/H est un groupe définissable dans M. Cependant, nous
considérerons souvent de tels quotients sans que H soit un sous-groupe nor-
mal de GG, dans ce cas, G/H est un ensemble qu’il n’est pas question de munir
d’une loi de groupe.

Proposition 4.3.1. Soient G, H des groupes définissables tels que H < G,
alors E(G) = E(H).E(G/H).

Preuve. G est en bijection définissable avec H X G/H : g — (x,y) ou y
est un choix définissable d'un élément de gH, et = gy~ ! € H. Par la
proposition 2.6.8, E(G) = E(H x G/H). Par le lemme 2.6.7, on obtient donc
E(G)=E(G/H).E(H). O

Soit G un groupe définissable et p un nombre premier ou 0.

Définition 4.3.2. Nous dirons que G est un p-groupe ssi pour tout sous-
groupe définissable propre H de G,

E(G/H) =0 mod p

ou "= 0 mod 0” signifie = 0". Nous dirons que G est un p-groupe fort si de
plus, E(G) # 0 (ce qui implique directement que p # 0).
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Convention. La notion de p-groupe (fort) n’a aucun sens pour un groupe
qui n’est pas définissable dans M, car nous avons besoin de considérer sa ca-
ractéristique d'Euler (et celle de ses quotients). Dans la suite de ce paragraphe
a chaque fois que nous parlerons d’un p-groupe (fort), nous ne préciserons
pas qu’il s’agit d’'un groupe définissable.
Remarque. Dans le sens usuel, un p-groupe est un groupe fini d’ordre p”
(n > 0). Un tel groupe G est donc de caractéristique d’Euler F(G) = p"
car la cardinalité d’un ensemble fini coincide avec sa caractéristique (voir
page 37). Ainsi, pour tout sous-groupe définissable propre H de G, par la
proposition 4.3.1, on a que F(G/H) divise E(G) = p™, ce qui entraine que
E(G/H) =0 mod p.

La notion de p-groupe que nous venons de définir généralise donc la notion
usuelle.

Lemme 4.3.3. Soit un p-groupe H ou p est un nombre premier ou 0. Soit
S un ensemble définissable tel que nous ayons une action définissable de H
sur S et soit

So={reS:Vhe H, hx =z}

Alors E(S) = E(Sy) mod p.

Preuve. Soit la relation d’équivalence R := {(z,y) € S x S:3h € H, y =
hx} sur S. Vu que l'action de H sur S est définissable, R est une relation
définissable. Nous noterons Orb(z) la classe d’équivalence de x € S aussi
notée [v]r :={y € S: (v,y) € (z,y) € R}. S est I'union disjointe J,, ., {7 €
S : E(Orb(x)) = n}. Pour tout = € S, l'orbite Orb(z) est la fibre R, de x dans
R C S x S, par la proposition 2.6.6, E(Orb(x)) ne peut donc prendre qu’'un
nombre fini de valeurs. De plus, toujours par la proposition 2.6.6, pour tout
n € Z,{x € S : E(Orb(x)) = n} est définissable. Ainsi £(S) =) ., E({z €
S E(Orb(z)) =n}) =) cpn-E({r € S/R: E(Orb(z)) = n}). Attention,
ici aussi S/R est considéré comme un sous-ensemble définissable de S.

Pour = € S, nous noterons H, := {h € H : hx = x} qui est souvent
appelé le stabilisateur de x dans H. Il s’agit d'un sous-groupe définissable de
H. Comme H/H, — Orb(z) : a — a.x est une bijection définissable, nous
avons par la proposition 2.6.8 que

E(Orb(z)) = E(H/H,).

Si H # H,, comme H est un p-groupe, alors E(H/H,) = 0 mod p.
Si H = H,, alors x € Sy et Orb(z) = {z} donc E(Orb(zx)) = 1.

Par conséquent, si p est premier, on a

B(S)=E(S) +p. Y. ~E({xeS/R:E(Orb(x)) = n}).

n=0 mod p
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Cette somme est finie, puisque F(Orb(z)) ne prend qu'un nombre fini de
valeurs. Cela montre bien que F(S) = E(Sp) mod p.

Sip=0,etaz ¢Sy alors E(H/H,) = 0, donc E(Orb(z)) = 0. Ainsi,
E(S) = E(Sy). O

Lemme 4.3.4. Si p est un nombre premier divisant E(G), alors G contient
un €élément d’ordre p.

Preuve. Nous noterons ici GP pour G x --- X G (produit cartésien avec p
facteurs). Soit S := {(ai,...,a,) € GP : a;...a, = 1}. La correspondance
(ar,...,ap_1) — (ar,...,ap_1,(ay...a, 1)) définit clairement une bijection

définissable GP~1 — S. Nous en déduisons que F(S) = E(GP™!) = E(G)P~!
(par le lemme 2.6.7). Donc, E(S) = 0 mod p puisque E(G) = 0 mod p.

La relation k(ai,...,ap) = (Qkt1,---,0p,a1,...,a;) définit une action
définissable de Z,, := Z/pZ sur S. Si on définit Sy := {x € S:Vk € Z,, k.o =
x} comme dans le lemme 4.3.3, on obtient que (1,...,1) € Sy et que les

autres éléments de Sy sont exactement les éléments d’ordre p. Nous savons
également par le lemme 4.3.3 que E(S) = E(Sy) mod p. Comme nous savons
que E(S) = 0 mod p, nous déduisons que F(Sy) = 0 mod p. Done, E(Sp) ne
peut pas étre un singleton ce qui montre que nous avons au moins un élément
d’ordre p. O

Rappelons que tout groupe définissable dans M a la condition de chaine
descendante sur les sous-groupes définissables (lemme 4.2.20).

Si H < G, nous noterons Ng(H) := {g € G : gHg™' = H} D H le
normalisateur de H dans G.

Lemme 4.3.5. Soit p un nombre premier ou 0. Si H est un p-sous-groupe
définissable de G, alors

E(Ng(H)/H) = E(G/H) mod p.

Preuve. Soit S := G/H et 71 : G — G/H : a — a.H. Il est toujours de
vigueur que nous considérons G/H comme un sous-ensemble définissable de
G et a.H dénote un élément de G qui représente la classe d’équivalence de
a modulo H. S est donc un sous-ensemble définissable de G' et 7 est une
surjection définissable. La fleche H x S — S : (h,s) +— m(h.s) définit une
action définissable. On pose comme précédemment Sy = {z € S : Vh €
H, w(hx) ==z} :
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r€ Sy Vhe H, mlha)=x
< Vhe H, haH =xH
s VheH v thaH=H
s VYheH, v the e H
s 2 'Hx C H.

Par le lemme 4.2.20, x™"Hz" forme une chaine décroissante finie de sous-
groupes définissables. Donc, il existe k tel que o *Hz* = 2 1 Hz*~1 d’ou
o Hy = 2b= (2 F Hak)p 1 = gh=1(p=F+1 [ ok-1)p=k+1 = F.

Donc, z 'Hz = H.

Nous avons ainsi montré que Sop = {v € G/H : v € Ng(H)} = No(H)/H.
Par le lemme 4.3.3, E(Sp) = E(S) mod p. Comme S := G/H, E(Ng(H)/H) =
E(Sy) = E(G/H) mod p. O

Corollaire 4.3.6. Si H est un p-sous-définissable de G et que E(G/H) =0
mod p, alors Ng(H) # H.

Preuve. Si No(H) = H, alors Ng(H)/H est un singleton et E(Ng(H)/H) =
1 ce qui contredit le fait que F(Ng(H)/H) = E(G/H) = 0 mod p. O

Nous avons maintenant les outils pour généraliser un des théoremes fon-
damentaux de la théorie classique :

Théoréme 4.3.7 (Premier Théoreme de Sylow). Soient G un groupe dé-
finissable et p un nombre premier. Soit H < G wun p-sous-groupe fort et
E(G/H) =0 mod p. Il existe un p-sous-groupe fort K de G tel que H est un
sous-groupe normal propre de K et K/H est de cardinalité p.

Preuve. Par le corollaire 4.3.6, Ng(H) # H et par le lemme 4.3.5, nous avons
E(Ng(H)/H) = E(G/H) = 0 mod p. Puisque H est normal et définissable
dans Ng(H), Ng(H)/H est un groupe définissable (car nous avons supposé
I’élimination des imaginaires).

Comme p est premier nous pouvons appliquer le lemme 4.3.4 qui nous
dit que Ng(H)/H possede un sous-groupe d’ordre p. Nous noterons ce sous-
groupe K/H ou K est un sous-groupe de Ng(H)/H contenant H. Il est clair
que H est un sous-groupe propre de K qui est normal (puisque c¢’est un
sous-groupe normal de Ng(H) D K).

I1 reste a montrer que K est un p-sous groupe fort. Comme E(H) # 0 et
que E(K/H) = |K/H| = p, on voit directement que F(K) # 0.

Soit Ky un sous-groupe propre définissable de K.

1. Si Ko C H : E(K/Ko) = E(K/H).E(H/K,) = pE(H/Ky) = 0 mod p.
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2. Si H C Ky : comme [K : H| = p, H= K,. Donc, on a E(K/K,) =
E(K/H) = p.
3. SlKggHetHg_Ko

A
\/

— Nous avons évidemment H = K N H » Ky N H. Nous factorisons
done E(K/KyNH) = E(K/H).E(H/KyN H) = p.E(H/Ky N H) =0
mod p? (car H est un p-groupe fort).
— Nous avons également Ky = K N Ky O H N Ky, ce qui permet
de factoriser a nouveau F(K/Ky,N H) = E(K/K,).E(Ky/KyN H).
Nous avons donc F(K/Ky).E(K/KyN H) = 0 mod p*. Nous allons
montrer que F(Ky/KyNH) = p ce qui, au vu de la congruence obtenue,
entrainera que F(K/Ky) =0 mod p.
— Prouvons maintenant que [Ky: KoN H| = p.
On a [K : H] = p, donc il existe un élément a € K tel que K = (H, a)
et comme Ko ¢ H, Ko\ H # &, ce qui nous permet de trouver un tel
élément a € Ky. Donc Ky = KN Ky = (H N Ky, a).
De plus comme [K : H] =p et a € Ng(H), on a que K = {h.a': h €
H,i=0,...,p— 1}. Ainsi, pour tout ky € Ky, on a kg.a™* € H pour
un certain ¢ = 0,...,p — 1. On obtient alors que ky = (kg.a™%).a’ ou
(ko.a™") € KoN H, ce qui implique que [Ky : Ko N H| = p.

]

Corollaire 4.3.8. Les p-groupes forts sont exactement les groupes finis d’or-
dre p" oun > 0.

Preuve. Soit G un p-groupe fort. Comme E(G) # 0, on peut écrire E(G) =
m.p™ ou p ne divise pas m et n > 0. Si on applique n fois le théoreme 4.3.7,
en commengant par H = {1} et pour toutes les autres étapes en prenant
pour H le groupe K obtenu a ’étape précédente, on obtient un sous-groupe
M de G d’ordre p”. Puisque mp" = E(G) = E(G/M).E(M) et E(M) = p",
E(G/9M) = m. Donc 9 n’est pas un sous-groupe propre de G, sinon on
pourrait encore appliquer le théoreme 4.3.7 et obtenir un sous-groupe de G
d’ordre p"*!. Ainsi, 9 = G, et G est bien fini d’ordre p". n
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Etant donné un groupe de caractéristique d’Euler m.p™ # 0, G possede
donc un p-sous-groupe fort maximal 91 qui sera d’ordre p™. Un tel groupe
sera appelé un p-sous-groupe fort de Sylow de G.

Corollaire 4.3.9. Soit T un groupe abélien définissable (que noterons addi-
tivement) tel qu’il existe k € N\ {0}, tel que pour tout t € T, k.t = 0. Alors
T est fini.

Preuve. Si E(T) = 0, T contient des éléments d’ordre p™ pour tout n > 0,
ce qui contredit les hypotheses.

Donc, E(T) # 0, disons que E(T) = £pi*...p% ou les p; sont premiers
et les a; € N. Soient F; des p;-sous-groupes forts de Sylow de T'. Soit F' :=
Fi+--+F,, |F| =pi*...p¢. Donc E(F) = £ E(T') et nous en déduisons que
E(T/F) = £1. Tous les éléments de T'/F sont d’ordre fini (car c’est le cas
de T'). Par conséquent, si T'/F est non trivial, T'/F possede un sous-groupe
définissable fini d’ordre m # 1, ce qui entraine que m divise E(T/F) = +1.
Donc T'= F, ce qui prouve que 7" est un groupe fini d’ordre pi*...p%. O

Il est possible de développer d’avantage cette théorie de Sylow o-minimale.
Cela sortirait quelque peu du cadre de ce mémoire qui traite avant tout les
aspects topologiques. Nous laissons donc cela en suspend.
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Chapitre 5

Groupes type-définissables

Dans ce chapitre, nous nous placerons dans le cas ou M est une L-
structure s-saturée! pour un cardinal infini k > |L£].

Nous dirons qu’un ensemble est borné ou petit si c’est un ensemble de
cardinalité strictement inférieure a k.

5.1 Ensembles type-définissables

Tout au long de ce paragraphe, nous ne supposerons plus que M est
o-minimale.

Définition 5.1.1. Soit X C M™. Nous dirons que X est un sous-ensemble
type-définissable de M™ s’il existe une famille d’ensembles L£-définissables
(Xi)ier inclus a M™ telle que X = (,.; X; et I est un petit ensemble. Au-
trement dit, un ensemble type-définissable est un ensemble définissable par
une conjonction de moins de x formules.

Remarque 5.1.2. Dans cette définition, nous pouvons sans perte de généralité
supposer que la famille (X;) est stable par intersection finie : en effet, si
X =[1; Xi, il est évident que X = (), Y; olt (¥})jes est la famille de toutes
les intersections finies de X; (et J étant I’ensemble des parties finies de I, il
est clair que |J| < k).

Pour tout petit ensemble A C M, nous dirons qu’un ensemble X est type-

définissable sur A, s’il est une petite intersection d’ensembles A-définissables.

Proposition 5.1.3. Soient S un sous-ensemble définissable de M™ et A C M
avec |A| < K, les sous-ensembles de S type-définissables sur A sont les fermés

!Pour la saturation, voir paragraphe 1.1.

79
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d’une topologie sur S que mnous nommerons A-topologie. De plus, les sous-
ensembles A-définissables de S, sont exactement les ensembles fermé-ouverts
de cette topologie (et constituent une base de cette topologie).

Preuve. Soient X = [;c; X; et Y =[,.;Y; des ensembles A-types-définissa-
bles, X UY = (N;c; Xi) U(Njes Y3) = N jyerxs (XiUYj), ce qui est bien une
petite intersection d’ensembles A-définissables (car |1 x J| = max(|I|, |]]).

Il est clair que si (E;);e; est une famille d’ensembles type-définissables,
Nic; Ei est une intersection d’ensembles définissables. De plus, comme £ >
|£|, le nombre de L-formules est petit, ce qui nous dit que le nombre d’en-
sembles définissables est petit. Donc, une intersection quelconque d’ensembles
type-définissables est elle-méme type-définissable.

Il est évident que si X est A-définissable, alors X est a la fois fermé et
ouvert. Réciproquement, si X est ouvert-fermé, c’est a dire que X est défini
par une petite disjonction \/,.; ¢; et une petite conjonction /\jEJ ;. Nous
avons donc M = \/,.; ¢ < /\jGJ ;. 11 va de soi que pour tout I, C I,

Vier, i — Ve @i et pour tout Jo C J, A\;c; ¢ — Njey, ¥5- Nous allons
montrer qu’il existe des ensembles finis Iy C I et Jy C J tels que

\/z‘eI ¢ ~— /\jeJ wj

| |

\/ielo P <— /\jeJo wjv

ce qui montrera bien que X est définissable. Nous avons directement que
pour tous Iy, Jo finis, \/;c; ¢i — /\jEJo (7

Pour l'autre implication, soit 7' la théorie de M, supposons que pour
tous sous-ensembles finis Iy C T et Jo C J, T & =(\;cz, V5 — Ve, ¢1)- Nous
avons donc que (/¢ 5, Y1) A(Aieg, 7¢i) est consistant avec T'. Autrement dit,
(Ajes i) AN(Nics —¢i) est finiment consistant avec T', et par saturation de M,
on peut trouver dans M"™ un élément x tel que (A;c; ¥;(x)) A (Aie; —0i(2)),

ce qui contredit que M =\, ¢i = \;cs ¢y O

Soit X type-définissable, nous dirons qu’une relation d’équivalence E sur
X est bornée ssi | X/E| < k.

Définition 5.1.4. Soit X un ensemble type-définissable sur A (muni de la A-
topologie) et E une relation d’équivalence sur X bornée et type-définissable
sur A, nous plagons sur X/E la topologie quotient (voir définition 3.1.6).
Cette topologie sera appelée la topologie logique.

Si p: X — X/FE désigne la projection canonique, nous aurons donc que
Z C X/FE est fermé ssi u7'(Z) est A-type-définissable dans M™.
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Proposition 5.1.5. X/E (muni de la topologie logique) est un espace topo-
logique Hausdorff compact.

Preuve. Hausdorff : Nous noterons ici, F(z,y) pour dire que (z,y) € E. Nous
avons que VaVy (E(x,y) < A Ei(z,y)) ou ¢ varie dans un petit ensemble [
et les relations E; sont définissables et telles que VaVy (E;(z,y) — Ei(y,x))
et Ve E;(z, ).

Remarque. Quitte & poser Ey(x,y) = Ei(z,y) A Ei(y, ), nous avons supposé
ici que Vavy (Ei(z,y) — Ei(y, z)).

Lemme 5.1.6. Pour tout i € I, il existe j € I tel que VaVyVz (E;(z,y) A
Ej(ya Z) - El(x7 Z))

Soient a,b € X tels que ~FE(a,b). Il existe i tel que =FE;(a,b). Soit j tel
que Ej(x,y) N E;(y,z) — Ej(x, z). Soient les ouverts U; défini par E;(a,y)
et Uy défini par E;(y,b). Il contiennent respectivement p(a) et p(b). Grace a
notre bon choix de j, Uy NU; = <.

Compact : Soit (Z;);ecr, une famille de fermés de X/FE qui a la propriété
d’intersection finie (pif). Ainsi, {u~1(Z;) : i € I} a la pif. La saturation de
M implique alors que (,c; ' (Z;) est non vide. Donc, (),c; Z; est non vide.
Nous avons bien sur que |I| < x puisque |L4]| < k. O

Preuve du lemme 5.1.6. Supposons au contraire qu’il existe i, pour tout j,
on z,y, z tels que E;(z;,y;) A E;(y;, 2;) A ~Ei(xj, z;). Par saturation de M
(j varie dans I qui est un petit ensemble), nous pouvons donc trouver z,y, z
(indépendants de j) tels que pour tout j, Ej(x,y) A Ej(y,2) A —Ei(z, 2).
Autrement dit, nous avons z, vy, z tels que E(z,y) A E(y, z) A —E;(z, z). Mais
—F;i(x,z) — —E(z,z), nous obtenons donc E(z,y) A E(y,2z) A —E(z,z), ce
qui contredit la transitivité de E. O

Lemme 5.1.7 ([1], remarque 1.6). Supposons que Mg soit une sous-structure
élémentaire de M telle que X soit définissable sur My et E soit type-définis-
sable sur My. Alors Z C X/E est fermé ssi u='(Z) est type-définissable sur
My. Par conséquent, l’espace topologique X/ E posséde une base de cardinalité
inférieure (ou égale) a |Mo| + |L|.

Lemme 5.1.8. Un ensemble Z C X/E est fermé ssi Z = uw(Y) pour un
ensemble A-type-définissable Y C X.

Preuve. En effet, si Z est fermé, =1 (Z) est A-type-définissable. On pose alors
Y := u'(Z), et nous avons bien que Z = u(Y). Réciproquement, si Z =
p(Y) pour un ensemble A-type-définissable Y C X, montrons que p~'(Z) =
1 (u(Y)) est bien A-type-définissable. 11 suffit de remarquer que p=*(u(Y))
est 'union des E-classes d’équivalence des éléments de Y. Autrement dit,
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pw ) ={r e X :yFE(x,y) Ny € Y} et il est clair que cet ensemble
est A-type-définissable car E et Y le sont. O]

Lemme 5.1.9. Soient X un ensemble définissable et & une relation d’équi-
valence type-définissable bornée. Soit a € X et aF sa FE-classe d’équivalence
en temps que sous-ensemble de X. Si'Y est un sous-ensemble définissable de
X tel que aE CY alors, u(a) = aFE est dans lintérieur de u(Y).

Preuve. Comme Y est définissable dans X, par le lemme 5.1.8, 7 := p(X \
Y) est un ensemble fermé dans X/E qui ne contient pas p(a). Donc, le
complémentaire de Z dans X/FE est un ouvert qui contient p(a) et qui est
contenu dans p(Y). O

Pour de plus amples informations sur les ensembles type-définissables et
la topologie logique, [6] est une tres bonne référence.

5.2 Groupes type-définissables

Nous allons maintenant travailler dans un groupe G définissable dans une
structure o-minimale M. Et nous considérerons des sous-ensembles type-
définissables de GG. Nous avons construit, dans le paragraphe 4.2, une topolo-
gie sur GG qui en fait un groupe topologique. Pour distinguer cette topologie
de la topologie o-minimale sous-jacente, nous la nommerons topologie t.

De maniere tout a fait similaire a la définition 2.2.10, nous définissons la
t-connexité définissable pour les ensembles type-définissables :

Définition 5.2.1. Nous dirons qu’'un sous-ensemble type-définissable X de
G est définissablement t-connexe, s’il ne peut étre écrit comme une union
disjointe de deux t-ouverts relativement définissables et non vides (relative-
ment définissable veut dire qu’il est I'intersection d’un ensemble définissable
avec X).

De plus, nous dirons qu’il est type-définissablement ¢-connexe s’il ne peut
étre écrit comme une union disjointe de deux t-ouverts relativement type-
définissables et non vides.

Lemme 5.2.2. Soit X C G un ensemble type-définissable, X est définis-
sablement t-connexe ssi X = NierX; pour une famille (X; : 1 € I) stable
par intersection finie d’ensembles définissables, définissablement t-connexes
ou |I] < k.

Preuve. [=] : Supposons que X soit définissablement ¢-connexe, nous pou-
vons supposer (par la remarque 5.1.2) que X = N;erY; ou (Y;);es est une pe-
tite famille d’ensembles définissables stable par intersection finie. Prenons un
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élément o € X (n’importe lequel), soit Z;, la composante définissablement ¢-
connexe de xy dans 'ensemble définissable Y;. Comme X est définissablement
t-connexe, X C Z;, d’ ou X C N;esZ;. Par ailleurs, comme pour tout i € I,
Z; C Y onaNierZ; CMierY; = X. Done, X = MierZ;. De plus, (Z;)ier est
stable par intersection finie car (Y;);c; I'est aussi.

[<] : Supposons que le membre de droite soit vrai et que X ne soit pas
définissablement t-connexe. Il existe donc deux t-ouverts définissables Y7, Y5
de M™ tels que

i) XNnYinYes=0 et
(i) XNn(Y1uYy) =o.
Par compacité (et par saturation de M), il existe ¢ € I tel que (i) et (ii) sont

vrais en remplacant X par X;, ce qui contredirait que X; soit définissablement
t-connexe. [

Nous utilisons ici la notion de cardinal inaccessible définie dans le para-
graphe 1.3.

Théoreme 5.2.3. Supposons que k soit fortement inaccessible. Soit un en-
semble type-définissable X C G, X est l'union d’une petite famille de sous-
ensembles type-définissables définissablement t-connexes mazimaux (que nous
appellerons les composantes définissablement t-connezes de X ). Les compo-
santes définissablement t-connexes de X sont type-définies sur le méme en-
semble de parametres que X.

Preuve. Soit A I'ensemble des parametres sur lesquels X := N;cr.X; est type-
défini (|I] < k et (X;) est stable par intersection finie). Pour tout ¢ € I,
nous noterons X, ..., X; () les composantes t-connexes de X;, et pour tout
x € X soit fp € Iic/{0,...,n(i)} tel que x € (,c; Xif.6)-

L’ensemble {X; s ;) : ¢ € I} est stable par intersection finie (car (X;)
I'est lui aussi). Par le lemme 5.2.2, nous savons que les ensembles Yy, :=
NicrXi,f, (i) sont définissablement ¢-connexes et comme x est fortement inac-
cessible, [T {0, ...,n(i)}| < 2l < k. 11 en résulte que 'ensemble F := {Y; :
Jr € X, f = f,} est une partition de X en < k ensembles définissablement
t-connexes type-définissables.

II nous reste a prouver que tous les Y sont des sous-ensembles type-
définissables définissablement ¢-connexe maximaux de X c’est-a-dire que
tout sous-ensemble définissablement t-connexe type-définissable C' de X est
contenu dans un seul des éléments de F. On choisit un € C', par construc-
tion on a que pour tout i, C' C Xj i), donc C' C Nier X 5,5) = Y7, O

Proposition 5.2.4. Le groupe G est un groupe topologique (pour la topologie
des ensembles A-type-définissables).
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Preuve. Comme G est définissable, nous avons des formules 6 et £ telles
que z.y = z < 0(x,y,2) et y = a7 < £(z,y). Soit Z C G, un ensemble
type-définissable, disons © € Z < \,.; ¢i(x). Nous avons alors z.y € Z <
At 9(@5) = Ny 320(@.9,2) A 61(2) ot 7 € Z7 o Ay difa ) o
Nicr (& (2, y)Agi(y)). Ce qui montre bien que la multiplication et I'inversion
sont continues. [

Soit G un groupe définissable et H un sous-groupe normal A-type-définis-
sable de G, H induit une relation d’équivalence A-type-définissable sur G :
E(z,y) ssi z.y~! € H. Nous plagons sur le groupe G/H la topologie logique.

Proposition 5.2.5. Le groupe G/H est un groupe topologique Hausdorff et
compact.

Preuve. Par la proposition 3.1.7, G/H est un groupe topologique et par la
proposition 5.1.5, c’est un espace Hausdorff et compact. O

Nous allons maintenant généraliser le lemme 4.2.18 qui dit que tout sous-
groupe définissable d’indice fini soit t-ouvert.

Lemme 5.2.6. Soit H un sous-groupe type-définissable d’indice borné de G.
Alors, H est t-ouvert.

Preuve. Comme H est type-définissable, H = (1),.; X; ot (X : 4 € I) est une
petite famille d’ensembles définissables. Nous supposerons que (X; : i € I)
est stable par intersection finie (voir remarque 5.1.2).

Nous allons commencer par montrer que pour tout ¢, G est recouvert par
un nombre fini de translatés de X;. Supposons au contraire que G ne soit
recouvert par aucune famille finie de translatés de X;. Cela revient a dire que
le type p(z) := {x € G\ aX; : a € G} est finiment réalisé dans M. Comme
H C X;, on en déduit que le type

q(z) ={xr € G\ aH :a € G}

est finiment consistant. La k-saturation de M entraine alors que pour tout
sous-ensemble A de G tel que |A| < k, I'ensemble de formules

{reG\aH :a € A}

est réalisé dans M. Cela contredirait que H soit d’indice borné dans G.

Nous avons donc pour tout ¢ € I que G = Ué.zl a; X; ol les a; sont des
éléments de G et [ € N. Comme 'opération de GG est définissable, pour tous ¢
et j, dim(a;X;) = dim(X;). On en déduit, par le lemme 2.4.10 (ii), que pour
tout i, dim(G) = dim(X;). Nous noterons k cette dimension.
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Par le corollaire 3.1.3, il suffit de montrer que H est d’intérieur non vide
pour la topologie t. Rappelons que G contient un ouvert large définissable
V sur lequel la topologie induite de M™ et la topologie ¢ coincident (voir
construction de la topologie ¢ dans la preuve du théoréeme 4.2.1). Pour tout
i € I, dim(X;) = dim(G), donc X; contient un point générique de G. Ce
point générique est situé dans V puisque V est large dans G et il est situé
a lintérieur de X; (intérieur au sens de la topologie o-minimale). Par la re-
marque de la page 28, "7 est de dimension k sur @” ou de maniere équivalente
" est un point générique de G sur @7 est exprimable par un ensemble de
formules sans parametres, on peut ainsi considérer I’ensemble de formules
D(xy, .., Tp, a1,y byy oo by) =

{Z est un point générique} U {(ay < xy < by),...,(a, <z, < b,)}
U{VY1, - Un, (a1 <yp < b1), ..oy (an <y <by) =y €VNX;) :iel}

Cet ensemble est finiment consistant car la famille (X; : i € I) est stable par
intersection finie.

Par compacité, I' est consistant, ce qui implique qu’il existe un point
générique T de G, tel que T € V et un pavé P contenant z qui est inclus a
(Nic; Xi = H. Autrement dit, on a trouvé un point Z qui est dans I'intérieur
de H ce qui acheve la preuve car la topologie o-minimale coincide sur V' avec
la topologie . ]

Par conséquent, si nous plagons sur G/H la topologie quotient issue de
la t-topologie, les singletons sont ouverts (ce sont des translatés de l'ouvert
{H?}). Cette topologie est donc la topologie discrete et a peu d’intérét.

Proposition 5.2.7. Soit H un sous-groupe type-définissable d’indice borné.
Si nous plagons sur G la topologie t et sur G/H la topologie logique, alors la
projection canonique i : G — G/H est continue.

Preuve. Nous savons que par définition la topologie quotient (voir définition
3.1.6) rend la projection continue. Soit un ouvert U de la topologie logique,
en particulier, il s’agit d’un ouvert pour la topologie discrete. Comme la
topologie discréte est la topologie quotient de ¢ (lemme 5.2.6), p~!(U) est
ouvert pour la topologie t. ]

Dans la suite, nous n’allons plus utiliser la topologie des ensembles type-
définissables que nous avions placé sur GG. Elle ne nous a servi qu’a définir la
topologie logique. A partir de maintenant, nous allons toujours placer sur G
la topologie t et sur G/H la topologie logique. Le résultat de continuité que
nous venons de prouver nous permettra de relier ces deux topologies.

Nous allons maintenant caractériser les groupes définissables qui sont
définissablement connexes pour la topologie ¢.
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Proposition 5.2.8. Soit G un groupe définissable, G est définissablement
t-connexe ssi G n’a pas de sous-groupe définissable propre d’indice fini.

Preuve. Tout sous-groupe définissable est t-fermé. Si GG est définissablement
t-connexe, alors G' ne peut pas posséder de sous-groupe propre définissable
d’indice fini, car il serait alors t-ouvert et t-fermé.

Si G n’est pas definissablement t-connexe alors la composante ¢t-connexe
de I'identité est un sous-groupe définissable propre de G' qui est d’indice fini
(par la proposition 4.2.19). ]

Lemme 5.2.9. Si H est un sous-groupe type-définissable de G d’indice fini,
alors H est définissable.

Preuve. Par 5.1.3, il suffit de montrer que le complémentaire de H est aussi
type-définissable. Comme H est d’indice fini, son complémentaire G \ H
est une union finie de classes latérales a;.H qui sont bien évidement type-
définissables. A nouveau par 5.1.3, G\ H est type-définissable. m

Dans [6], lemme 2.4, Lou van den Dries généralise la proposition 1.1.7.

Proposition 5.2.10. Soit un ensemble X C M* type-définissable avec pa-
rameétres dans M, X est type-définissable sur A ssi tous les automorphismes
de M qui fixent A point par point fizent X globalement.

Lemme 5.2.11. (i) Tout sous-groupe définissable d’indice fini H de G
contient un sous-groupe définissable normal dindice fini défini sur le
meéme ensemble de parametres que G et H.

(11) Tout sous-groupe type-définissable H de G d’indice borné dans G contient
un sous-groupe normal d’indice borné dans G et type-définissable sur les
mémes parametres que G et H.

Preuve. (i) Notons A 'ensemble des parameétres sur lesquels les groupes G
et H sont définis.
Soit K := ﬂgeG gHg™!, il s’agit bien stir d’un sous-groupe normal de
G. Comme K ¢ H, G/K x G/H — G/H : (x.K,y.H) — x.yH est
un action de G/K dans G/H. Nous devons montrer que cette action
est bien définie. Soit x, 2’ tels que 2’27 € H, vz.yH = 2’a *H.ayH =
2’z toy.H = 2’'yH. Montrons maintenant que cette action est fidele,
c’est a dire que (Vg € G, ggH = gH) = (¢ € K). SiVg € G,¢'gH =
g.H, alors Vg € G,g7'¢gH = H, donc Vg € G,g7'¢gg € H, par
conséquent Vg € G, ¢ € gHg™ "' ce qui signifie que ¢’ € K.
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Il est clair que K est type-définissable. Comme l'action G/K x G/H —
G/H est fidele et que action d'un élément de G/K est une multipli-
cation dans G/H, |G : K] < [G : H]. Donc K est d’indice fini et par le
lemme 5.2.9, il est définissable.

Tous les automorphismes de M qui fixent A point par point fixent G
et H globalement. Par conséquent K = () gec 9H g~ ! est fixé par ces
automorphismes. Par la proposition 1.1.7, K est donc A-définissable.

(i) Similaire & la preuve de (i) : On définit & nouveau K :=(,.o9Hg ™",
il s’agit d’'un sous-groupe normal type-définissable de GG. Le quotient
G/ K agit fidelement sur G/H ce qui montre que K est d’'indice borné
dans GG. Comme K est fixé par tous les automorphismes de M qui fixent

A, par la proposition 5.2.10, K est A type-définissable.
0

Proposition 5.2.12. Pour tout petit ensemble A, sur lequel G est type-défini,
il y a un unique plus petit sous-groupe d’indice borné de G type-définissable
sur A. Ce sous-groupe est normal dans G, nous le noterons G%.

Preuve. L’intersection de tous les sous-groupes A-type-définissables de G
d’indice borné est un sous-groupe A-type-définissable d’indice borné dans
G. Par 5.2.11, ce sous-groupe est normal. O

Nous serons dans la suite (voir chapitre 6), particulierement attentif au
cas oit G% ne dépend pas de A, c’est a dire que G possede un plus petit sous-
groupe type-définissable d’indice borné. Ce groupe est type définissablement
connexe. Nous le nommerons G% et nous I'appellerons la composante type-
définissablement connexe de I'identité.

Lemme 5.2.13. Supposons que G soit définissablement t-connexe. Soit H
un sous-groupe type-définissable et normal d’indice borné dans G. Alors G/H
est connexe.

Preuve. G/H étant un groupe topologique compact, s’il n’est pas connexe,
par le théoreme 3.1.9, il possede un sous-groupe propre ouvert qui sera donc
fermé. Par compacité de G/H, il sera de plus d’indice fini. L’'image inverse
de ce sous-groupe de G/H est donc un sous-groupe type-définissable de G
d’indice fini. Par le lemme 5.2.9, ce sous-groupe est définissable, ce qui im-
plique bien que G n’est pas définissablement ¢-connexe (par la proposition
5.2.8). ]

Nous allons maintenant généraliser ce lemme, la preuve de la généralisation
est cependant différente de celle que nous venons de faire.
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Lemme 5.2.14. Soient H un sous-groupe type-définissable normal d’indice
borné de G et p : G — G/H la projection canonique. Supposons que X C
G soit définissable et définissablement t-conneze. Alors, w(X) C G/H est
connexe.

Preuve. Nous savons par la remarque 5.1.8 que p(X) est fermé. Supposons
qu’il ne soit pas connexe, il est alors I'union disjointe de deux fermés Z; et
Zy. Par définition de la topologie logique, les ensembles V) := pu~(Z) et
Y, := p~Y(Zy) sont type-définissables. De plus, par continuité de p (par la
proposition 5.2.7), Y; et Y, sont ¢t-fermés dans le groupe G. Nous pouvons
donc écrire X comme 'union disjointe de Y7 N X et Y5 N X qui sont des
ensembles fermés dans X.

Il nous reste a montrer que Y7 N X et YoN X sont définissables. Notons X¢
le complémentaire de X dans M"™ : M™\ X. Les ensembles Y1 N X et YoU X¢,
sont type-définissables et sont complémentaires I'un de 'autre. Ils sont, par
la proposition 5.1.3, tous deux définissables. Comme Y; N X est définissable
et que X est définissable, Y5 N X est définissable. O]

Lemme 5.2.15. Soit H un sous-groupe type-définissable de G. Il existe une
famille (H;);er de sous-groupes type-définissables (ot || < k) telle que chaque
H; est type-défini par au plus Xy formules et H = (,c; H;.

Preuve. Par la remarque 5.1.2, nous pouvons supposer que H est défini par
une famille de formules (¢;);c; qui est stable par conjonction finie. Par un
argument tout & fait similaire & celui de la preuve du lemme 5.1.62, on montre
que pour tout ¢ € I, il existe j(i) € I tel que ¢;iu(x) A ¢j)(y) — [di(x.y) A
¢;(z~1)]. On définit alors H; étant type-défini par les formules (¢j(n))n<w O
i(0) :==i et i(n+ 1) := j(i(n)). H; est donc un sous-groupe de G contenant
H et il est évident que H = N;crH; puisque ¢;0) = ¢;. O

Remarque 5.2.16. Si X C G est type-définissable et f : X — X est un homéo-
morphisme définissable alors f permute les composantes définissablement
t-connexe de X.

Théoreme 5.2.17. Supposons que rk soit fortement inaccessible. Soit H un
sous-groupe type-définissable de G, la composante définissablement t-connexe
de 1 dans H est un sous-groupe normal type-définissable de H d’indice borné
dans H. Nous appellerons ce sous-groupe H®. De plus, si H est normal dans
G, alors H® est normal dans G.

(QRf;ﬂ]ﬂplacef Ej(xj,y;) N Ej(yj,2;) A —Ei(xj,25) par ¢ () A ¢y (y) A —[ds(z.y) A
oi(z77)].
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Preuve. Pour tout x € H°, la multiplication par x est un homéomorphisme
définissable de H. De plus, . H'N H® # &. Par la remarque 5.2.16, on déduit
que 2. H° = H, ce qui prouve déja que H® est un sous-groupe.

La conjugaison par h € H est aussi un homéomorphisme définissable de
H, donc pour tout h € H, H® = h.H°. h™! ce qui revient & dire que H° est
normal dans H.

Les translatés de H° dans H sont exactement les composantes définissa-
blement t-connexes de H. Le nombre de translatés de H° dans H est donc
le nombre de composante définissablement t-connexe de H qui est borné par
le théoreme 5.2.3. L’indice de H® dans H est donc borné.

Si H est normal dans G, pour tout g € G, gHg™' = H. Donc la conjugai-
son par g est un homéomorphisme définissable de H qui fixe I'identité. Par
conséquent, gH’¢g~1 = H° ce qui montre que H° est normal dans G. [

Dans ce théoreme, nous utilisons la notion de localement connexe (voir

définition 3.3.40).

Théoreme 5.2.18. Soit H un sous-groupe normal, type-définissable, défi-
nissablement t-connezxe et d’indice borné. Le quotient G/H est localement
connexe pour la topologie logique.

Preuve. Le groupe G/H étant topologique, il suffit de montrer que tout voi-
sinage ouvert U de l'identité dans G/H contient un voisinage connexe de
I'identité (par le lemme 3.1.1). Notons p la projection canonique G — G/H.

L’ensemble 1~ !(U) est une petite union de sous-ensembles définissables
de G, nous avons donc des L-formules ¢; : i € I (ou I est petit) telles que
z e w ' (U) < Vo ¢i(x). Comme H est type-définissable, nous avons de
méme ¢; : j € J (out J est petit) telles que x € H < A\;;¥;(x).

Comme U contient l'identité de G/H, H C p~'(U). Autrement dit,
Njes¥i(x) — Vg ¢i(x). Done, l'ensemble {1;(z), ~¢i(x) : i € I,j € J}
est inconsistant. Par compacité, il existe un ensemble fini Iy C I tel que
{¥(x), ~¢i(x) i € Iy, j € J} soit inconsistant. On a ainsi que A ;c; ¥;(x) -
Vier, ¢i(x). L'ensemble YV := {z : \/;c; ¢:i(x)} est donc un ensemble défi-
nissable tel que H C Y C p~1(U). Soit Y la composante définissablement
t-connexe de l'identité dans Y. Comme H est définissablement ¢-connexe, par
le lemme 5.2.2, on a que H C Y. Par le lemme 5.1.9, l'identité de G/H est
dans l'intérieur de p(Y0). Comme Y° C Y C p}(U), n(Y®) C U. De plus,
par le lemme 5.2.14, p(Y?) est connexe. Donc, p(Y?) est bien un voisinage
connexe de H qui est contenu dans U. Cela acheve la preuve. O
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Chapitre 6

Conjecture

Nous nous plagons désormais dans M une L-structure o-minimale qui
élimine les imaginaires® et qui est k-saturée pour x > |£] un cardinal forte-
ment inaccessible.

6.1 Conjecture de Pillay

Dans 'article [21], A. Pillay propose la conjecture suivante :

Conjecture 6.1.1. Soit G un groupe (définissablement t-connexe) &-défi-
nissable. Alors
(i) G posséde un plus petit sous-groupe type-définissable d’indice borné,
G,
(ii) G/G" muni de la topologie logique est un groupe de Lie compact (et
conneze).

(iii) Si G est définissablement compact, alors la dimension de G/G® (en
temps que groupe de Lie) est égale d la dimension o-minimale de G.

Remarque 6.1.2. Rappelons qu'un groupe définissable est définissablement
t-connexe si et seulement s’il n’a pas de sous-groupe définissable d’indice
fini.

Peu de temps apres, dans larticle [1] (voir théoreme 1.1), A. Berarducci,
M. Otero, Y. Perterzil et A. Pillay donnent une preuve du théoreme suivant,
qui résout en partie la conjecture :

Théoréme 6.1.3. Soit G un groupe définissable. Alors, G a la condition de
chaine descendante sur les sous-groupes type-définissables d’indice borné, et

1Pour I’élimination des imaginaires, voir paragraphe 1.2.
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si GO est le plus petit d’entre-euz, alors G /G, muni de la topologie logique
est un groupe de Lie compact. De plus, si G n’a pas de sous-groupe définissable
d’indice fini, alors G/G" est connexe.

Ce théoreme prouve exactement les assertions (i) et (ii) de la conjecture.
L’assertion (iii) de la conjecture est démontrée notamment quand M est une
expansion d'un corps réel clos (la derniere étape de la preuve est I'oeuvre de
E. Hrushovski, Y. Peterzil et A. Pillay).

Proposition 6.1.4. Soit G un groupe définissable (définissablement t-con-
nexe) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) G ala DCC sur les sous-groupes type-définissables d’indice borné.

(ii) G existe, et G/G* muni de la topologie logique est un groupe de Lie
compact (connezxe).

(iii) Pour tout sous-groupe type-définissable normal H d’indice borné de
G, G/H muni de la topologie logique est un groupe de Lie compact
(connexe).

Preuve. Par le lemme 5.2.13, si G est définissablement t-connexe nous avons
que tous les quotients G/H ou H est type-définissable d’indice borné sont
connexes pour la topologie logique.

(i) — (1) : Supposons (i). Il est évident que G/G existe. Soit p :
G — G/G" la projection canonique. Par le corollaire 3.3.39, nous savons
que G/G™ est la limite projective d'un systeme dirigé (G;)icr de groupes de
Lie compacts. Soit v; : G/G® — G; la surjection correspondante.
Nous avons donc une suite d’homomorphismes surjectifs continus :

eR=Yeyleriyel

Soit H; = ker(v; o u), H; est un sous-groupe type-définissable de G qui
contient G* (car I'image de G par p est nulle) et est donc d’indice borné.
On a également que (,.; H; = G® : si z € G\ G, p(z) = z.G" # GO,
comme G/G* = lim G}, il existe i € I tel que v;(z.G) # 1, ce qui signifie
que x ¢ H;. Par ailleurs, (i) entraine qu’il existe un ensemble fini J C I tel
que (,e; Hi = (;ey Hi : si J n’existe pas, on peut trouver une chaine infinie
strictement décroissante de sous-groupes type-définissables 9, := (1, ., H,
ot s € w. Comme (G}); est dirigé, il existe ig € I tel que (;,c; H; = Hy,. 1
s’en suit que v, : G/G" — G;, est un isomorphisme.

(73) — (i4i) : Supposons (ii). Soit H un sous-groupe normal type-définis-
sable de G, H/G" est un sous-groupe normal fermé de G/G®. La projection
canonique G/G* — (G/G")/(H/G") ~ G/H est continue. Le groupe G/H
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est donc un groupe de Lie compact par 3.2.6 (H est fermé puisque type-
définissable) et par le fait que I'image d’un compact par une application
continue est compacte.

(14i) — (i) : Par l'absurde, supposons (iii) et qu’il existe une chaine
strictement descendante G = Go > G; > G5 > ... de sous-groupes type-
définissables d’indice borné. Par la remarque 5.2.9 (iii), nous pouvons suppo-
ser que les G; sont des sous-groupes normaux de G. Soit H := (., G;. Par
définition, H est un sous-groupe normal, type-définissable et d’indice borné
dans G. Par (iii), G/H est un groupe de Lie compact (pour la topologie
logique). Soit u : G — G/H la projection canonique. Soit H; = u(G;), les
H;/H constituent une chaine infinie strictement descendante de sous-groupes
fermés de G/H, ce qui contredit 3.2.5. O]

6.2 Condition de chaine descendante

Nous allons montrer le théoreme 6.1.3, en montrant que G a la condition
de chaine descendante sur les sous-groupes type-définissables d’indice borné.

Lemme 6.2.1. Soient G un groupe définissable et N un sous-groupe normal
définissable de G. Si N et G/N ont tous deux la DCC sur les sous-groupes
type-définissables dindice borné, alors G aussi.

Preuve. Soient H; < Hjy des sous-groupes de G types-définissables et d’in-
dices bornés dans G. On a clairement que H; " N et H;N/N (ou ¢ = 1,2)
sont des sous-groupes définissables d’indices bornés de G et G/N (considéré
comme un groupe définissable par I’élimination de imaginaires).

De plus, si Hi NN = Hy N N, alors on peut trouver un élément = ¢ N
tel que Hy \ H;. Ce qui implique que HiN/N & HyN/N car x mod N €
(H2N/N)\ (HLN/N). 0

Lemme 6.2.2. Soit G un groupe définissable non-commutatif. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) G ne posséde pas de sous-groupe propre commutatif normal infini.

(i1) G ne posséde pas de sous-groupe propre commutatif normal définissable

Preuve. (i) — (it) est évident.

Montrons donc que (i) — (7).
Supposons que G possede un sous-groupe propre commutatif normal infini
A. Nous allons construire dans G un sous-groupe propre commutatif normal
infini.
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Nous définissons le centralisateur de A dans G étant Cg(A) = {g € G :
Va € A,lg,a] := g 'a 'ga = 1}. Comme A est commutatif, A C Cg(A). De
plus, A C B = Cg(A) D Cg(B). Donc, CsCq(A) C Ci(A). Par définition
du centralisateur, nous avons également que A C CxCq(A) (car pour tous
z,y € G, [x,y] = 1= [y,z] = 1). Ainsi on obtient

AC C(;Og(A) C Og(A)

Nous allons montrer les assertions suivantes :

(a) Si N est normal dans G, C(N) l'est aussi. (Donc, comme A est normal
dans G, CgCg(A) est normal dans G) ;

(b) CeCq(A) est définissable;
(¢) CaCq(A) est commutatif;
(d) CeCq(A) est un sous-groupe propre infini de G.

(a) Solent g € G, a € Cg(N) et n € N, comme N est normal dans G,
g 'ng € N, donc (gag™)n = ga(g~'ng)g™" = g(g7'ng)ag™ = n(gag™).
Cela nous montre que Cg(NV) est normal dans G.

(b) Nous pouvons écrire le centralisateur de A comme une intersection de
sous-groupes définissables dans G. Soit F' I’ensemble des parties finies de A,

Ca(A) = [ CalAy).

AgEF

Or nous savons par le lemme 4.2.20 que G a la condition de chaine des-
cendante sur les sous-groupes définissables. Donc, il existe Ag € F' tel que
Ce(A) = Ce(Ap), ce qui montre bien que C(A) est définissable.

On montre en répétant cet argument que CgCq(A) est définissable.

(¢) Un sous-groupe H < G est commutatif ssi Cq(H) D H. Or nous sa-
vons que CaCq(A) C Ce(A), ce qui implique que CCeCiq(A) D CaCa(A).
Le groupe CCq(A) est donc commutatif.

(d) Comme A est infini et A C CeCq(A), CaCq(A) est infini. De plus,
comme G n’est pas commutatif, le groupe CoCq(A) étant commutatif, il ne
peut pas étre égal a G.

Nous avons donc construit dans G un sous-groupe propre commutatif
normal définissable infini, ce qui acheve la preuve. O

Définition 6.2.3. Soit G un groupe définissable.

(i) Nous dirons que G est définissablement simple si G ne possede pas de
sous-groupe définissable propre normal.

(ii) Nous dirons que G est semi-simple s’il ne possede pas de sous-groupe
propre commutatif normal infini.
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Preuve du théoréme 6.1.3. Soit G un groupe définissable. Par la pro-
position 6.1.4, il suffit de montrer que G a la DCC sur les sous-groupes
type-définissables d’indice borné.

Par trois étapes, nous allons montrer qu’il est possible de renforcer les
hypotheses faites sur GG sans pour autant perdre de généralité.

FEtape 1. Nous pouvons supposer que GG est définissablement ¢-connexe.

Preuve. Si G ne l'est pas, sa composante définissablement t-connexe G° est
son plus petit sous-groupe définissable propre d’indice fini. De plus, G est
définissablement t-connexe et si G° a la DCC, il est clair que G aussi a la
DCC. ]

FEtape 2. On peut supposer que G est commutatif.

Preuve. Nous allons construire récursivement une suite finie de sous-groupes
définissables normaux de G :

M =Ny<-- <N,

tels que pour tout i = 0,...,k — 1, le quotient N,y;/N; soit commutatif et
G /Ny, soit semi-simple ou commutatif.

Par le lemme 6.2.1, cela sera suffisant d’avoir la DCC sur tous les N;;1/N;
et sur G/ Ny, (ce sont des groupes définissables car M élimine les imaginaires).

Dans le cas ou G est semi-simple, [17] (théoréme 4.1) montre (en ca-
ractérisant les groupes semi-simples) qu’on peut se ramener au cas definissa-
blement simple. Dans [21], proposition 3.6, Anand Pillay prouve complétement
la conjecture 6.1.1 (et donc prouve aussi ce théoreme) dans le cas ou G est
définissablement simple (et non commutatif).

Cela nous ramene bien au cas commutatif.

Voici donc la construction de cette suite de sous-groupes :

Si G est semi-simple ou commutatif, la suite se limite a {1} = Ny. Si G n’est
ni semi-simple, ni commutatif, il possede par le lemme 6.2.2 un sous-groupe
propre Ny qui est commutatif normal définissable infini.

Comme Ny est infini, dim(Np) > 1.

A chaque étape i, G/N; est un groupe définissable (par I’élimination des
imaginaires). S’il est semi-simple ou commutatif, la construction s’arréte,
sinon, on itére la construction : on a un sous-groupe propre N;,1/N; de G/N;
qui est commutatif normal définissable infini. On obtient comme cela la suite
de sous-groupes définissables souhaités.

Pour tout i, N;y1/N; est infini, par le lemme 2.4.12, dim(N;;1) > dim(N;).
La suite N; est donc finie puisque G est de dimension finie. ]
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Par ’absurde, supposons que G soit définissablement ¢-connexe, com-
mutatif et qu’il possede une chaine infinie strictement descendante de sous-
groupes type-définissables d’indice borné H; > Hy > ...

Etape 3. On peut supposer que le langage £ est dénombrable et que tous
les H; (ainsi que G) sont type-définis sur une sous-structure élémentaire
dénombrable My < M.

Preuve. Nous allons montrer, grace au lemme 5.2.15, que nous pouvons sup-
poser que les H; sont type-définis par au plus ¥y formules. En effet, si pour
tout ¢, H; = Njeyi)H;; ou les Hy; sont définis par au plus Ny formules, on
peut poser Hj := Hjj, ol j; est un élément (n’importe lequel) de J(1). Il est
clair que H; D H; et nous allons supposer par hypothese de récurrence que
pour tout 1 < i <n, H; C H/_,.
Ensuite, nous posons H), := H|,_, N H,;, ou j, est tel que Hy,;, 2 H,1
(un tel j, existe car la chaine H; > Hy > ... est strictement décroissante
et H, = NjejmyHyj). Il est clair que H), C H),_; et par le bon choix de
Jn, H), & H]_,. De plus, on a que H), D H, car H, C H, 1 C H_, et
H, C H,;, par construction.

Soit £ un sous-langage dénombrable de L tel que le symbole < soit dans
L', G est L'-définissable (avec parametres dans M éventuels) et toutes les
formules (il n’y en a pas plus d’Rg) qui apparaissent dans la définition des H;
sont des £'-formules (a parametres dans M ). Bien str, nous pouvons trouver
une structure dénombrable My < (M, L') telle que G et tous les H; soient
(type-)définis sur M. ]

Soit H le plus petit sous-groupe de G d’indice borné qui est type-défi-
nissable sur M,. Ce groupe H existe par la proposition 5.2.12, et est parfois
noté G%J .

Désormais, nous prendrons une notation additive pour l'opération de G.

Lemme 6.2.4. H est divisible et définissablement t-conneze.

Preuve. Par le corollaire 4.3.9, pour tout n > 1, G n’a qu'un nombre fini
d’élements d’ordre n. Par conséquent, 'application n : G — G : x — n.x est
de noyau fini (disons de cardinalité [). Notons G[n] ce noyau.

Les éléments de G étant des éléments de M*, nous pouvons les ranger par
ordre lexicographique. Nous avons donc pour tout ¢ = 1,...,[ une L-formule
du premier ordre telle que ¢;(z) = "x € G et x est le i® élément de sa classe
modulo G[n]”.

Comme G = |J'_, ¢:(M*), on en déduit quil existe j € {1,...,1} tel
que dim(¢;(M*)) = dim(G). De plus, la bijection définissable z +— n.z :
¢;(M*) — nG nous assure que dim(¢;(M*)) = dim(nG). Dot dim(G) =
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dim(¢;(M*)) = dim(n.G). On en déduit que [G : nG] est fini (sinon on a une
relation d’équivalence dont une infinité de classes sont de méme dimension
que G, ce qui contredit 2.4.12). Comme G est définissablement ¢-connexe,
on en déduit que nG = G (car G ne possede pas de sous-groupe propre
définissable d’indice fini).

Autrement dit, G est divisible.

Pour tout n, nH est type-définissable sur M,. De plus, nous avons une

surjection
G/H - nG/nH :g+ H — ng+nH.

Cette application est bien définie car g1 —go € H = (ng1—ng2) = n(g1—g2) €
nH. Par conséquent [G : H| > [nG : nH] = |G : nH]. L'indice de nH dans
G est donc borné. Comme nH C H, on en déduit que nH = H (car H
est le plus petit sous-groupe d’indice borné type-définissable sur M), ce qui
montre déja que H est divisible.

Par le théoreme 5.2.17, la composante définissablement t-connexe de 0
dans H est un sous-groupe type-définissable de H d’indice borné et type-
défini sur My. Donc ce groupe est égal a H qui par conséquent est définissa-
blement ¢-connexe. ]

Lemme 6.2.5. G/H est un groupe de Lie compact.

Preuve. Comme L est dénombrable et H est type-défini sur M, qui est
dénombrable, par le lemme 5.1.7, G/H possede une base dénombrable.

Comme H est définissablement t-connexe, par le théoreme 5.2.18, G/H
est localement connexe. Comme nous avons supposé que G est définissa-
blement ¢-connexe, par le lemme 5.2.13, G/H est connexe. Nous avons donc
toutes les hypotheses nécessaires pour appliquer le fait 3.3.42 sur le groupe
G/H, qui est donc un produit dénombrable de copies de S*.

Nous allons montrer que G/H n’a qu'un nombre fini d’éléments d’ordre
2, ce qui entrainera que G/ H est un produit fini de copies de S* et terminera
la preuve du lemme. Si nous avons dans GG/H un élément a + H d’ordre 2,
cela veut dire que 2a € H et comme H est divisible, on peut trouver h € H
tel que 2h = 2a. Nous avons donc que 2.(a — h) = 0 ce qui nous donne un
élément d’ordre 2 qui appartient au translaté a + H. Donc si G/H contient
une infinité d’éléments d’ordre 2 (disons a;.H : ¢ < w) alors G aussi (au
moins un dans chaque a;.H), ce qui contredit le corollaire 4.3.9. O]

Les sous-groupes H;/H de G/H forment une chaine infinie décroissante
de sous-groupes fermés de G/H ce qui contredit la proposition 3.2.5 puisque
G/H est un groupe de Lie compact. ]
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