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1. Introduction

Dans un groupe de type fini I', tout élément s’écrit comme un mot en les
générateurs et leurs inverses. On dit que T est & croissance polynomiale s’il
existe un polynéme p(z) tel que, pour chaque n € N, le nombre d’éléments
de T pouvant s’écrire comme des mots de longueur < n est borné par p(n).

Par exemple, tout groupe abélien de type fini est a croissance polyno-
miale. Wolf a démontré qu’en fait, tout groupe nilpotent de type fini est
a croissance polynomiale. D’autre part, toute extension finie d’un groupe
a croissance polynomiale est encore & croissance polynomiale ([3]).

M. Gromov a démontré la difficile réciproque du résultat de Wolf: tout
groupe a croissance polynomiale est nilpotent-par-fini ([3]).

L’argument essentiel de la preuve de Gromov est d’associer, a tout groupe
a croissance polynomiale I', un espace métrique Y possédant de bonnes
propriétés. Pour construire cet espace, Gromov utilise une notion de limite
d’espaces métriques, associée & la définition d’une “distance de Hausdorft”
entre deux espaces métriques pointés propres ([3]).
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Van den Dries et Wilkie ont ensuite revu la preuve de Gromov et ont
montré qu’en utilisant une notion d’ “ultraproduit limité” d’espaces mé-
triques, on pouvait associer a tout groupe de type fini I' un espace métrique
Y complet, homogene et connexe. Lorsque le groupe I est a croissance po-
lynomiale, ils démontrent que cet espace est de plus localement compact
et de dimension finie, autrement dit qu’il possede toutes les propriétés
nécessaires a la preuve de Gromov ([10]).

Une question naturelle (posée en particulier par R.G. Moller (Reykjavik)
[7]) est de savoir si les deux espaces définis I'un par Gromov (grace aux
limites d’espaces métriques), Pautre par van den Dries et Wilkie (grace
aux ultraproduits), sont isométriques.

Nous allons établir une telle isométrie dans le cas un peu plus général de
la construction d’un espace Y associé a une famille {E; };en d’espaces mé-
triques pointés propres (possédant de bonnes propriétés). Nous montrerons
aussi que sous des hypotheses appropriées sur les espaces FE;, cet espace
Y sera complet, homogene, connexe, localement compact et de dimension
finie.

2. Groupes a croissance polynomiale

Soit I un groupe de type fini, engendré par une partie finie X.
La fonction longueur sur I' est définie par:

|-] = |-|x:T—=N avec

lg] = longueur d’un plus court représentant de g
dans l’alphabet X U X L.

Propriétés
(a) |g| =0« g =e (ou e est 'identité de T),
(b) lgl = |97,
(c) ghl <lgl+ |h].

Ces propriétés de la fonction longueur permettent de définir une métrique
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sur I' par:
d=dx:TxT' - R  avecd(g,h)=|g *hl|

Cette métrique possede de plus la propriété d’étre invariante a gauche i.e.
d(ag,ah) = d(g, h).

Notons par B(n) la boule fermée de centre e et de rayon n dans I'.

La fonction de croissance sur I' est définie par:

G = GX :N—- N

avec G(n) = #B(n) = nombre d’éléments du groupe
représentables comme des mots sur
X U X! de longueur < n.

Définitions

(a) T est & croissance polynomiale s’il existe d € N, ¢ > 0 tels que
G(n) < en pour n > 1.
La borne inférieure de tels d est appelée le degré de croissance de T'.

(b) T est & croissance exponentielle s’il existe ¢ > 1 tel que G(n) > "
pour n > 0. O

Remarquons que, si X et X' sont deux ensembles générateurs pour T,
alors les métriques dx et dx: associées respectivement & X et X' sont
équivalentes. Cela implique que la croissance d’un groupe est indépendante
de l’ensemble générateur choisi (et, dans le cas polynomial, le degré de
croissance est aussi indépendant de 1’ensemble générateur choisi).

Exemples
(a) I' = Z™ est un groupe a croissance polynomiale de degré n (n > 1).

(b) Tout groupe abélien de type fini T" est & croissance polynomiale de
degré r, ou r est le rang de I’ (i.e. I' = Z" x C, ot C est un produit
fini de groupes cycliques finis).

(c) Tout groupe nilpotent de type fini est & croissance polynomiale ([12]).

(d) Toute extension d’un groupe & croissance polynomiale par un groupe
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fini est encore a croissance polynomiale ([10], remarque L.6.(iii)). En
particulier, tout groupe qui est une extension d’un groupe nilpotent
par un groupe fini (un tel groupe est appelé nilpotent-par-fini) est &
croissance polynomiale.

(e) Tout groupe résoluble est soit & croissance polynomiale soit & crois-
sance exponentielle ([6], [12]); il en est de méme pour les groupes
linéaires ([9]).

(f) Tout groupe libre est a croissance exponentielle.

(g) Il existe des groupes qui ne sont ni & croissance polynomiale, ni &
croissance exponentielle ([2]). a

M. Gromov a démontré la difficile réciproque du théoreme de Wolf (voir
exemple (c)):

Théoreme 1  ([3])

Tout groupe & croissance polynomiale est nilpotent-par-fini.
Un des éléments fondamentaux de la preuve de Gromov est d’associer a
tout groupe a croissance polynomiale I' un espace métrique Y possédant

les propriétés suivantes :

(a) Y est homogene (i.e. étant donnés deux points quelconques de Y, il
existe une isométrie de ¥ qui applique un point sur 'autre),

(b) Y est connexe et localement connexe,

(¢) Y est complet,

(d) Y est localement compact,

(e) Y est de dimension finie.

Cet espace métrique Y est construit a partir des espaces métriques
(T,d/ni)iz1, ou d est la métrique définie sur I' et (n;) est une suite de

naturels tendant vers l'infini et possédant une propriété de régularité ([3]).

Cette construction peut étre faite selon I’'une des deux méthodes suivantes:
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» Méthode de Gromowv ([3])

On peut définir une notion de “distance de Hausdorff” entre deux espaces
métriques pointés propres (i.e. out toute boule fermée de rayon fini est com-
pacte), ce qui permet d’introduire la notion de limite d’espaces métriques.
Des criteres de convergence permettent alors de prouver que, si la suite
(ni)i>1 possede une propriété de régularité, alors la suite {(,d/n:)},,
admet une sous-suite convergente dont la limite est un espace métrique/Y
possédant les propriétés (a) — (e).

» Méthode de van den Dries et Wilkie ([10])

On peut définir une notion d’ “ultraproduit limité” des espaces métriques
(T',d/n;i)iz1. L’avantage de cette méthode est que ’'on peut associer un
espace métrique Y a tout groupe de type fini I': si (n;) est une suite de
naturels tendant vers linfini, alors I’ “ultraproduit limité” des (T',d/n;)
est un espace métrique possédant les propriétés (a) — (c).

Si, de plus, I" est & croissance polynomiale, et si la suite (n;);>1 possede une
A7

propriété de régularité, alors I’ “ultraproduit limité” des (I, d/n;) posséde
les propriétés (d) et (e).

Exemples. Dans les exemples suivants, I’espace métrique associé au groupe
a croissance polynomiale considéré est obtenu en construisant 1’ “ultrapro-
duit limité” des (T, d/n;).

(a) L’espace métrique associé a Z"™ est isométrique a R™ muni de la dis-
tance d((r;), (si)) = Y_; |ri — si|. Ce résultat s’étend aux groupes abé-
liens de type fini.

(b) L’espace métrique associé & un groupe nilpotent de type fini T" est
homéomorphe & R" (ol n est la somme des rangs des quotients de la
série centrale descendante de I'; le rang d’un groupe abélien de type
fini A étant l’entier naturel n tel que A = Z" x C, ou C est un produit
fini de groupes cycliques finis) muni de la métrique d((r;), (s;)) =

> oilri = sil ([8])- 0

Une question naturelle est de savoir si les deux espaces construits 'un par
la méthode de Gromov, 'autre par la méthode de van den Dries et Wilkie,
sont isométriques.
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La réponse est donnée par le résultat suivant :

Théoréme 2. Soit I un groupe de type fini a croissance polynomiale, et
soit d la métrique définie sur I'. Soit (n;);>1 une suite de naturels
tendant vers I'infini, et notons I'; = (T, d/n;), pouri > 1.

Alors, on peut choisir convenablement la suite (n;) de telle facon que
la suite {I';},, contienne une sous-suite convergente {L';,},-, (se-
lon la notion de convergence définie par Gromov) dont la limite est
isométrique a I’ “ultraproduit limité” des I';,, k > 1.

Pour prouver ce théoréme, nous allons d’abord rappeler les notions d’ “ultra-
produits limités” et de limites d’espaces métriques que nous utiliserons.

Remarquons que la définition de la distance de Hausdorff entre deux es-
paces métriques pointés propres que nous utiliserons ici n’est pas tout a
fait celle introduite par Gromov ([3]) mais la version adaptée donnée par
Tits ([9]).

3. Ultraproduits d'espaces métriques

Soit {(F;,d;)};cy une famille d’espaces métriques et choisissons un point
de référence e; dans chacun des F;. Soit & un ultrafiltre non principal sur
N. On note par [[;cy Ei/U Pultraproduit des E; modulo I'ultrafiltre U,
et [z;] la classe de la suite (x;) dans ], .y Ei/U (une référence pour les
ultraproduits est ([1])).

i€EN

Dans l’espace []
R* = RN /U

ien Ei/U, on a une “distance” d* = [d;] a valeurs dans

Pour obtenir un espace muni d’une distance a valeurs dans R, définissons
I’ensemble suivant :

H E;/U = {:L“Z]EHE/Z/{ ‘ supd x,,el)<+oo}/ ~

i€N ieN

ou & est une relation d’équivalence sur ’ensemble

{l

supd (zi,€;) < +oo}
ieN
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définie par:

rry & st(di(z,y:) = 0,
oux = [z;],y = [yi], (r;)~ désigne la classe de la suite de réels (r;) dans R*
et st(r;)~ désigne la partie standard de (r;)™ (c’est-a-dire 'unique réel

standard tel que (r;)~ — st(r;)™ est infiniment petit).

Notons (z;)* la classe d’équivalence de [z;] dans [] . Ei/U, et choisissons
e = (e;)™ comme point de référence dans cet espace.

On définit une métrique d sur [}y E; /U par:
d((x:)™, (:)~) = st(di(zi,y:)) "

Lespace E = ([Ticy Ei/U,d) est appelé 'ultraproduit limité des espaces
métriques F;, ou, plus simplement, 'ultraproduit des espaces métriques
E; s’il n’y a pas de risque de confusion.

Remarques

(a) Une définition équivalence de I'espace [];.y Ei/U est donnée par:

[ E/u = F/p

ieN

ou F' = {[ﬂfz] € [Lien Ei/U | (di(zi,ei)™ € Rﬁn} (Rfn désignant
Pensemble des réels non standards finis) et z py < (di(x;,y:))”~
est infiniment petit.

(b) L’espace H:EN E;/U dépend du choix des e;. Cependant, on peut
facilement montrer que si {i € N | E; est homogene} € U alors
les espaces obtenus & partir de deux suites différentes (e;)ien de
points de références sont isométriques.

Propriétés
(a) E est complet.
(b) Si {i € N| E; est homogéne} € U, alors E est homogene.

(c) Supposons que l'on se trouve dans le cas particulier ou chaque
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distance d; peut se mettre sous la forme d; = d/n;, ou dj est
une distance sur E; a valeurs dans N et (n;);en est une suite de
naturels tendant vers l'infini.

Nous dirons que (E;,d}) a la P.C.D. (propriété de connexité dis-
crete) si, pour z,y € E;, on a:

di(z,y) =n = 3o =xz,21,...,2p =y : di(zj,zj41) =1
pour 0 <j<n—1

Si{i e N| E; ala P.C.D.} € U, alors E est connexe par arcs (donc
connexe).

Remarque. [ ], .\ Ei;/U est un espace métrique nonstandard (voir [5],
p. 62), et 'espace HZGN E; /U est exactement le “nonstandard hull” de
[Licn Ei/U. On en déduit que erN E; /U est un espace métrique com-
plet ([5], p. 62, proposition I11.3.6). Nous donnons cependant la preuve
dans ce cas particulier afin de faciliter la lecture de notre article.

PREUVE. — (a) Soit (2, )nen une suite de Cauchy dans E i.e.
1
Vk e N\ {0} IM(k) e N Vm,n > M(k) d(z,,z,) < e
Posons z,, = (a:m)z, on a [Tn;] € [[;en Ei/U et (di(xn,i; Tm,i))~ < 1/k si
n,m > M(k).

Les ensembles 4y = {z = [z;] € [[;en Ei/U | (di(zi,nrry,i))” < 1/k}
sont définissables.
De plus (), Ae # @ car [2n;:] € (ygp Ae sin 2 r}1<a]§<M(€). Comme
[Lien Ei/U est Ry-saturé ([1]), on a )

| A#2.

keN\{0}

Soit [z;] € () Ag.On a alors
keN\{o}

~

(di(zivei))” < (di(mi,zamrnyi)” + (dil@ay,is ) < +oo.
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On peut donc considérer z = (z;)® € E. De plus, on a:

~

(di(zi,200))” < (di@i,enyi))” + (di(@ar)irTni)) -

Donc (d;i(zi,xn,:))~ < 2/k si n > M(k), autrement dit =, — = lorsque
n — +o0o.

(b) Soient z,y € E, on veut trouver o une isométrie de E telle que
o(z) =y.

Posons = (z;)~, y = (y;)® et I = {i € N | E; est homogene}.

Pour i € I, il existe une isométrie o; de E; telle que o;(z;) = y;. Pour
i ¢ I,on pose o; = 1g,. On a alors [o;(z;)] = [y;] donc (o:(2:))~ = (y:)~.
On a aussi, pour z1 = (21,4)~, 22 = (22,;))¥ € E:

(di(04(21,1),0i(22,0))) " = (di(21,4,20,6))" = d(z1,20).

Enfin, si z = (2;)® € E, alors
(di(oi(z:),€:))” (di(os(2:), 04(:)) " + (di(oi(zs),e:))
< (di(zi,2:))” + (di(yi,es))” < 4oo0.

~

~

IN

Donc ¢ = (0;)™ (définie par o ((2;)%) = (04(2;))7) est une isométrie de F
qui envoie  sur y.

(C) Par hypothese, on a d; = d}/n; avec d; : E; x E; — N et (n;);en une
suite de naturels tendant vers l’infini.
Soient x = (x;)~ et y = (y;)~ dans E et supposons d(z,y) = r c’est-a-dire

o o)\ ™
st (L(%,y,)) =
n;

On veut trouver une isométrie f : [0,7] — E telle que f(0) =z et f(r) = y.

Posons ,
mi _ G@oY) gy (e )

g L

et
I={ieN|E;alaP.CD.}.
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» Sii € I, on peut trouver xf = z;,z}, ... ,;rfni = y; dans E; tels que
di(%,2%,,) =1pour 0 < j<m; — 1.

» Sii ¢ I, on choisit des éléments quelconques zf, !, ..., a%, dans E;
de telle fagon que zy = z; et xy,. = y;.

On a donc z = (z§)~ et y = (z,,)~.

Soit s € [0, r], posons :

f(s) = () avec a; = FE (smi)

r

(ou E désigne la partie entiere). Alors

F0) = (@)% = & et f(r)=(a},) = v.

On vérifie de plus facilement que f est une isométrie. O

4. Limites d'espaces métriques

4.1. Distance entre deux espaces métriques

Les notions de distances que nous allons donner ici sont les définitions
adaptées par Tits des distances utilisées par Gromov pour démontrer son
résultat (][9], [3]). Les définitions de ces distances ainsi que les démons-
trations détaillées de leurs propriétés sont aussi reprises dans ([11], cha-
pitre IV).

4.1.1. Distance entre deux sous-espaces d'un espace métrique

Soit Z un espace muni d’une métrique §. Soient X,Y deux sous-espaces
fermés de Z. On définit les e-voisinages de X et Y respectivement par:

o
€}.

U(X)={z€Z |3z e X :0(z,2)

<
et U(Y)={2€Z|FyeY :4(y,2) <
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On peut alors définir une distance H? (“distance de Hausdorff”) entre ces
deux sous-espaces par:

HY(X,)Y)=inf{e>0|Y CU(X) et X CUY)}.

Cette distance peut étre infinie mais possede toutes les propriétés d’une
métrique.

4.1.2. Distance de Hausdorff entre deux espaces compacts

Soient X, Y deux espaces métriques et soit Z = XUY leur union disjointe.
Une métrique sur Z est dite admissible si ses restrictions a X et & Y sont
égales respectivement aux métriques de départ dans X et Y.

Par exemple, si dx et dy sont les métriques dans X et Y, et si xg, yo sont

[¢)
des points de référence dans X et Y, alors la métrique d sur Z =X UY
définie de la maniere suivante est admissible :

§(z,2') = dx(z,2) siz,z’ € X,
6(y,y") = dv(y,y") siy,y €Y,
0(x,y) = dx(zo,z)+dy(yo,y)+C sizeX,yey,

ou C est une constante strictement positive.

Lorsque X et Y sont des espaces compacts, la distance de Hausdorff entre
X et Y est définie par:

H(X,Y) = inf H’(X,Y),

ol d§ parcourt toutes les distances admissibles sur Z = X Jy.
Cette distance de Hausdorff possede toute les propriétés d’'une métrique

“a une isométrie pres” c’est-a-dire H(X,Y) = 0 & X, Y sont isométriques
(voir [3], [9] ou [11]).

4.1.3. Distance entre deux espaces métriques propres

Rappelons qu’un espace métrique X est dit propre si toute boule fermée
de rayon fini de X est compacte.
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Pour définir une “distance” entre deux espaces métriques propres, on choi-
sit un point de référence dans chacun de ces espaces.

Soient donc (X, zo), (Y, yo) deux espaces métriques pointés propres et &

une distance admissible sur Z = X UY. On pose:

B((X,20), (V10),0) = inf{e > 0] d(wo,p0) <€, Buy(1/6) C UY)

et By,(1/e) C UL(X)}
(les inclusions sont considérées relativement a 0).
On définit alors:

H((Xv :L‘g), (Ya yU)) = Hgf h((Xa mO): (Ya y0)>6)7

ol d parcourt toutes les distances admissibles sur Z = X Y. H est une
sorte de “distance de Hausdorff” modifiée entre (X, zo) et (Y, yo).

Propriétés (voir [3], [9] ou [11])

(a) H((X, o), (Y,0)) = H((Y,10), (X, 20))

(b) H((X,0),(Y,y0)) =0« X,Y sont isométriques

(¢) Soit (Z,z9) un troisiéme espace métrique pointé propre, alors :
H((X,20), (Y,90)) + H((Y,90),(Z,20)) > H((X,0),(Z, 20))

si les distances H((X,z0), (Y,y0)) et H((Y,y0), (Z, 20)) sont suffi-
samment petites (disons < 1/2).
4.2. Limites d'espaces métriques

4.2.1. Convergence
Soient (X, ;) des espaces métriques pointés propres, j € N,

On dit que cette suite d’espaces converge vers un espace métrique pointé
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propre (Y,y), ce que l'on note (X;,z;) — (Y,y), ssi
Jj—+o0o

lim g((vaxj)v (Ya y)) =0.

Jj—+o0

Si {(X j,a:j)}jeN est une suite convergente d’espaces métriques pointés

propres, alors cette suite est de Cauchy (pour la distance H) et la limite
est unique a une isométrie pres.

Proposition 3 (voir [3], [9] ou [11])

Si les espaces X sont compacts et de diametres uniformément bornés,
et si (Xj,2;) — (Y,y), alors lim H(X;,Y)=0.
j—=+oo J—rtoo

4.2.2. Suites uniformément compactes d'espaces métriques

Définition. Une famille {Xj}jeN d’espaces métriques compacts est dite
uniformément compacte si les diametres des X; sont uniformément bornés
et si I'une des deux conditions équivalentes suivantes est satisfaite:

(a) pour tout € > 0, il existe N = N (e) tel que chaque espace X;, j € N,
peut étre recouvert par N boules de rayon €;

(b) pour tout € > 0, il existe M = M (€) tel que, dans chaque espace X},
j € N, on peut trouver au plus M boules disjointes de rayon e. O

Critére de compacite. Soit { X}, une famille d’espaces métriques com-
pacts uniformément compacte. Alors il existe une sous-suite { X, }, o
(avec limy s 4 oo jr = +00) qui converge pour la distance de Hausdorff
H vers Iespace métrique compact Y = ([[jen Xj. /U, d) (ou U est un
ultrafiltre non principal sur N).

Dans [3], l’existence d’une sous-suite convergeant vers un espace métrique
compact est démontrée. Nous montrons de plus que la limite de cette sous-
suite est isométrique a l'ultraproduit des éléments de cette sous-suite.

Notre preuve se fait en trois lemmes, le premier reprenant la premiere
partie de la preuve de Gromov ([3]).
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Lemme 4. Si la famille {X; }j o d’espaces métriques compacts est unifor-
mément compacte, alors il existe un espace métrique compact F tel
que chaque X; peut étre envoyé isométriquement dans F'.

PREUVE (voir [3]). — Considérons la suite de réels ¢; =27, i > 1, et soit
N; € N tel que chaque X, j € N, peut étre recouvert par IN; boules de
rayon €;.

Notons A; ’ensemble de toutes les suites finies de la forme (n1,ns,. .., n;),
avec 1 <np < Ni, 1 <na < Noy.oo o, 1 < my < N, et osoit py: A — A
la projection naturelle.

Alors, pour chaque j € N, il existe des applications I J’ : A; = X possédant
les propriétés suivantes :

(a) l'image de IJ’f forme un e;-filtre dans Xj, i.e. les boules de rayon ¢;
centrées en les points de cette image recouvrent Xj ;

(b) pour chaque a € A;4; (i > 1), le point I]’:H (a) est contenu dans la
boule de rayon 2e; centrée en I’ (p;(a)).

En effet, chaque X est recouvert par N; boules de rayon €;. On définit I Jl
comme étant une bijection quelconque de A; sur les centres de ces boules.

Supposons maintenant que les applications I]’: ont été construites pour
chaque j € N. Dans chaque X, couvrons chaque boule de rayon ¢; par
au plus N;y1 boules de rayon €;11, et appliquons surjectivement A;4q
sur I’ensemble des centres de ces boules de rayon €;;1 de telle fagon que
(n1,n9,...,mi41) € Aiy1 soit envoyé sur le centre d’une des boules de
rayon €;41 qui recouvrent la boule de rayon ¢; centrée en IJ’: (n1,ne,...,n;).

Cela définit les applications ;"'

Notons A = (J:2, A; et I; : A — X lapplication correspondant & tous
les I7 (i > 1).

Soit F' l’espace de toutes les fonctions bornées de A dans R muni de
la norme ||f|| = sup,ea |f(a)|, et soit I C F' l'ensemble de toutes les
fonctions de F’ vérifiant :

{ sia € Ay, alors 0 < f(a) < sup diam(Xj);

j
sia€ A;, i > 1, alors |f(a) — f(pi—1(a))| < 2€;_1.
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F est un espace compact.

Définissons les applications hj : X; = F' (j € N) comme suit :
(hj(2))(a) = d;j(2,I;(a)), onzeXjacA

(d; désigne la métrique sur X;).

Alors, pour chaque j € N, h; est une isométrie et I'image de h; est incluse
a F ([11], chapitre IV). m|

Remarquons que, pour terminer la preuve du critere de compacité, Gromov
utilise le résultat suivant :

Si F' est un espace métrique compact avec une métrique 8, alors
Pespace de toutes les parties compactes de F' est un espace com-
pact relativement a la distance de Hausdorff H°.

En identifiant chaque X; avec son image h;(X;) dans F, cela lui permet
de trouver une sous-suite {Xj, }, . qui converge vers un espace métrique
compact Y C F, c’est-a-dire limg_ o0 H® (X;,,Y) = 0, ot § est la mé-
trique associée & la norme dans F' D F'.

On a donc aussi lim H (X;,,Y) =0.

k—+o0

Nous n’allons pas procéder de cette maniére mais terminer la preuve du
critere de compacité grace aux deux lemmes suivants.

Lemme 5. La suite {h;(X;)},cy de sous-espaces compacts de F' admet

une sous-suite de Cauchy pour la distance de Hausdorff H%, ot § est
la métrique associée a la norme sur F' O F.

PREUVE. — Comme A = J;°, A; est dénombrable, on peut écrire A =
{a, : n € N}, et on suppose qu’il existe ng =0 < ny < --- < n; <--- tels
que, pour chaque i > 1, 4; C {ap : nj—1 < n < n;}.

Considérons la suite {h;(I; (ao))}jeN. Comme F est compact, cette suite

admet une sous-suite convergente {h;(I; (ao))}jejo.

La suite {hj(lj(afl))}
(Jl C JO)

je., admet une sous-suite convergente {h;(I;(ar)) }J.EJ1
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Plus généralement, pour n > 1, la suite {h;(I;(an))} admet une

J€Jn-1
sous-suite convergente {h;(I;(an))} Jn C Jp-1).

je

Soit J = Diag J, ’ensemble des indices dont le n-ieme élément est le
n-ieme élément de .J,,.

On peut alors montrer que la suite {hj(Xj)}jEJ est de Cauchy pour la
distance H?. a

Lemme 6. La sous-suite obtenue au lemme 5 converge pour la distance de
Hausdorff vers I'ultraproduit des espaces métriques X;, j € J, i.e.:

. *
i (5 T 6) = o

(ott U est un ultrafiltre non principal sur J).

PREUVE. — Si j € J, on a une isométrie h; : X; — F' définie par
(hj(z))(a) = dj(z, Ij(a)), avec z € X, a € A.

Définissons ’application h : H:EJ X /U — F' par
h=(hg)® e (h(:v))(a) = St(dk(wk, Ik(a)))N
avec x = (1)~ € [T1es Xi/U et a € A.

Alors h est une isométrie et 'image de h est contenue dans F' ([11], cha-
pitre IV).

Soit € > 0, on peut alors montrer que

Jim H° (Xj, H*Xk/u) —0,

JjEJ keJ
ot § est la métrique admissible sur X; U [T;cs Xk/U définie par:
6(zj, @) = |[hj(x;) — M(@)]| + €,

sizj € Xjet el Xe/l
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On en déduit finalement que

]_ErJrnooH(Xj,H*Xk/u) — 0.

J€J keJ
O

Corollaire du critere de compacité. Soit {(Yj,y;)};cy une famille d’es-

paces métriques pointés propres. Si, pour chaque n > 1, { By, (n)}jEN
est une famille uniformément compacte (ot By, (n) est la boule
de centre y; et de rayon n dans Y;), alors il existe une sous-suite

{(Y5,v5) bies de {(Y},y;)}jen telle que:

vy~ (I ve/thow),

ieJ keJ

oty = (yr)™ est le point de référence dans [];,; Yi/U (et U est un
ultrafiltre non principal sur J).

PREUVE. — Posons X, = By, (n).

Comme {X j7n}jeN est uniformément compacte (n > 1), on peut appliquer
le critere de compacité.

En particulier, on en déduit qu’il existe J; C N tel que {X} 1 }jeJl converge.

On a aussi que {X ]-72}]. ¢, est uniformément compacte, donc il existe J» C
Ji tel que {Xj2},;, converge.

Plus généralement, si n > 2, {X; .} jeg._, est uniformément compacte,

donc il existe .J, C J,_1 tel que {X]"n}jejn converge.

Soit J = Diag J,, 'ensemble d’indices dont le n-ieme élément est le n-ieme
élément de J,,.

Comme au lemme 6, on peut alors montrer que, pour chaque n > 1:

*
Xjo = 11 Xt

i€J  keJ

pour la distance de Hausdorff H (ol U est un ultrafiltre non principal
sur J).
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On veut maintenant montrer que:

v = (TT Ve/thy) oty = @)™),

JjEJ keJ
c’est-a-dire
Ve>0 djo Vj > jo,j€J

36 distance admissible sur Y; J H*Yk /U
ke

*
keJ
Appliquons pour cela aux X, (pour chaque n > 1) la construction faite

dans la démonstration du critere de compacité.

Soit A} le réseau d’ordre ¢; associé aux X ,,j € J, et soient I} AP —
Xj.n les applications correspondantes.

Pour i > 1, on peut toujours choisir a(i) € AP de telle fagon que
pi(a(i + 1)) = a(i) et que les applications [} , vérifient:

Vi€ di(y;, I, (a(i) < €

(i.e. a(i) est envoyé sur le centre de la boule de rayon €; comprenant y;
du recouvrement de Xj ).

Soient hj, : Xjn — F et hy : H;EJ Xjn/U — F les isométries corres-
pondantes.

On peut aussi supposer que, pour chaque n > 1, pour chaque j € J,
hjn41 prolonge hj, (i.e. on prolonge les recouvrements de X; , en des
recouvrements de X; ,41), ce qui implique que h,41 prolonge hy,.

Soit € > 0 et fixons j € J.

Soit ¢ la distance admissible sur Y 0 [Tics Ye/U définie par:

siz; €Yjet (2)~ € ] "Ya/U,
keT
alors il existe n > 1 tel que z; € X, et (2)~¥ € [] XU ;
keJ
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on pose alors:

6 (2, (21)7) = ||h,-,n(a:j)—hn((zk)“)||+§

(0 est bien une distance car hj 41 prolonge hj , pour chaque n > 1, pour
chaque j € J).

On peut alors montrer qu’il existe jo tel que, pour 5 > jo, j € J, on ait:

h ((Yj,yj) , (H*Yk/u,y),a> <e

keJ

On en déduit:

. . - . ry *
Ve>0 3jo Vi >joj e H (), ([T Verthy) ) <e

keJ
ou encore :
. ~ *
dim 1 (), (T] visuy) | =o.
JjEJ keJ

d

De plus, si les espaces Y; vérifient les hypotheses du corollaire, alors I’es-

pace limite Y = ( 1Y /U, y) possede les propriétés suivantes.
keJ

Proposition 7. Soit {(Y7, yj)}jGN une famille d’espaces métriques pointés

propres et supposons que, pour chaque n > 1, la famille { B, (")}jeN

est uniformément compacte. Fixons k > 1. Pour n > 1, choisissons

jo = jo(n, k) € N et notons N, (k, jo) le nombre de boules des recou-
vrements des By, (n) par des boules de rayon 2=%, pour j > jo.

Soit Y = (H;EJ Y; /U, y) Pespace limite d’une sous-suite convergente
{(Y,95)} 7 de {(Y},y;)}en- Si cet espace limite est homogene, alors :
(a) Y est localement compact,

(b) Supposons qu’il existe d € R tel que, pour chaque n > 1, pour
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chaque k > 1, on peut choisir j, de telle facon que

lim N,(k,jo)- 275 =0

k—+o00

pour tout n > 1, pour tout d > d. Alors Y est de dimension de
Hausdorff < d.

Rappelons ici la définition de la dimension de Hausdorff d’'un espace mé-
trique.

Définition ([4])

Soit (E,d) un espace métrique. Soit p € R, 0 < p < 400, et soit € > 0;

posons
o0

ms(B) = inf 3 [5(F))

i=1

ou F = F{UF>U- - est une quelconque décomposition de E en un nombre
dénombrable de parties de diametre < €, et §(F;) est le diametre de F; (i.e.
6(F;) = sup, . e, d(w, '), et on prend comme convention que [6(F)]° =0
siFy =@ et [6(F)])° =15si F; # 2).

On définit alors la p-mesure de E par:

mp(E) = sgg m,(E).

On montre facilement que, si p < g, alors m,(X) > my(X). Ceci nous
permet de définir la dimension de Hausdorff de E par:

H-dim E =sup{p € R | m,(E) > 0}.
O

Remarquons que l'on a toujours dim E < H-dim E, ou dim F est la di-
mension topologique de E ([4]).

Lemme 8 ([11])

Soit Y un espace métrique localement compact. Pour que Y soit de
dimension de Hausdorff < d, il suffit que toute boule de Y soit de
dimension de Hausdorff < d.
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PREUVE de la proposition 7:

(a) Fixonsn € N\ {0},k>1
Pour un j € J, j > jo = jo(n, k), notons x1(j),z2(j), ..., 2N, (k,jo)(J) les
centres des boules de rayon 27% qui recouvrent By, (n). On a:

Y} = (Hxl(j)7m2(j)7"'7:1"Nn(k,j0)(j))
Nn (]”7]0)

(G@y) <n >\ o) <27).

h=1

Posons

z1 = [21(f)], 22 = [2201)] 5 BN (kjo) = (TN (krjo) ()] -

Alors, on a (puisque U est non principal) :

HYj/uh (Fz1,22,..., 2N, (k,jo))
jeq N, (k,jo)

() (@i <n - AR N <2k).

N . . N *
Comme on est a distance finie, on peut passer a l’espace HjeJ Y; /U,
et on a:

*
[y e @y, )
= Nu(k,jo)

(d(wy) n - \/ dmxh)<2_k)

ot y = (y,)%, d(u,v) = st(d;(uj,v;))” et zj, = (za(j))~ pour h =
1:25-~-5Nn(k:j0)'

On en déduit que la boule de rayon n (centrée en y) dans Y est recouverte
par au plus N, (k, jo) boules de rayon 2% et cela quels que soient k > 1,
n>1.

Ces boules sont donc précompactes. Comme Y est complet, elles sont
aussi & compacité dénombrable, donc compactes puisque Y est un espace
métrique. Comme Y est homogene, toute boule de Y est compacte.
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(b) Par le lemme 8, il suffit de démontrer que toute boule de Y est de
dimension de Hausdorff < d. Par homogénéité de Y, il suffit de le prouver
pour toute boule centrée en y.

Soit B(n) la boule de centre y et de rayon n dans Y. On a prouvé au point
(a) que B(n) peut étre recouverte par N, (k, jo) boules de rayon 2~* (pour
chaque k > 1).

Fixons n > 1. Soit € > 0 et soit k > 1 tel que 27 < e. Alors m¢(B(n)) <
Np(k, jo) - 27FP et c’est vrai quel que soit k tel que 27% < ¢, c’est-d-dire
pour k suffisamment grand.

Or, par hypothese, si p > d, alors limy_, o N, (k,50)27%” = 0. Donc
ms(B(n)) =0sip > d.

Comme c’est vrai quel que soit € > 0, on a my(B(n)) = 0si p > d, ie.
H-dim(B(n)) < d. O

Dans la section suivante, nous allons examiner un cas particulier pour
lequel I’hypothese du point (b) de la proposition 7 pourra étre vérifiée.

5. Espace métrique (continu) associé a
un espace métrique discret

Soit (E, e, d) un espace métrique pointé propre, avec d : E x E — N. Soit
B(n) la boule fermée de centre e et de rayon n dans E (n € N), B(n)
est finie. On note G(n) = #B(n), G est une fonction de N dans N avec
G(0) =1.

Soit (nj)j>1 une suite de naturels tendant vers I'infini. Considérons les
espaces métriques:

d
Y, =|FE,e,— ) >1).
J < 7eanj) (.7/ )

On peut appliquer les résultats obtenus aux sections précédentes aux es-
paces Y :
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~

(a) L’espace Y = (H;>1 Y;/U,y, d) (ot U est un ultrafiltre non principal),
avec y = ()~ et d ((u;)~, (v;)~) =st (ni (uj,vj)) , est complet.
Si E est homogene, alors Y est homogene; si E a la P.C.D., alors Y
est connexe par arcs.

(b) Si, pour chaque n > 1, la famille {Bj(n)},., est uniformément com-
pacte (ot Bj(n) = B(nn;) est la boule de centre e et de rayon n dans
Yj), alors la suite {Yj},, admet une sous-suite convergente {Y;}._;,

dont la limite est isométrique & Y = (H;EJYJ-/Z/{,y,d) (avec U un

ultrafiltre non principal sur J).

Si E est homogene, alors cet espace limite Y est localement compact

et de dimension de Hausdorff finie, lorsque le nombre de boules des

recouvrements des B;(n) par des boules de rayon 2% (k > 1) “ne

croit pas trop vite en fonction de k¥ (pour chaque n > 1).

Dans le cas particulier que nous envisageons ici, cette derniere condition
est équivalente & une condition de régularité sur la suite (n;);>1.

Définition. Une suite (n;);>1 est dite réguliére, s’il existe deux familles
de constantes {a(k)},621 et {b(k)}k>1 telles que, pour chaque 7 > 1, on
ait:

(a) G(nj) < a(k)G (27%n;)  k=1,2,...,],
(b) G (2*n;) < b(k)G(n;) i=12,...,]

(ot 'on prend comme convention que, si r € R*, alors G(r) = G(E(r)),
ou E(r) représente la partie entiere de r). O

Proposition 9. Supposons E homogéne, alors la famille {Bj(2”)}j>1 est
uniformément compacte pour chaque n € N ssi la suite (n;);>1 est
réguliere.

Remarque. Pour que la famille {B;(n)},,, soit uniformément compacte
pour chaque n > 1, il suffit que cette condition soit vérifiée pour une
suite de naturels tendant vers I’infini.
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PREUVE de la proposition. — Si la famille {B;(2")};>1 est uniformément
compacte pour chaque n € N, alors:

» pour tout k > 1, il existe a(k) tel que B;(1) est recouverte par a(k)
boules de rayon 2% quel que soit j > 1; donc G(n;) < a(k)G(2 *n;);

» pour tout k > 1, il existe b(k) tel que B;(2*) est recouverte par b(k)
boules de rayon 1, quel que soit j > 1; donc G(2¥n;) < b(k)G(n;).

Supposons maintenant que la suite (n;);>1 est réguliere. Pour chaque j >
1, on a alors:

» dans B;(1), on peut trouver au plus a(k) boules disjointes de rayon 2%,
k=1,2,...,5;

» dans B;(2*), on peut trouver au plus b(k) boules disjointes de rayon 1,
k=1,2,....7.

Soit j > 2, soit k € {1,2,...,5}. On a donc:

» B;(1/2) peut étre recouverte par a(k) boules de rayon 2~ *+1,
k=1,2,...,5;

» B;(2*71) peut étre recouverte par b(k)a(2) boules de rayon 1/2,
k=1,2,....5.

Finalement, on a que, si j > max((, k), alors B; (2°=!) est recouverte par
au plus b(£)a(2)a(k) boules de rayon 2 ++1,

Ou encore, il existe jo tel que, si j > jo, alors B;(2") est recouverte par
au plus b(n + 1)a(2)a(k + 1) boules de rayon 2% (jo est une fonction de
k et de n). On a donc Ny (k, jo) = b(n + 1)a(2)a(k + 1). O

Corollaire 10. S’il existe d € R tel que i lirf a(k) -2k — 0 pour chaque
e ——+00
d > d, alors Y est de dimension de Hausdorff < d.

Nous allons maintenant montrer que, si ’espace métrique E vérifie cer-
taines conditions, alors on peut construire une suite de naturels réguliere
tendant vers l'infini.
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Proposition 11. Soit (E,e,d) un espace métrique pointé propre, avec d :
E x E — N. Supposons que E a la P.C.D. (propriété de connexité
discréte) i.e.

sid(x,e) =p (pour z € E, p € N),
alors il existe vo = e,x1,%2,...,Z, = T dans E tels que
d(z;,xi41) =1 pouri=0,1,...,p—1.

Si la fonction G(n) = #B(n) vérifie:
Vi e N\ {0} G(2F) <c-2%,

ot ¢,d sont deux constantes, alors il existe une suite (nj);>1 tendant
vers ’infini et vérifiant, pour chaque 7 > 1:

(a) log (G (27%n;)) > log (G(n;)) —k(d+1)log2 k=1,2,...,5;
(b) log (G (2%n;)) <log (G (nj)) + 16* 1 (d+1)  k=1,2,...,5

En particulier, cette suite est réguliére avec a(k) = 2841 et b(k) =
616k+1(d+1) (pour k > 1).

PREUVE. — 1l suffit de reprendre la preuve de l'existence d’une suite
réguliere donnée dans [3]: la suite (n;);>1 obtenue est une sous-suite de
la suite des puissances de 2. O

Remarquons que, pour la suite réguliere donnée dans cette proposition,
on a a(k) = 2F(¥+1) donc . lirf a(k)-27F" =0sid >d+1. On adonc:
— 400

Proposition 12. Soit (E, e, d) un espace métrique pointé propre homogéne,
avec d : E x E — N. Supposons que E a la P.C.D. et que la fonction
G(n) = #B(n) vérifie G(2*) < ¢- 28 pour chaque k > 0 (c,d deux
constantes).

Soit (nj);>1 une suite réguliére tendant vers 'infini.
Posons Y; = (E,e,d/n;).

Alors la suite {Y;} 5, admet une sous-suite convergente {Y;},_; (pour

la distance de Hausdorff H) dont la limite est isométrique a Y =
(Hy*'eJ Y;/U,y, d), ot U est un ultrafiltre non principal sur J, y = (e)™
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De plus, cet espace limite Y posséde les propriétés suivantes :
(a) Y est complet,

(b) Y est homogeéne,

(¢) Y est connexe par arcs,

(d) Y est localement compact,

(e) Y est de dimension de Hausdorff < d+1 (donc de dimension finie).

Remarque. En regardant la preuve de l’existence d’une suite réguliere
tendant vers l'infini donnée dans [3], on voit que I'on peut prouver
de la méme facon l’existence d’une suite réguliere tendant vers l'infini
avec a(k) = 280+ et b(k) = '8 (4+) (pour chaque k > 1), et cela
que que soit € > 0.

On en déduit que la dimension de Hausdorff de Y est en fait < d.

Corollaire 13.

(a) Soit T un groupe de type fini et d la métrique définie sur T (voir
section 2). Soit (nj);>1 une suite de naturels tendant vers l'infini.

Posons T'; = (T',d/n;) (j > 1).

Alors 'espace (H;>1 L;/U,e,d) (ouU est un ultrafiltre non prin-
cipal) est homogeéne, complet et connexe par arcs.

(b) SiT est a croissance polynomiale, alors il existe une suite réguliére
(nj)j>1 tendant vers I'infini, et la suite {I';} 5, contient une sous-
suite convergente {I'; },_ ; dont la limite est isométrique & I'espace

V= ([T, i/ e,d).
De plus, I'espace limite Y est homogéne, complet, connexe par
arcs, localement compact et de dimension de Hausdorff < d (ot d
est le degré de croissance de T').
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PREUVE. — 1l suffit de remarquer que tout groupe de type fini est un
espace métrique homogene (car d est invariante & gauche) qui possede la
P.C.D. |
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