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Dans cet exposé, nous mettons ’accent sur deux notions importantes,
apportées par ’analyse non standard: celle d’ordre de grandeur et celle
d’ensembles hyperfinis.

La notion d’ordre de grandeur des nombres a été abandonnée en méme
temps que l'utilisation des infiniment petits et infiniment grands au 19¢
siecle. En mathématiques classiques, il est interdit de dire qu’un nombre
est grand ou petit. On peut seulement dire qu’un nombre est plus grand
qu’'un autre. Or la notion d’ordre de grandeur en absolu est précieuse aux
utilisateurs des mathématiques: physiciens, astronomes, statisticiens. ..
C’est une des raisons pour lesquelles le calcul infinitésimal a continué
d’étre pratiqué en dehors des mathématiques, dans d’autres sciences. Avec
I’Analyse non standard on peut & nouveau parler de nombres infiniment
grands, infiniment petits, limités, appréciables.

La notion d’ensembles hyperfinis, c’est-a-dire d’ensembles finis de cardi-
nalité illimitée, est fondamentale dans la mesure ou elle fait le lien entre
le discret et le continu mathématiques. Pierre Cartier avait eu le dessein
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d’utiliser ces nouveaux moyens offerts par I’Analyse non standard pour
refonder une partie des mathématiques sur des bases finitaires. J’ai par-
ticipé & ce projet et le travail présenté ici a été fait en collaboration avec
lui.

On se place dans le cadre axiomatique I.S.T. de E. Nelson, et on se propose
de résoudre ’équation différentielle

' (t) = f(t,2(t),

ou f est une fonction de deux variables réelles a valeurs réelles, dans 'op-
tique d’un expérimentateur qui ne connaitrait que les regles élémentaires
du calcul algébrique.

1. Propriétés élémentaires des
fonctions dérivées

Soit un intervalle de R d’extrémités limitées «, 3. On considére une ap-
proximation infiniment fine de [a, 3], c’est-a-dire une suite interne

T={a=ty<t; <---<t,=p}
telle que, pour tout i < v, t; — t;41 soit infinitésimal.

Selon les notations de Nelson, on désignera par ¢ + dpt le successeur dans
T du point t de T et s’il n’y a pas d’ambiguité, on le notera simplement
t+dt.

Définitions
Soit & : T' — R une fonction interne.

On dira que la fonction z est continue au point t de T si

VueT)(u~t = z(t) ~x(u)).

On appelle dérivée le long de T de la fonction x au point ¢ de T', le nombre

_ a(t +dt) —z(t)

# (1) dt
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Toute fonction définie sur T a donc une dérivée le long de T'.

On dira que la fonction x est différentiable au point t de T si

z(u) — z(t)

T ~
VueT) (u~t = p—

~ 7' (t)).

Enfin on dira que la fonction x est continue, respectivement différentiable
sur T, si elle ’est en tout point de T'.

Enoncons quelques propriétés élémentaires qui nous servirons par la suite.
Proposition 1. Si les valeurs de x' sont limitées, x est continue sur T'.

PREUVE. — Soient ¢t € T et = un point de T infiniment proche de ¢.
Supposons par exemple ¢t < u, on a alors:

z(u) —z(t) = Zw(s +ds) —xz(s) = Zw'(s)ds.

t<s<u t<s<u

Notons M le plus grand des nombres |z'(s)| pour s € T. Il est limité, on
a|z(t) —z(u)] < M(u—t) et donc z(t) — z(u) est infinitésimal. a

Proposition 2. Si z' est une fonction continue sur T, alors x est différen-
tiable sur T'.

PREUVE. — Soit ¢ et u deux points de T infiniment proches, tels que
t <u.
Z x'(s)ds
elw) —alt) _ idita
u—t Z ds
t<s<u

Notons m et M, respectivement le plus petit et le plus grand des nombres
z'(s) pour t < s < u. Par hypothese on a m ~ z'(t) et M ~ ' (t), et pour
t<s<u

mds < 2'(s) ds < M ds,

m(u—1t) = Zmds < Zx'(s)ds < ZMds = M(u-t),

t<s<u t<s<u t<s<u
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donc

Z x'(s) ds

t<s<u

m < ———— < M,
> i
t<s<u
et par conséquent
—x(t
o(w) —2t) 2 (t). O

u—t

Proposition 3. Soit = une fonction positive sur le quasi-intervalle T. On
suppose qu’il existe une constante limitée k telle que, pour tout t € T,
on ait

() < kx(t).

Alors :
» Siz(a) est limité, z(t) est limité quel que soit t € T
» Sixz(a) est infinitésimal, x(t) est infinitésimal quel que soit t € T
PREUVE. — Soit t € T' . Par hypothese
|z(t + dt) — z(t)] < kz(t)dt,

donc
0<z(t+dt) < z(t) 1+ k& dt),

donc
z(t+dt) < z(a) H (1 + kds).

as<t

Les résultats énoncés dans la proposition 3, sont une conséquence immé-
diate du lemme suivant :

Lemme 4. Soit ¢4, .. .,¢, une suite interne finie de nombres positifs. Si la
somme €1 + --- + €, est limitée, alors le produit (1 +¢1)...(1+¢€,)
Pest aussi.

PREUVE DU LEMME. — Notons o, pour 1 < p < v, les fonctions sy-
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v v
métriques élémentaires des ;. On a H(l +¢&) = Zap. Par ailleurs,
i=1 p=0
le développement de s? = (g1 + -+ + £,)P par la formule multinomiale
contient une somme de termes égaux a plo, et des termes positifs. On a

sP
donc o < —. Choisissons un entier limité n tel que n > s. La somme

oo + - -+ + 0, est limitée, de plus, pour & > 0, on a
gtk s s\ k
< )

Ont+k < (n—l—k:)' X m n

n

, o s\t
et par conséquent, la somme 0,41 + - - -+ 0, est majorée par ] (1 — E) ,
donc est limitée. Ceci prouve le lemme. O

2. Résolution de I'équation différentielle

On considere I’équation différentielle
a'(t) = f(t )

ou f est une fonction numérique interne définie sur le produit 7' x X de
deux quasi-intervalles.

Sous les hypotheses classiques (f continue, lipschitzienne en z), on va
démonter ’existence et 'unicité, & des infinitésimaux pres, de solutions
globales satisfaisant & une condition initiale donnée (théoreme 5). Il dé-
coulera de I’énoncé méme du théoreme que la solution est continue par
rapport & la condition initiale et que, si I’on suppose en plus que la fonc-
tion f dépend continiment de parametres, la solution dépend elle aussi
continument de ces parametres.

Définitions

(a) On dira que la fonction f est continue sur 7' x X si pour ¢ et s dans T'
infiniment proches et z et y dans X infiniment proches, on a f(t,z) ~

f(s,9)-

(b) On dira que f est lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable
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s’il existe une constante k limitée telle que, pour ¢ dans T', x et y dans
X, on ait

£ (t, ) = f(t,y)| < klz —yl.

Théoréme 5. Soient T un quasi-intervalle d’extrémités limitées ty et t,
et X un quasi-intervalle d’extrémités illimitées a < 0,b > 0, tels que
pour t dans T et x dans X, le rapport dxx/dyt soit infinitésimal.

Soit f une fonction numérique interne définie sur T' x X . On suppose
qu’elle prend des valeurs limitées en tout point de coordonnées limitées
et qu’elle est lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable.

(a) Pour tout zo € X limité, il existe une fonction interne x continue,
définie sur T', solution de I’équation différentielle

2'(t) ~ f(t (b)) (1)

et qui vérifie la condition initiale
z(to) ~ xo. (2)
(b) Si on suppose de plus la fonction f continue, la solution x est une
fonction différentiable sur T'.

(c) Sizy et xo sont deux solutions de I’équation (1) qui vérifient la
condition initiale (2), alors on a x1 (t) ~ x2(t) pour tout ¢t dans T .

PREUVE. — On définit une rétraction de la droite numérique R sur le
quasi-intervalle X comme suit :

r siz<u<z+dxravecer € X
pluy=< a siz<a
b sixz>0b.

Remarques: (i) p prend ses valeurs dans X ; (ii) p(z) = z pour tout z € X;
(iii) p(u) ~ u pour tout u limité.

(a) Soit z la fonction interne définie par la formule de récurrence

x(to) = plw) = o
z(t + drt) plz(t) + f(t, x(t)).drt].



RESOLUTION D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES 63

Nous écrirons désormais dt pour drt. Enumérons les éléments de T sous
la forme tg < t; < --- < t,,. L’équation précédente s’explicite comme suit :

{ w(t)) = plao)
w(tipr) = pla(ts) + fti, o(t:).(bigr — )]

ou ¢ prend les valeurs 0,1,...,v — 1.

Montrons d’abord que z(t) est limité, quel que soit ¢ dans 7. Désignons
par « le plus grand des nombres dxz/dt, x décrivant X~ = X \ {b} et t
décrivant T~ =T \ {t, }. Par hypothese, a est infinitésimal. Si

a<z(t) + f(t z(t).dt <b,
alors, d’apres la définition de p, on a:
0 < z(t) + f(t,z(t)).dt — plz(t) + f(¢t, z(t))dt] < adt,

d’ou

' (O] < [f (& 2(0)] + e

Siz(t)+ f(t, z(t)).dt est plus petit que a ou plus grand que b, alors z(t+dt)
est égal & a ou b, et dans les deux cas, on a

|2 ()] < [f (¢t z(t))]-
La fonction z vérifie donc 'inéquation
' ()] < [f(t 2(t)] + .
Soit k une constante limitée non infinitésimale telle que pour tous ¢ dans
T, x et y dans X, on ait :
|f(t, @) = f(t,y)] < klz —yl,
et soit m = Max{|f(¢,zo)| : t € T'}. Le nombre m est limité et 'on a:
|F (&, x(®)] < |f(t x0)| + Elz ()] + Elzol,
d’oti, en notant M le nombre limité k|xzo| + m + a, I'inégalité

|2 (t)] < Klz(t)] + M.
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La fonction v définie sur T' par v(t) = |z(t)| + M/k vérifie alors les hy-
potheses de la proposition 3. Elle prend donc des valeurs limitées en tout
point de T et par conséquent la fonction x est aussi a valeurs limitées.

Pour tout ¢t € T', on a z(t) € [a,b] et 'on a, par construction:
|z(t +dt) — x(t) — f(t,z(t))dt| < adt.

Donc z est une solution de (1), et elle est continue sur T' puisque sa dérivée
le long de T est limitée (proposition 1).

(b) Si f est continue sur T'x X, la fonction ¢ — f(t,z(t)) est continue sur
T, donc la dérivée 2’ de z le long de T est continue, donc z est différentiable
sur T' d’apres la proposition 2.

(C) Notons £ et €5 les fonctions internes définies sur 1" par:

1) = ft,m(t) + et
zy(t) = [t z2(t) + ex(t)

et € le nombre infinitésimal € = Max{|e;(t) — e2(t)| : t € T'}. La fonction
u = x1 — T vérifie les conditions suivantes:

u(tg) ~ 0

|u' ()] < klu(t)] + €,
et on en déduit, comme en (a) (en utilisant la proposition 3), que u(t) est
infinitésimal pour tout ¢ dans 7. O

Stabilité des solutions de I'équation =’ = f(t, )

Revenons au point de vue de 'expérimentateur. Il s’agit pour lui de ré-
soudre ’équation différentielle

x' = f(t, )

ou f est une fonction définie sur le produit de deux intervalles de la droite
réelle [, 8] x R a valeurs réelles. Pour cela il discrétise [a, 8] et R et rem-
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place ’équation différentielle par une équation de récurrence. La méthode
ne sera acceptable que si la solution obtenue ne dépend pas (& des infinité-
simaux pres) de la discrétisation choisie. Il en est ainsi lorsque la fonction
f possede les propriétés requises au théoreme 5. Plus précisément on a le
résultat suivant :

Théoréme 6. On suppose que les hypothéses du théoréme 5 sont vérifiées
et que la fonction f est continue.

Soit S un quasi-intervalle ayant mémes extrémités que T', contenu dans
T, et soit y : S — R une solution de ’équation

y'(s) > f(s,y(s))
(3)
y(to) = o
définie le long de S. Soit x une solution de I’équation (1) définie le
long de T et telle que x(ty) ~ zo. On a alors z(s) ~ y(s) pour tout
s€S.

PREUVE. — La fonction z est différentiable sur 7', sa restriction & S est
solution de I’équation (3), donc on a z(s) ~ y(s) d’apres I'unicité de la
solution démontrée au théoreme 5 (c). i

3. Fonctions élémentaires

On va définir les fonctions exponentielle, sinus, cosinus, le long d’un quasi-
intervalle. Le théoréeme de stabilité démontré antérieurement assure que ces
définitions ne dépendent pas, & des infinitésimaux pres, du quasi-intervalle
choisi.

3.1. Fonction exponentielle.

D’apres ce qu’on a vu au paragraphe précédent, ’équation différentielle
7' = z admet, sur tout quasi-intervalle T' & extrémités limitées et contenant
0, une solution et une seule (& des infinitésimaux pres) vérifiant z(0) = 1.
On la note ezpy .
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Si S est un autre quasi-intervalle contenu dans T', on a ezpg(s) ~ expp(s)
pour tout s € S. Pour tout nombre limité ¢, on définira expt, & un infi-
nitésimal pres, comme 'un quelconque des nombres exprt. Par exemple,
pour t > 0, on écrirat = €1 +--- 4+ €, ou &; est positif et infinitésimal. La
solution de I’équation de récurrence

z(0) =1

1

8_[1-(61+._+_8l) _1'(51"""‘67,71)] :_’Ij(gl +."+6i71)

i
est donnée par la formule
i
zler+--+e) = H(l +e;).
j=1

v
On aura donc: expt ~ H(l +e;).
i=1

On obtient immédiatement quelques propriétés simples de ’exponentielle :

exp(s +1t) ~ exps - expt.

Si v est un entier illimité, on a aussi les formules

v

t\v t"
expt =~ (1+;) :ZH

3.2. Fonctions sinus et cosinus

On peut généraliser les résultats du paragraphe 2 aux équations différen-
tielles vectorielles :

du

— =¢(t,u

2= t(tw)

oll u est un élément de R?, ¢ une fonction numérique interne définie sur le
produit 7' x P d’un quasi-intervalle et d’un grillage hyperfini de R? (par

n . .
exemple P = {(;’1_:) . m,pentiers, |n| < V2, |p| < 1/2}, ou v est un

entier illimité positif).
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On définira ainsi les fonctions sinus et cosinus comme composantes de la
solution de I’équation

da [z [y
T &(u) avecu= (y)’ fu= (—w)

qui satisfait a la condition initiale u(0) = <0> . Autrement dit on a

1
7 sint = cost, sin(0) =0
p7 cost = — sint, cos(0) = 1.

On peut introduire comme d’habitude ’exponentielle complexe par
exp(z +iy) = expz.(cosy + i siny)

pour z,y dans R. Les propriétés de ’exponentielle réelle mentionnées ci-
dessus se généralisent. Par exemple, si z = €1 +--- + &, avec des &; infini-
tésimaux (complexes) tels que |e1| + - - - + |, | soit limité, on a

erpz ~ H(l + ;).
i=1
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