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1. La théorie des ensembles internes de Nelson

La version, due & Nelson [13], de I’analyse non standard [16], consiste &
rajouter au prédicat binaire € et aux axiomes de Zermelo—Fraenkel de la
théorie des ensembles (ZFC), base des mathématiques classiques, un prédi-
cat unaire standard, noté “st”, et trois axiomes supplémentaires régissant
son mode d’emploi: I’axiome de transfert (T), I'axiome d’idéalisation (I)
et 'axiome de standardisation (S) ([13, 5, 6]). On obtient ainsi la théorie
des ensembles internes (IST).

Par rapport & ZFC (dans laquelle, rappellons-le, tous les objets mathé-
matiques sont des ensembles), la nouvelle théorie permet une distinction
nouvelle entre ensembles standard et ensembles non standard. Comme c’est
le cas pour ZFC, les formules de la théorie IST sont écrites, & partir des
symboles de la logique formelle et des prédicats € et “st”, en respectant les
régles syntaxiques usuelles, et des constantes (comme & pour ’ensemble
vide, N pour I’ensemble des naturels, .. .) sont introduites pour remplacer
de longues formules définissant univoquement des ensembles souvent uti-
lisés. De telles constantes seront appelées standard si leur définition n’im-
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plique pas le prédicat “st” et non standard sinon. Bien entendu, toutes les
constantes de la mathématique classique (ZFC) sont standard (en parti-
culier, 5,32.000,7,N,R sont standard). Une formule sera dite interne si
elle peut s’écrire sans utiliser le mot standard ni aucun de ses dérivés. Une
formule interne sera dite standard si toutes les constantes de cette formule
sont standard. On utilisera les abréviations suivantes:

Vst F(Z’) & Yz [St(x) = F(l’)],

F(r) & 3Jz[stz) = F(2)),
vt finiy F(z) <« Vz[st(z) et z fini = F()],
Ftfinigy F(2) < Jz[st(z) et = fini = F(2)].

L’aziome de transfert affirme que pour toute formule standard
Sz, t1,-.-5tn)
n’ayant pas d’autres variables libres que x, t1, . .., t,, on a’énoncé suivant :
VS b, .t [V S(a, . tn) = Y S(ayt, . t)],
ou encore 1’énoncé équivalent

VS, b, .yt [FT Syt tn) = I S(a,t,. )]

L’aziome d’idéalisation affirme que pour toute formule interne I, conte-
nant au moins deux variables libres z et y, on a ’énoncé suivant :

v iy e vy € 2 I(z,y) & 3oV I(z,y)].

L’axiome d’idéalisation entraine que tout ensemble infini contient nécessai-
rement un élément non standard. C’est donc le cas de N, dont les éléments
non standard sont caractérisés par le fait qu’ils majorent tous les éléments
standard de N. On les appelle des entiers infiniment grands ou idéalement
grands. L’inverse d’un infiniment grand de N est majoré par les inverses
de tous les entiers standard non nuls. C’est un exemple d’infiniment petit
ou idéalement petit, que ’on définit en toute généralité, dans R, comme un
élément majoré, en valeur absolue, par tous les réels standard strictement
positifs. Si x et y sont deux réels tels que  — y soit un infiniment petit,
on écrit x ~ y.
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L’aziome de standardisation affirme que pour toute formule F'(z) (interne
ou externe), on a:

Vi Py V22 €y & 2z €z et F(2)]

2. Intégrale de Darboux-Peano ou DP-intégrale

Soit I = [a,b] un intervalle compact de R. On appellera partition de I
toute famille finie ([a;-1,a;]),;,, de sous-intervalles compacts de I tels
que

a=ap<a; < - < am_1 <@y =D>b.

On désigne par P(I) 'ensemble des partitions de I.

Soit f une application bornée de [a,b] dans R. Si P € P(I), on pose

m

AFP) =3 (s f - inf f)amaa). (1)

j=1 lai-1,a4] [aj-1,0;]
On doit & Darboux [4] et Peano [14] la définition suivante d’intégrabilité
d’une application bornée f de I dans R.

On dit que f est intégrable au sens de Darbouz-Peano ou DP-intégrable
sur [ si

(Ve > 0)@P = ([aj-1,0;]), < j<,y € P(D) A(f,P) < e

La définition de Darboux-Peano est équivalente & 1’égalité suivante

Zf - A /, (2)

= inf su —aj_1)|,
/If ([aj—lvaj])1 I)|: —1 laj- l?ay]f ’ 1)]

ou

Ms

Dﬂs

inf  f)(a; —a;-1)],

[‘11 1,a5]

[ro e
JI ([ajflvaj])lgjgmefp(l) 1
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auquel cas, la valeur commune des deux expressions est notée |, ; f, ou

J; f(x)dz, ou fabf ou fab f(z)dz. La définition de Darboux-Peano est
également équivalente a 1’égalité

inf / = su / , 3
YeE),f<y 11/] weg(z)ﬁ,)wgf 190 ®)

ou £(I) désigne l'ensemble des applications en escalier sur I, c’est-a-dire
des applications constantes sur 'intérieur de chaque intervalle d’une cer-
taine partition de I. Pour deux applications g et h de I dans R, on écrit
g < hsig(z) < h(z) pour tout @ € I. Si P = ([aj-1,q5]),¢;c,, st une
telle partition et c¢; la valeur de f sur |a;j_1,a;[, alors, par définition,

m
/@ = Y cila; —aj-).
T =

La valeur commune des deux expressions dans (3) est égale & [, f. L’égalité
(3) est & son tour équivalente & la relation

(Ve > 0)@p € EIN@EY € £(I)) o< f<v et/lw o <e (@)

Ces notions et ces résultats se trouvent dans de nombreux ouvrages d’ana-
lyse ou de calcul intégral.

3. Caractérisation non standard de la
DP-intégrale

Soit I = [a,b] un intervalle compact standard de R.

P = ([aj-1,a5]),¢jc,, € P) sera dite infinitésimale si, pour chaque

1<j<m,onaa;j ~aj_;. Cela entraine évidemment que m soit infi-
niment grand. Un exemple de partition infinitésimale de [a,b] est donné

par
([a%—u(b—a),a—ki(b—a)}) ,
m m 1<G<m

pour n’importe quel entier infiniment grand m.
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En utilisant ’axiome de transfert, il n’est pas difficile de démontrer [6] que

si f est une application standard et bornée de I dans R, il y a
équivalence entre les propositions suivantes :

(a) f est DP-intégrable sur I.

(b) Pour tout P € P(I) infinitésimal, on a A(f, P) ~ 0.
(¢) Il existe un P € P(I) tel que A(f, P) ~0,

ot la quantité A(f, P) est définie en (1).

On en déduit aisément une proposition équivalente aux précédentes:
Epe EN)@E eE!) ¢<f<v et [y =0 (5)

En vertu de "axiome de transfert, cette proposition est encore équivalente
a la suivante:

(Ve > 0)(Ftp € E(I))(Ft € E(I))(Va € I)

6
Plo) < 1) <0la) ot [ =) < ©

4. L'intégrale de Lebesgue ou L-intégrale

Si 'on dispose de la mesure de Lebesgue sur les parties de R, on peut
définir, suivant H. Lebesgue [9], une intégrale plus générale que celle
de Darboux-Peano sur un intervalle compact I de R. Appelons fonction
simple sur I toute application de I dans R de la forme Z;n:1 cjXa; ou les
c;j sont des nombres réels, xp désigne la fonction caractéristique de ’en-
semble B et la famille (A;)<;j<m constitue une partition (ensembliste) de
I en parties mesurables au sens de Lebesgue. L’intégrale de Lebesgue ou
la L-intégrale de s sur I sera par définition le réel

/5= i::Cju(Aj),

ou u(B) désigne la mesure de Lebesgue de I’ensemble B.
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On désignera par S(I) 'ensemble des fonctions simples sur I.

Soit f une fonction bornée sur I. On dira que f est intégrable au sens de
Lebesgue ou L-intégrable sur I si on a 1’égalité

inf /1/1 = sup / . 7
YES),f<Y Jr peS(I),p<f I(p @

L’égalité (7) est a son tour équivalente & la relation

(Ve > 0)(3p € SIN@ € SI)) 9 < f <t et /I(w—w)<€- (8)

On montre aisément que
toute fonction DP-intégrable sur I est L-intégrable sur I,

avec la méme intégrale, et ’exemple de la fonction caractéristique des
rationnels montre que la réciproque est fausse.

On notera que si la définition de I'intégrale de Darboux-Peano ne repose
que sur la mesure des intervalles, celle de Lebesgue requiert la théorie de
la mesure des parties de R.

On trouvera ces notions et ces résultats, ainsi que ’extension de la L-
intégrale aux fonctions non bornées, dans les ouvrages d’analyse ou de
calcul intégral.

5. Caractérisation nonstandard de la L-intégrale

On doit & Loos [10] une caractérisation non standard de la L-intégrabilité
qui rappelle formellement (6) et ne repose pas sur une étude préalable de
la mesure de Lebesgue des parties de R.

On démontre dans la théorie des ensembles internes, en utilisant la com-
pacité locale de R, que,

pour tout x € R limité (c’est-a-dire majoré en valeur absolue par

un réel standard), il existe un et un seul réel standard, noté %z,

tel que z ~ °z.
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Le résultat de Loos est le suivant :

une application standard bornée f : I — R est L-intégrable sur I
si et seulement si

(Ve > 0)(Fp € E(I) (3 € E(I) (Ve € T)

9
() < ) < Y(x) et / W-g)<e. O
I

On pourra trouver la démonstration de ce résultat dans [10] et dans [6].
Par analogie avec la DP-intégrale, on pourrait étre tenté de remplacer
cette caractérisation par la formulation plus simple

Fp e EI))(Fp € E))(Vx € 1)

10
o(2) < ) < P(@) et / (% — ) ~0. (10)
I

Blais [1] a montré que (10) caractérise les fonctions constantes sur I'!

6. L'intégrale de Riemann ou R-intégrale

La définition originale de Riemann [15] differe de celle de Darboux et
Peano et repose sur une notion de limite de sommes.

Soit I = [a,b] un intervalle compact de R. On appellera partition pointée
ou P-partition de I toute famille finie

I = ((l'j; [aj,h aj]))lgjgm

telle que ([aj—1,a;])
(1<j<m).

1<j<m SOit une partition de I et z; € [aj_1,q4],

On désigne par PP(I) ’ensemble des P-partitions de I.

Soit f une application de I dans R. La définition de Riemann pour 'inté-
grabilité de f sur [a, b] est la suivante: on dit que f est intégrable au sens
de Riemann ou R-intégrable sur I s’il existe un réel J tel que la condition
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suivante soit satisfaite:

(Ve > 0)(30 > 0)(YP = (w5, a;-1,0,))), s € PP()

m
max (a;—a;1) <9 = \_Zlf@jxaj—ajl)—J <e
<

On montre que

toute fonction R-intégrable sur I est bornée sur I, et que f est
R-intégrable sur I si et seulement si f est DP-intégrable sur I, la
valeur de I'intégrale étant la méme, et égale a J.

7. Caractérisation non standard de la R-intégrale

Une P-partition ((z;, [aj-1,a;])), <<, de [a,b] sera appelée infinitésimale
si chaque @/ — a’~! est infiniment petit. Si a < b sont des réels standard,
ce que nous supposerons, une P-partition infinitésimale est donc formée
d’un nombre infiniment grand de sous-intervalles. Un exemple est donné
par la P-partition

(<a+(j—1)b_7”, a+(j—1)b_“,a+jb_“D),

m m

avec m infiniment grand.

Soit f une application standard de [a,b] dans R. Il résulte aisément de
I’axiome de transfert que

f est R-intégrable sur [a, b] si et seulement s’il existe un réel stan-
dard .J tel que

m

Zf(fﬂj)(aj—aj—ﬂ ~ J

Jj=1

pour toute P-partition infinitésimale Il de [a, D].
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On en déduit aussitot la caractérisation de Cauchy correspondante:

f est R-intégrable sur [a,b] si et seulement si

i

> flai)aj —aj1) =Y fag)(a, —aj_,) ~ 0
=1 k=1

pour toutes les P-partitions infinitésimales II et II' de [a, b].

Si I’on pose
Liy, = [aj—1,a;] N [ag—1,ak),

et
PH,H’ :{(],k‘) : 1<]<m,1<k<m' et Ijk#g},

et si I(I;;) désigne la longueur de I, pour les (j,k) € P v, alors

m m

> f@i)aj—aj1) =Y f@i)(a), —aj_)

j=1 k=1 (11)
= Y [f(@)) = fIx)
(4,k)E P v

On sait que f est continue sur [a, ] si et seulement si elle y est uniformé-
ment continue et la caractérisation non standard de la continuité uniforme
s’exprime par f(z) ~ f(z') pour x ~ 2’ dans [a, b] (voir [6]). Deés lors, pour
tout (4,k) € Pm,mv si 'on choisit un y;x € Ly, alors

fxg) = fxy) = f(x5) — flyje) + fyin) — fz)) = 0,

et donc

A = ) — f(x})] =~ 0.
S () = £ = 0

En conséquence, il résulte de (11) que

’
m

> flai)la; —a;1) =Y f@h)(a —ainy)| < Ab—a) =0,
j=1

=1

>~
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et
toute fonction standard continue sur [a, b] y est R-intégrable.

L’axiome de transfert entraine le résultat pour toute fonction continue sur
[a, b].

8. Intégrale de Kurzweil-Henstock ou
KH-intégrale

Sié > 0, appelons d-fine toute P-partition ((z;, [a;_1, aj]))1<j<m telle que
xj—égaj,1<aj<xj+5 (1<]<m)

La formulation suivante équivalente de la R-intégrabilité est postérieure
d’une centaine d’années au mémoire de Riemann :

f est R-intégrable sur I si et seulement s’il existe un réel J tel que
la condition suivante soit satisfaite :

(Ve > 0)(38 > 0)(VIT = (2, [aj-1, ), jcrn € PP(I)))

Ui 12
I est §-fine = ‘Z f(zj)(aj —aj_1) — J| <e. (12)
j=1

Cette caractérisation se préte & une généralisation de l'intégrale de Le-
besgue, découverte indépendamment, aux alentours de 1960, par Kurzweil
[8] et Henstock [7].

Si ¢ : [a,b] =]0,400[ est une application strictement positive quelconque
(en abrégé une jauge sur [a,b]), appelons d-fine toute P-partition

(@5, aj-1,4]) 1 < jcm
telle que

zj—0(zj) <ajq <aj <xzj+0(zj)  (1<j<m).

La notion introduite dans le cadre de la R-intégrale correspond au choix
d’une jauge constante 9, et les P-partitions d-fines peuvent étre explicite-
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ment construites. Ce n’est plus le cas pour les P-partitions d-fines pour une
jauge quelconque 6, dont ’existence constitue une propriété équivalente au
lemme de Borel-Lebesgue [2, 9], énoncée et démontrée des 1895 par Cousin
[3], dans sa these sur les fonctions de plusieurs variables complexes.

Soit f une application de I dans R. On dit que f est intégrable au sens
de Kurzweil-Henstock ou KH-intégrable sur I si la condition suivante est
satisfaite :

(Ve > 0)(30: I —]0,+00) (VI = (5, [aj-1,4]), <<, € PP(I))

Ui 13
IT est -fine = ‘Zf(mj)(aj_aj_l)_J <e. (13)
j=1

Il est clair que
toute fonction R-intégrable sur I est KH-intégrable sur I

avec la méme intégrale. On peut donc conserver la notation habituelle de
lintégrale. La relation entre la définition (13) et 'intégrale de Lebesgue
est plus délicate & établir. En fait, on peut montrer la KH-intégrale est
équivalente & 1'intégrale de Denjoy-Perron [17], et que

f est L-intégrable sur I si et seulement si f et |f| sont
KH-intégrables sur I.

On remarquera que la définition (13) ne fait intervenir que la mesure des
intervalles de R. Pour plus de détails sur cette approche de ’intégrale, on
pourra consulter [12].

9. Caractérisation non standard de la
KH-intégrale

On peut chercher a caractériser, dans le langage de ’analyse non standard,
I’intégrale de Kurzweil-Henstock.

Appelons microjauge sur [a,b] toute jauge p sur [a, b] majorée, sur cet in-
tervalle, par toutes les jauges standard. L’existence de telles microjauges
est assurée par ’axiome d’idéalisation et il est facile de montrer que les
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valeurs d’une microjauge sont toujours infiniment petites. Mais une jauge
constante infiniment petite (de valeur €) n’est pas une microjauge, puis-
qu’elle n’est pas majorée par la jauge standard ¢ définie par d(a) = 1 et
d(z) = — a si ¢ > a. (Considérer par exemple x = a + €/2.)

Une P-partition de [a, b] qui est p-fine pour une microjauge p est appellée
une micropartition de [a,b]. Toute micropartition de [a,b] est donc infi-
nitésimale, mais la réciproque est fausse. Il est facile de vérifier que si
¢ € [a,b] et si II est une P-partition d-fine pour une jauge ¢ telle que
d(z) < |z —c|/2 pour x # c, alors ¢ est nécessairement l'un des z; de
toute P-partition d-fine I = ((z;, [aj-1,0,])), ¢ ,, - Comme la jauge d
définie par 6(z) = |x — ¢|/2 si x # c et d(c) = 1 est standard lorsque
c est standard, il résulte aussitot de la définition d’une micropartition
I = ((zj, [aj—lvaj]))1gjgm de [a,b] que

tout élément standard de [a, b] se retrouve parmi les x; de la
micropartition.

On peut montrer [11], en utilisant ’axiome de transfert, que

f est intégrable au sens de Kurzweil-Henstock sur [a, b] si et seule-
ment s’il existe un réel standard J tel que

m

> fr)a; —aja) =T

j=1
pour toute micropartition Il = ((z;, [aj-1,4;])), ¢ <,, de [a,b].

Soit maintenant f : [a,b] — R une fonction primitivable sur |a,b] et F une
primitive de f sur ]a,b[. Supposons en outre que

F(a+) = lim F(z) et F(b—) = lim F(x)

T—a,x>a z—b,x<b

existent. On va prouver par ’analyse non standard le théoréme fondamen-
tal du calcul différentiel et intégral pour la KH-intégrale, & savoir

f est KH-intégrable sur [a,b] et

b
/f = F(b-) - F(a+).
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Par l’axiome de transfert, il suffit de le prouver pour f et [a,b] standard,
auquel cas F' ’est aussi.

On montre aisément, toujours par transfert, que

F a pour dérivée f sur |a,b[ si et seulement si
pour toute microjauge p sur la, b[, tout x €]a, b,
et tout y €la,b[ N [z — p(z),z + p(x)] \ {z}, on a

Fly) — F(z)

0 f@). (14)

Soit IT = ((;, [aj-1,0;])), ¢ <,, une micropartition de [a, b]. Alors,

m

Z f(z;)(a; —aj_1) = [F(b—) — F(a+)]
T @ - a) 4 OO am)

+ [F(am 1) — Fb=)] + [F(a+) — F(ay)] (15)

—_

m

b3 (0 o) [flap) - DT,

a; —aj—1
j= J J

Comme a et b sont standard, les deux premiers termes du second membre
de (15) sont infiniment petits et, nécessairement a = z; et b = z,,, ce
qui entraine, par la caractérisation non standard de la limite ([6]), que les
troisieme et quatrieme termes de ce second membre sont infiniment petits.
En outre, en utilisant (14), on a, pour 2 < j < m — 1,

F(a;) — F(aj—1)

- e @)
_ aj —x; [F(a;) — F(x)) j
_ aj]_ ajil [ ;j — 17 _ f(wj):|
¢z [P 2Py ),
aj —a; 1 aj—1 — T

et donc, par (14), chaque €; est un infiniment petit comme combinaison
convexe de deux infiniment petits. Comme b— a est standard, on en déduit
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aisément que le cinquieme terme de (15) est un infiniment petit, et la
démonstration est complete. On notera que ce résultat est faux pour la
L-intégrale.

On pourra consulter [11] pour plus de détails et pour différentes exten-
sions.
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