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1. Introduction

Le célèbre théorème de Brouwer, appelé par la suite "théorème du point
txen, fut énoucé dans I'article de Brouwer : Ûb"r Abbildung von Mannig-
faltigkeiten, Mathematische Annalen 71, pp. lgll-lgl2. Cet article contient
d'ailleurs aussi des aspects de la théorie du degré, ainsi que le ngairy Ball
Tbeorem'. Voici un énoucé du théorème du point ûxe :

Toute fonction continue d'un compact convexe de IR" dans
Jui-même admet un point frxe.

Mathématiquement :

si / :  K - K estcontinueet K c.Rn ætcompactetconvexe
A J o r s f  c €  K  f ( r ) - s .

En 1951, Brouwer montre que ce théorème est faux en intuitionisme, dans
An intuitionist corcection of the frxed-point theorem on tàe spàere. A ce mo-
ment, il était déjà connu que le théorème de Bolzano-IVeiersirass est faux en
intuitionisme. (Rappelons un énoncé de ce théorème : tout ensembJe infrni
borné de ̂ R" admet un point d'accurnu lation.) Ces deux théorèmes (Brouwer
et Bolzano-Weierstrass) sont faux aussi en coustructivisme (on peut consulter
à cet effet le Haadbook de Tloelstra).

Il existe une liste impressionnante de preuves (en logique classique !) du
théorème de Brouwer. On pourrait les classer en deux catélories : les preuvesutotalement non constructivest et les preuves oquasi constnrctivesn, étant bien
entendu que des Preuves vraiment constructives, au sens de I'iutuitionisme ou
du constructivisme, n'existent pas puisque dans ce contexte le théorème est
faux. Les preuves quasi constructives montrent que ie théorème d,e Brouwer



est obtenu à partir de ce que I'on pourrait appeler le nthéorème du point presque
fixe" -dont l'énoncé est :

Si f zK+ K estcontinuet K CnRn estcompact convexe,
Alo rsv t>a)x€K l l / ( " )  - r l l  <â

et une utilisation adéquate du théorème de Bolzano-Weierstruus.

En fait, le théorème du point presque ûxe est vrai en intuitionisme et
en constructivisme. On peut même en donner une version frnitiste. I1 est
compréhensible dès lors que le théorème de Brouwer perde sa validité lorsque
Ie principe de Boizano-Weierstrass vient à disparaître.

Avant dtaborder I'examen de certaines preuves du théorème de Brouwer,
deux remarques st imposent :

l. Au cours du temps, Ies preuves se sont considérablement simplifrées
grâce à une clarification des notions qui sont réellement en jeul cer-
taines preuves, par exemple, ne demandent plus qu'une connaissance
élémentaire de I'analyse.

2. Les preuves quasi constructives out fourni des algorithmes efficaces
pour la recherche de points presques frxesl la recherche en vue d'amélio-
rer encore ces méthodes est intense (en particulier chez les économistes).

2. Preuves totalement non-constructives

Ce type de preuve se fait dans Ie cadre d'une (grosse) théorie générale
(géométrie diférentielle, homologie, théorie du degré, ...) ou, dans certains cas,
en analyse élémentaire. Ces preuves ne fournissent aucune indication quant à
un éventuel algorithme permettant de déterminer effectivement un point fixe,
ou au moins un point presque fi.xe. Il est impossible de les passer toutes en
revue ici, mais la petite sélection qui suit donuera une idée des divers nstylesn

existant.



2.7,. Preuves en analyse élémentaire

Certaines preuves sont liées au théorème de non-rétraction dont voici
l'éuoncé (daos la version Cr) t

Il a'existe pas de rétraction de classe Ck .

Rappelons que :

o Si B: {r € IR' r l l " l l  S l}  est la nboule unitén,
si  ̂ 9: {z e IR' :  l l r l l  -  t}  est la usphère unitéo,
on appelle rétractiou une fonction I t B -+ ,s telle que Ve € ^g /(r) _
z; il s'agit donc d'une application de la boule unité sur son bord (la
sphère) ayaut la propriété de fi.xer ce bord.

o Une fonction est de classe Ce si ses dérivées partielles existent et sont
continues jusqu'à l'ordre ,t inclus.

Il est clair que si ,t ) ft', le théorème de non-rétraction version Ce' implique
la version Ch. La version ia plus forte est donc celle où fr - 0.

On montre aisément que la versiou C- implique le théorème de Brouwer:
voici le schéma de cette preuve :

Soit / continue : B -' B. Si / n'admet pas de point fixe, alors :
v z €  B  r @ ) t ' x .  D o n c v r € B l c  > 0  l l / ( " )  - , r l l  >  t .  c o m m e B e s t
compact, on vériûe que I'on a en fait : lC > }yz € B ll/(") - rll > â (f uni_
forme). Le théorème d'approximation de Weierstrass permet d'affrmer qu'il
existe un polynôme p(r) tel que vz € B llp(r) - f b)n < e lz.on constate que
p \'z pas de point ûxe et est une fonction C* : B - B. Ii est alors facile de
définir uue rétraction Cæ notée â :

lt(r)

à(s) E l' intersection de
S et de la droite
reliant p(r) à r.

Toute Preuve d'une version C* (k > 0) dri théorème de non-rétraction
fournit donc une preuve du théorème de Brouwer. En voici quelques exemples :

1. Lanon-rétraction C2 est prouvée dans Dunford et Schwarz (fOSS) [f].
Cette Preuve est simpliûée dans un article de Kannai (1929) iZ1. t;iàe"



de ces preuves est la suivante :

On considère V1 - [ Vr,@)l d,r (formule classique)
J B

o ù :

o Vj est le volume de I'image de B par Ia fonction fi;
o fi est la famille de fonctions défrnie par .fr(") : t+t(h(x) - t);

o h est une rétraction de classe C2 (Iapreuve se fait par I'absurde);

. Jl, est Ia jacobienne de f , c'est-à-dire la matrice des dérivées
partielles d'ordre I de la fonction fi;

. lâl désigne le déterminant de la matrice r{.

On remarque que pour t : 0 , lrb) : s et donc /e est simplement
I'identité. Pour t = 1, fi est exactement à. La famille fi permet
douc de passer continûment de I'identité à la rétraction fr,. Or on peut
démontrer que % est constant pour t € [0, 1]. Ceci est absurde, puisque
Vs est Ie volume de .B (l 0) et Vl est le volume de ,5 (: 0). La preuve
nécessite Ie theorème de Jacobi où interviennent des dérivées secoudes
mixtes pour lesquelles on a besoin de l'égalité :

Arf
ôx;0xi

celle.ci s'obtient par I'hypothèse :

ô2 I
0r iôx ; '

à, est de classe C2

2. Daus un article de 1980, Rogers prouve la non-rétraction C0, en se
basant sur une idée originale de Milnor (voir [3]).

Dtabord, il prouve que les versions C0 et Cl de Ia non-rétraction sont
équivalentes (preuve purement technique où on applique habilement
Ie théorème d'approximation de rWeierstrass); puis, il prouve Ia non-
rétraction de la manière suinante :
Soit à une rétraction Cl. On déûnit : g(x) - lz(z) - c, qui est Cl sur
B compact et convexe. On montre que dans ce cas g satisfait sur B
une condition de Lipschitz, c'est-à-dire

)MYr ,yeB l l g ( " )  -g (y ) l l  <  M l l r - y l l .

Dès lors, si la familie lzt(r) est défrnie par fu(t) = r*tg(z), ou voit
facilement que lrt(r) - hr(v) implique ll" - yll S M ltl ll" - vll.



Pour0< t  <  # ,onaura  f r tb )  -  â r (y )  +x :y ,c 'es t -à -d i rehes t
injective. (Cette propriété d'injectivité de lr.1 pour t assez petit, est le
fondemeut de la preuve de Milnor.)
De plus,

Ur, l  :  l I+ tJo l
:  1  *  a . t  +  p . t z  +  . . .

(où / est la matrice identité n x n, Jo Ia jacobienne de g, Jn, la
jacobienne de fu).

Pour f assez petit, lJ6,l est donc f 0,ce qui entraîner pil application
du théorème de la fonction réciproque, que la fonction fo est ouverte
(c'est-à-dire que I'image d'un ouvert est un ouvert). L'image de B
(ouvert compact dans B) par fu (fonction ouverte et continue) est
donc un ouvert compact daus 8, c'est-à-dire est .B lui-même. Ceci
montre que pour t assez petit, àt est une surjection B - B.
Conclusion : poull assez petit, lra est une bijection B + B. Il en
résul teque% -  

|  l lo , l  dzest  constant  surunintenra l le0 < t< f .
ceci est i*possiJl3.., % est l'intégrale d,'un polynôme et est donc
un polynôme. or un polynôme constant sur uû iutervale ]0, C[ est
constant partout, ce qui est absurde puisqueVo * 0 et I/1 _ Q.

2.2. Preuves dans le eadre dtune (grosse) théorie générale

Un autre type de preuve fait intervenir le "H"iry Ball Theoremn, d,ont on
peut montrer qu'il implique le théorème de Brouwer. Un exemple original de
preuve simple du IIairy Ball Theorem est fourni par Miinor dans un article de
1978 [4]. Rappelous que ce théorème se trouve déjà dans I'article de Brouwer
de  1911 .

l. En geométrie différentielle, le Hairy Ball Theorem et le théorème de
non-rétraction sont de simples corollaires de théorèmes plus généraux.

2. Dans Ia théorie de I'homologie, Ie théorème de Brouwer est un corol-
laire du theorème de Lefschetz; il est également un corollaire immédiat
dans la théorie du degré.



(Ces aspects sont examinés avec soin daus un mémoire récent [5].)

3. Preuves quasi-constructives

Ces preuves fournissent un algorithme pour Ia recherche de points presque
txes, c'est-à-dire un algorithme résolvaut le problème:

Etant donné ê, fournir uae suite zn convergeaat vers un point
r qui est f -fxe (td que ll/(") - tll < € ).

Montrons d'abord comment Ie theorème du point presque fixe implique Ie
théorème du point (vraiment) fixe.

Supposons donc que Vâ 1r €. X llf b) - 5ll
convexe et / continue K - K). On choisit une suite z' telle que

l l / ( ' " )  -z ' l l  <  :n
Par Bolzano-Weierstrass, on sait que cette suite admet une sous-suite tne con-

vergeant vers uu point i de K. Eu passant à la limite (fr -" oo) dans

o 5 l l / ( ro* )  -  co . l l
TT6

on obtient : 0 S ll/(t) - tl l ( 0, c'est-à-dire î(z) - ,.

Cette utilisatiou de Bolzano-Weierstrass est évidemmeut l'étape non con-
structive (ce qui explique qu'en intuitionisme et constructivisme on ait le thé-
orème du point presque fixe, mais pas Ie théorème du point fixe).

Avant d'aborder les algorithmes pour Ia recherche d'un point C-frxe, il est
intéressant de mentionner utre version fiuie du théorème du point presque ûxe,
dont on peut facilement déduire le théorème de Brouwer (en logique classique,
et toujours en se servant de Bolzano-r$feierstrass). Pour la clarté de I'exposé
nous coasidérous le cas de dimensiou 2, le résultat étaut généralisable à toute
dimension n.



3.1. Théorème finitiste du point presque fixe (version
IR,)

soit -a un réseau fini dans IR2, c'est-à-dire un ensemble de type

A:  { r  €  IR2lz  e IN2 et  Vi  €  {1,2}  1 (  z ;  S k}

È est la "tailleo du réseau; INest I'ensemble des naturels. Voici par exemple un
réseau de taiile 3 :

â)(€ 11

un point r (de â) est voisia de y (de /) (notation : r Ï y) si

malq. lrr - y,l < 1.

En clair, les voisins de y dans le dessin suivant sont les o :

iÀXê î2



A

. Y .

Uue fonction / : A * â est dite continue si elle respecte la relation de
voisinage, c'est-à-dire si

V x , Y  e  A ( x ' L )  Y  a  f ( r ) Y  f @ ) )

Etaut douné les défrnitions qui précMent, on peut énoncer Ie theorème du point
presque fixe suivaut :

Théorème (N. Nizette, [6])

Toute fonction continue / d'un réseau .,{ frni dans .4 admet
un point presque fixe (c'est-à-dire fr € A r 1) l@))

Démonstration

La fouction continue / ; A '+ â permet de constmire un champ de
nûècheso sur .r{.

II y aura 5 types de flèches :

t ype l :  |  ( ve rs lehau t ) ,
type II : (à gauche),
type III : | (vers Ie bas),
t y p e W :  +  ( à d r o i t e ) ,
typeV:  ( f lechenul le) .

L'attribution de flèches se fait par le principe suinant :

type I en z si /(r) € Bt,
type II en x si f(r) € Bz,
type III en z si /(z) € Bs,
type W en x si f (x) €. B+,
type V en r si /(r) € Bs : Ie voisinage de r,



où .B1 ,Bz,Bs,B*Bs sont les zones définies par:

Cette attribution n'est pas univoque puisque, par exemple, les zones 81 et
82 se recoupe't (par exemple en z). pour le cas où /(u) € gr'cr 82 oD,choisit
l'un des types de flèches I ou II.

Remarquons qu'un point est presque fixe ssi il est muni de la flèche nulle
(type V).

Comme / est continue, il est clair que le champ de flèches présente la
particularité d'exclure le cas où deux points voisins seraient affectés de flèches
opposées. On n'a par exemple ja.rnais :

une autre particularité, due au fait que / est une fonction â _+ /r estqu'il n'y aura jamais, au bord de â, de flèche ssortante, . Lasituation suivante
est exclue (par exemple) :



.l{ de taille 4

On peut dès lors ajouter à â un bord "artificiel' que I'on munira de flèches
srentrautest, sans contrevenir à la règle disant que deux points voisins ne sont
jamais munis de flèches opposées, et sa^ns introduire de nouveaux poiats presque
fixes: on obtient ainsi un réseau ûni /', contenant â, de taille k+Z (si la taille
de â est k), et dont les points presque fi.xes sont tous dans A.

Exemple :

1  i  I  A d e t a i l l e s

' - + + i

I
l - t

On passe à C' de taille 4 :

l J l
-+ --+ 

t
I
l - +

que I'on munit (au bord) de flèches srentrautes" (il faut remarquer qu'à chaque
'coinn on a le choix entre 2 types de flèches) :

l0



TJ

. - ' -

I

-_+ 1

l + -
+

l -

I F+

. { -

111

I+

j

Considérons maintenant X - la partie connexe maximale de /r, rencon-
trant Ie bord inférieur de :{' et dont tous les points sout mu1is d'une flèche de
type I :

11
- + l

l *

J-

t
I

Rappelons qu'un sous-ensemble X d'un réseau est dit connexe si deux
points quelconques de X sont toujours reliés par un chemin situé dans X, un
chemiu de P à Pt étant une suite finie de points po,...,po telle que F _
Po, Po : Pt et Vi € {1, Z,B, . .  .  ,  n} p;_t I  p;.

Le bord de X (dans â) est un certaiu chemin B; deux points voisins du
réseau n'étant jamais munis de flèches opposées et X étant muni uniquemment
de flèches de type I, il est clair que tous les points de I sont munis de flèches
[ , W o u V .

Comme une extrémité de B porte une flèche de type II et I'autre une flèche
de type fV, il y a nécessairemeut dans I une flèche ouffu (cf la définition d,un
chemiu), donc un point presque fixe.

il



La généralisation de cette preuve se fait par induction sur la dimension n de
I'espace IRn contenant le réseau. Examinons brièvement le passage de IR2 à IR3 :
courme préc&emment, on muuit le réseau (cubique) / d'un champ de flèches (6
types de braies" flèches et une flèche nulle). On ajoute un bord artificiel avec
ûèches pointant vers I'intérieur et on obtient A'. La partie maximale connexe
X rencontrant un bord de .r{' et dont les flèches sont toutes de même type
poaêde elle-même un bord B qui est une 'surfaceo se comportant comme un
régeau carré dans IR2 (comme Ie r{' dans la preuve ci-dessus). Par hypothèse
d'inductiou, il y a donc un point presque ûxe dans B.

3.2. Preuves eombinatoiree du théorème de Brou\l/er et
algorithmes pour la recherche dtun point C-fixe

Les premières preuves combinatoires du théorème de Brouwer sont basées
gur Ie lemme de Speraer (1928) et Ie théorème de Kuratowski-Knaster-Mazur-
kiewicz (1929). La preuve initiale du lemme de Sperner était non constructive,
mais dès 1967 une preuve congtructive a êté fournie par Cohen [6]. Les tech-
niques simpliciales pour la recherche de points presque fi.xes se sont développéea
et améliorées depuis, avec Scarf (1967), Kuhn (1968), et d'autres.

Rappelons d'abord quelques notions iudispensables.

Si s1 s2 . . . sn*r sont des points (vecteurs) indépendants daus IRn+I, Ia
fer:neture convexe,S de {rt,...ren+t} s'appelle un simplere (de dimension
z). Notation :

S ==  cona  { t t ,  . .  .  r  sn+ r  }  
o * ,  n+ l

:  { reR ,n* r  I  l o ;  ( " :  Da ;s ;  e t  V i0S  c ;  S  1  e t  I " r  -  t ) }
i =  1  d= l

S i  r  € . 9  e t  s  -  o l s r  * . . . * c o + r s n * t , l e s  n o m b r ê s  o 1  , . . . r o n * t  s o n t  l e s
coordonnées barycentriques de r.

E\<emple : dans Rt, S : conv {rr,rrre3} où êtta2,€3 êst la base staudard de
R3.

t2



(Dans ce casi, les coordonnées barycentriques sont exactement les coordonnées
cartésiennes.)

Par définition, une face de dimension k (S 
") 

est un sous-simplexe de ̂ 9,
de Ia forme cona {s;r, . . . , er'.+. }. Une triangulation de 5 est un ensemble de
simplexes contenus daus ̂ 9 tel que :

1. ces simploces ont même dimension que 5,

2. leur intersection 2 à 2 est soit vide, soit une face commune aux deux
( d e d i m e u s i o n n - 1 ) ,

3. la réunion donne 5.

Exemple (dim ,9 - 2) :

3 2 C S s

S : cona {tr,  tr ,  se}, et Ia tr iangulat ion est {5t,  Sr, Ss, Sl}.

13



Une iadexation d'une triangulation d'un simplexe S = conu {rt, . . . r sn+l}
de dimension n est une fonction L:T * {1,2r.. . tn* l} ,  où l  est I 'ensemble
des so"t-ets des simplexes de la triangulation (dans I'exemple ci-dessus, I :

{ t t ,  t r ,  93 r  o r  D ,  t }  ) .

Exemple d'indexation :

2 3 2

Une indexation .[ est dite propre si

1. Vr .[(s;) - i

2 .  t  €  c o n a  { t r o , . . . r s r - }  = = +  L ( r ) €  { f 0 , . . . , i ^ l

Un simplexe d'une triangulation est dit complet (par rapport à une in-
dexa t ion  I )  s i  { r ( " )  l r  es t  un  sommet  de  o ) :  {1 ,2 ,  . . . , n+  1 } .

Exemples :

14



Voici une indexation propre :

2

Voici une indexation non-propre :

: l 2 3

Pour cette dernière indexatiotr, Ss est complet, ,S2 n,est pas complet.
Le lemme de Spemer peut maintenant s,énoncer :

Le nombre dee simplexes complets daas uae jadexation proprc
d'une triangtilation d'unsimplore est toujours impair (et donc
différent de zéro !).

3.2.1. Quelguee algorithmes pour la recherche de pointe presque
txee

Nous allons examiner ici en quoi la recherche de simplexes complets est
liée à la recherche de points presque fixes d'une application continue / : ^g --+ ̂ g.

1 5



Le principe fondamental en jeu ici est le "Principe des deux portes' :

Considéroas une .uraison dont les pieces (en nombre fr'ni) com'
portæt au plus deux portes et gui possMe elr<actement une
porte donnaat sur I'edérieur. Dans ce cas, Je aombre de
pièces à uae porte est impair et, en partant de I'unigue porte

donnant sur l'stérieur, on aboutit nécessairement à uae pièce

à une pofie.

Cette propriété peut s'énoncer en termes de graphe, mais I'image de la

maison est plus suggestive :

Supposons donc que lors d'un trajet on ne rebrousse jamais chemin; il est clair
que :

1. au départ de I'octérieur, il n'y a qu'un seul trajet possible et il ne
peut mener qu'à une pièce à une porte, puisque le trajet se termine
obligatoirement après un nombre fini d'étapes (nombre ûni de pièces
à deux portes mæcimum) et qu'il est impossible de ressortir (une seule
porte ertérieure);

2. au départ d'une pièce à une porte (qui n'est pas celle où on aboutit
au 1 on ne peut qu'aboutir à une autre pièce à une porte.

3. la pièce à une porte du I mise à part, Ies autres pièces à une porte

sont donc couplées naturellement par I'unique chemin qui les relie; il
y a donc au total un nombre impair de pièces à une porte.

Exemple :

l 3

I

16



9.2.2. Algorithme de Scarf

Soit .t'continue S -t ,9 et I I'eusemble des sommets d'une triangulation.
scarf propose une indexation (non propre!) dite croiggnnte : pour x €. T,

n * 1
f-\

t, : 
L rrt' (où s;, . .. r sn*l sont les gommetg de S et z; les coordonnées
d = l

barycentriques), on a f(r) e S car l: ,g -.- ,S, et donc f b) =Ë orr, (avec

t r+ l  
d=l

0 (a ; (1e tD" t - t ) .
d=1

Notons f;@) E od. L'indexation croissaute .[ est déûnie par :

,,^, _ | (pk)(rp - s; si 3r z1 : Q
"t" - 

I jtDU*@) > 
"r) 

si Vi r; # o

(rappelons que "(pk)p" signiûe : Ie plus petit fr tel que p).

On voit aisément que /r(o)(r) 2 xn@\.

Pour la clarté de I'exposé, nous travaillerons avec ̂ 9 de dimensio n 2 :
9 1

s r = ( 1 , 0 , 0 )  € l R s
s2 :  (0 ,  1 ,0)
Es  =  (0 ,0 ,  1 )

L'indexation de Scarf donue (quelle que soit f : S * S) :

L(s1)  -  2
.[(s2) : 1
tr(s3) :  1.

Cousidérons une triangulation I de ,5. Pour les points de f situés sur le
bord de ,9, I'indexatiou est indépendante de / et donne :

s2 83

L7



Le point .4 (par exemple) est |(1,0,0) + à(0, 1,0) c'est-à-dire ( i ' i ,0) et

donc  L (A) :3 :  ( t t i ) (A ;  -  0 ) .

L'indexation des points de î situés à I'intérieur de ̂ 9 dépend du .f , puisque

pour ces points on a : Yi z,; f 0, et que .[ est alors définie par :

L ( r ) - ( p \ U r ( r )  ) s r ) .

Considérons l'exemple suirrant : 
z

t 8



5 peut être assimilé maintenant à une maison dont les pièces sont les triangles
ie la triangulatiou et les portes les côtés (de ces triangles) indexés par I et 2.
Ainsi :

est une pièce à 2 portes
, / \

est uue pièce à I porte

est une pièce sans porte

L'indexation de Scarf garantit (cf le dessin) qu'il n'y a qu,une seule porte
sur Ie bord de 5. Les hypothèses du "principe des deux portesn soat satisfaites
et il sufrt de pénétrer par l'unique porte d'entrée et de suivre I'unique trajet
possibie pour découvrir une pièce à une porte, ctest-à-dire un simpiexe complet
(- portant les indices 1, 2, 3) :

I I I l

L'intérêt d'un tel simplexe complet réside dans le fait que si A, B, C, sont

2

/\
/ \
1 1

2
,A''

/ \

3 1

3

/\
, / \
2 2

L
A
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ses sommets (I(.4) = l, L(B) = 2, L(C) - 3), on a :

(puisque lz-y(r) 2 r4ù).

Si l 'on avait A: B: C: z, alors on aurait  f ;(r)2 r;  ce qui implique

fb) :r (car Di/'(") : D, r; = 1 et 0 ( r; < l;@)), c'est-à-dire que t serait
un (vrai) point fixe.

Dans le cas où .r{, B, C sont sufrsamment proches l'un de I'autre, chaque
point du triangle A B G est un point presque fixe. On peut préciser ceci : con-
gidérons uue suite de triangulations 1o dont les normes (norrne = le diamètre
du plus grand simplexe de Ia triangulation) tendent vers zéro. Pour chaque
1o on considère I'indexation .t de Scarf et on détermine un triangle complet
Ao Bo Co. Comme.g est un compact, il existe des sous-suites Aon, Bo*,Cor
convergeant vers A, B, C (éléments de S). On aura (voir ci-dessus) :

l t (A"*)  > ( / ' ,n) t

îr(8"*) > (B^*),
fa(C"r) > (C"-).'

En passant à la limite :

Comme la norme de 1o tend vers 0, on a nécessairement A : B : C, dtoù

1(A) - A.

La suite Âo admet douc un (vrai) point fixe d comme point d'accumulation.
Il en résulte que Vô > 0 IJV naturel Vn 2 N d(A,, C) < 6. Comme / est
coutinue, ceci implique que Vt > 0 fn d(I@"),Ao) < e .

Âlgorithme

C > O étant frxé, on construit une trian gtlation T pour La-
guelle on détermine un simplexe complet A B C.

At
Bz
Bg

At
B2
Cs.
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On teste alors d(l\),A) < €.
Si oui, on arréÉe.
si aon, o'' recomra ence avec une trian gulation doat la norae
uaut (par exemple) la moitié de Ia norme de T.

Le processus s'arrête en un nombre ûui de pas puisque ceci revient à cons-
truire une suite de triangulations To à norme tendant vers 0 et que lron sait
que dans ce cas : VC ln ùU(A*),A*) < €.

Remarques

l' Les poiuts presque fixes peuvent être trÈs éloignés du vrai point ûxe :

I i : Lo''r
{  ; : -É *  s
I 

r est un point C-fixe
( y est un point fixe

Cet inconvénient (aux yeux des mathématiciens) n'en est pas un aux
yeux des économistes pour lesquels, par exemple, une production pres-
que nulle équirraut en pratique à une production vraiment nulle.

2' D'autres indexations ont été proposées, chacune présentant des avan-
tages et des inconvénients; pour plus de renseig:rements, consulter [5].

3. cet algorithme (de scarf) ne peut être rafrné, c'est-à-dire que pour
chaque triangulation, tout le trajet est à recomme!.cer : il ne sufrt
pas de trianguler uniquement le simplexe complet trouvé à l'étape
précédente.

Exemple

Voici la triangulation régulière ? (subdivision en B) dont le simplexe com-
plet est hachuré :

2L



Voici un rafrnement 1' (subdivision en 6). Ou remarque que le simplexe
complet trouvé précédemment (dans 1) possède deux portes.

La recherche d'un simplexe complet (pour î') à partir de I'ancien simpiexe

complet cycle. Le nouveau simplexe complet se trouve en fait en dehors de

I'ancien (voir le trajet).

La méthode de raffi,nement suivante, due à Eaves, permet de remédier à

l'inconvénient exposé ci-dessus.

1 1 1 1
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3.2.3. Méthode de raftaement

Pour la clarté de l,exposé, considérons
S = cona {rr,rr} (daus IR,,).

le simplexe ̂ 9, de dimension I :

On construit des ucopies agrandies" U(^) de ^g :

u(! u(2) u(3) u(4) u(t
- ^ g

D'une manière naturelle, u(^) correspond à s agrandi um fois', et peut
être muni de la triangulation régulière correspond,ant à la osubdivision par /co :

23



Soit / une fouction coutiuue : ^5 -- ^9.
Sur ̂ 9, on déûnit I'indexation décroissante :

L :  ,S - -  {1 ,2}
où I(z) :  (pk)(f ix(") S r i  et ,x # 0).

Cette indexation peut s'étendre à la réunion des U(*) ea posant f(V) I
L(Pr) où P, est la lrojectionn suivante de y :

1'! u(^)
Un simplexe complet, dans ce cadre, sera un simpiexe indicé par {1,2}.

On peut remarquer que le bord du "tronc de côue' A = {(", y) € IR2 | r >
0, V 2 0, r * V > U ne comporte qu'un seul simplexe complet (: une porte
d'entrée) qui est 5 :

u(^)
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Cela est dû à Ia définition de L. En considérant les simplexes com-
plets comme étant des portes, il est clair que .A est une umaison' à une
porte ortérieure. Le trajet unique que I'on peut efectuer à partir de 5 mène
nécessairement à des simplexes complets (c'est à dire à des points presque fixes)
corresPondant à des subdivisions de plus en plus fines. Le procédé de recherche
d'un point f,-fixe consiste donc à suivre cet unique trajet et à s'arrêter lorsque
le bord (d'indice I par exemple) du simplexe complet est f-fixe.
Exemple :

l 1 t 1 1 1 l
u(1) u(2) u(3) u(4) L'(5) u(6) u(7)

On voit dans cet exemple qutil arrive que le chemin tremouten vers ,g.
CeIa indique un changement dans la zone de ̂ 9 où i'on cherche le point presque
frxe.

Cette construction est prolongeable indéfiniment et permet, si I'on désire



une meilleure approximation, de partir de la position acquise précédemment
il n'est plus nécessaire ici de repartir de la position initiale.

Remarque

Les algorithmes décrits ci-dessus se laisseut facilement programmer : il
ociste d'occellentes présentations matricielles des constmctions qui y iritervi-
ennent (voir[s]).

9.2.4. Méthodes de eontinuation

Certains auteurs (Smale, Eaves, .. .) ptopoeent une autre approche, fort
différente des méthodes qui précèdent, et dont l'efrcacité semble très bonue
(entre autres en économie appliquée). Le principe de base des méthodes de
continuation est le suivant :

Soit / continue C + C, où C eet un compact convexe de IR" dout I'intérieur
est non vide.
On considère des copies C x {t} de C (dans IR' x IR) :

t

et l'homologie flr(r)
est un point intérieur

définie par : Hr(")
arbitraire (daus C)

:  t (c -  t )  + ( t  -  t ) ( r  -  / ( ' ) ) ,
e t t € [0 ,  1 ] .
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Pour t : 0, on a : Eo(r) - s - l@)
Pour t  :  l ,  ou a : Er(r) :  s - i .

La famille .t1 permet donc de passer continûment de la fonctiou. u - r à la
:cnction 

" 
- f@). La fonction r - z admet un zéro évident : ?. Ou considère

-a courbe définie par : fltb) - 0. Moyennant de bonnes hypothèses, cette
courbe mène du point (e,t) à un point (" ' ,0), où r 'n'est un zéro de.t6(r),
:'est-à-dire un point fixe de / :

cx{1 }

Cx [o , t ]

^t1(c) - 0
cx{0 }

Les hypothèses portent essentiellement sur les dérivées de / et Et(") (pour
plus de détaiIs, voir [s] et [7]).

En pratique, on suit la courbe par une sorte de procédé de Newton :

On constmit une suite z3 (où (f, 1)
est as) de la manière suivante :
zk+t est ltintersection de la courbe
Et(r): o avec le plan II orthogo-
nal au vecteur u3 (le vecteur fuites-
aeo, tangent à la courbe, au poiut
zft), passant par zx* €a*: P (où
C est fixé et :Ësez petit).

Le danger de "cyciage" (Iié au choix de t) existe pour cette méthode (voir
dessin ci-dessous), mais pour des courbes osages' et un â suffisamment petit,
Ies résultats sont (paraît-il) excellents.
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Remarque

Le point presque fixe détecté par la méthode de coutinuation est en principe
proche (: dans Ie voisinage) du point vraiment fi.xe, contrairement à ce qui se
passe dans les méthodes simpliciales.
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