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1. Introduction

Soit L1, le langage de la Théorie simple des Types.

Rappelons que L1 est un langage d’ordre infini; il posséde un symbole de,
relation binaire € comme seul symbole non logique, et une infinité dénombrable

de variables de type i z%,y,. .., pour tout ¢ € w. De plus, ses formules atom-
iques sont de la forme z* = y* ou z* € yi+!.
Une structure au sens de L77 sera donc de la forme M = (Mo, My, ...;eM)
ol les variables de type 1 varient dans M;. De plus, M devra vérifier que
View M; # 8 (1)
et que
Mo |JMix My, (2)
f€w

Nous demanderons aussi que
ViijEwi#j=>M,NM;=0. (3)

D’autre part, dans la théorie des ensembles du premier ordre, on travaille
le plus souvent avec le langage Lz dont le seul symbole non logique est le
symbole de relation binaire €.

Il est facile de transformer “canoniquement” la structure M que nous
venons de nous donner en une structure au sens de LzF : il suffit de définir

UM = (| Mi;e™).

$€Ew
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Nous allons montrer ici que ’équivalence élémentaire se conserve quand
on passe de Lrr & LzF, c’est-2-dire que

si M et N sont deux structures au sens de L1
et que M = N (au sens de Lr7),
alors M = N (au sens de LzF).

La difficulté provient bien siir du fait que, avec L1, on ne peut quantifier
que sur un type 3 la fois, tandis qu’avec £z on quantifie en quelque sorte sur
tous les types simultanément.

2. Les types généralisés
2.1. Définition

Nous allons maintenant faire connaissance avec le langage Lg, langage
d’ordre infini dans lequel nous pourrons “plonger” Lrr et LzF.

Comme Lr1 et Lzr, Lg aura comme seul symbole non logique le symbole
de relation binaire €. Comme dans Lr7, les variables de £ seront indicées
(en haut 3 droite) par un indice de type. Mais cet indice, que nous appellerons
indice généralisé pourra avoir deux formes : il sera

e soit un indice propre, c’est-i-dire un nombre naturel (comme pour

Lr1),

e soit un indice impropre, c’est-3-dire un ensemble fini de nombres na-
turels.

Intuitivement, la variable z{#1:#203n} prendra ses valeurs parmi les objets
qui ne sont ni de type 1;, ni de type iz, ..., ni de type i,.

Les formules atomiques de £ sont de la forme z* = y* ou z* € y*', quels
que soient les indices généralisés ¢ et «'. Contrairement & ce qui se passe dans
Lrr, z* € 7* sera donc par exemple une formule de Lg.

Nous appellerons variable propre (resp. impropre) toute variable dont
Pindice est propre (resp. impropre), et formule propre (resp. impropre) toute
formule de L dont toutes les variables, libres et liées, sont propres (resp.
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impropres). Nous dirons aussi qu’une formule est homogene si elle est propre
ou impropre.

Enfin, les lettres minuscules 1, 7, ... désigneront dans la suite des indices
propres, les lettres majuscules I, J,... des indices impropres, et la lettre ¢ des
indices généralisés quelconques.

2.2. Structures au sens de [;

De maniére analogue 3 ce qui se passe dans Lrr, une structure au sens de
L¢ sera de la forme

9 = (G03G1;° . -;Gﬂ,G{o},G{o,x},G{on}: . ";eg))

oll chacun des domaines est non-vide.

La satisfaction au sens de £ sera définie de manidre usuelle, comme pour
Lrr. ‘ ’

Si maintenant M est une structure au sens de Lrr, on peut aussi lui
associer “canoniquement” une structure au sens de L¢. 1 suffit de définir

Mc = (Mo, My,.. - Mg, Moy, M{o,1}, M0}, ...;eM),

ol, 8 I C w, M; est par définition | ] M;.
s€w\I
Remarquons que par (3),

M; = (| M)\ (| M)

$€w sel
Dans la suite, M désignera toujours une structure au sens de Lrr.

2.3. Plongement de Lrr et Lzr dans [

Pour L1, ce plongement est assez simple. En effet, toute formule ¢ de
Lrr est aussi une formule de L et il est trivial de vérifier par induction sur
la longueur de ¢ que

M= plmy,...,my) (au sens de Lr7) 1)
<= Mg Eplmy,...,ma] (ausensde Lg).
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Pour Lz, le plongement n’est pas beaucoup plus compliqué. Si ¢ est une
formule de £zF, définissons 2 par induction de la maniére suivante :

o (z=y)? est 22 = y?; (z € y)? est 2 € y?
o (~9)? est ~(v?)
o (YVV)? est y2 vy®
e (3z ¢)? est 322 2.
Comme My = U M; = U M;, il est encore trivial de montter par

€w\@ €w
induction sur la longueur de ¢ que

UM Ep[mi,...,my] (au sens de LzF) (5)
< Mg E¢?[mi,...,m,] (ausensde Lg).

24. TTG
Afin de pouvoir faire des raisonnements purement syntaxiques, nous allons
introduire la théorie TTG, construite dans L.

TTG sera satisfaite par les structures de la forme Mg et ses axiomes
seront, en plus des axiomes logiques du calcul des prédicats multisorte, les
axiomes suivants :

Gl. ~ =yl sij A

G2. ey sijAi+1

G3. =y siieJ

G4. ~zicy’sii+led

G5. -zl ey’sij=0ocusij-1€l,
qui sont inspirés par (2) et (3), et le schéma

G6. 3z’ p(z7) <= 37V} p(z/V}) v 3zf p(2f) pour toute formule
@ de Lg, et pour tout i € J,

qui est inspiré par la construction de M¢.
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3. Définitions

Avant de passer aux démonstrations, nous allons rassembler ici quelques
définitions et notations dont 1’utilité apparaitra dans la suite.

3.1. m, et M,

Si ¢ est une formule de £ qui a au moins une variable propre, alars

e my, est le minimum de ’ensemble des indices des variables propres de
et

® M, est le maximum de ’ensemble des indices des variables propres de

P.

8.2. Rang de quantification de variables impropres

8i ¢ est une formule de L¢, alors rqi(p) est défini par induction sur la
longueur de ¢ :

e rqi{p) = 0 si p est atomique

e rqi(~¥) = rqi(¥)

e rqi(y V ¢') = max{rqi(¥),rqi(¢')}
o rqi(@2* ¥) = rai(y)

e rqi(3z! ¢) = rqi(y) + 1.

38.3. Formules connexes

La notion de formule connexe dans £ sera aussi définie par induction sur
la longueur des formules :

e 8i p est atomique, alors ¢ est connexe
o si ¢ est connexe, alors — est connexe

e 8i p et ¢ sont connexes et ont au moins une variable libre com-
mune, alors ¢ V ¢ est connexe

e 8i p est connexe et si z* figure dans ¢, alors 3z* ¢ est connexe.
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Cette notion sera surtout utilisée via la propriété suivante, qui se montre
facilement par induction sur la longueur de ¢ :

8i p est une formule connexe de L
et si toutes les formules atomiques de ¢ sont homogénes, (6)
alors ¢ est homogéne.

Mentionnons encore une autre propriété aussi simple, mais dont Putilité
sera moins fondamentale :

si o est un énoncé connexe de Lg ™
alors o est de la forme 3z* ¢ ou de la forme —- - - ~dz* .

3.4. Longueur d’une formule
Ce que nous appelerons longueur d’une formule ¢ de Lg, et que nous
noterons lg(p), représente en quelque sorte la complexité de p:
o 8i @ est atomique, alors Ig(p) = 0
o lg(y v ¢') = max{lg(¥),lg(¥")} + 1
o lg(-y) = lg(¥) + 1
o lg(3z*¢) = lg(y) + 1.

8.5. Combinaison booléenne

Pour fixer les idées, voici la définition de combinaison booléenne que nous
utiliserons dans la suite :

e 8i p est une formule de L¢, alors  est une combinaison booléenne de

.

e si & est une combinaison booléenne de @y, ..., ¥y, alors -® est une
combinaison booléenne de g, ..., Pn-

e si ® est une combinaison booléenne de o, ..., Pk, ..., Pn et que ¥ est
une combinaison booléenne de ©g, - -, Pk;¥0, .- ¥m, alors & vV ¥ est
une combinaison booléenne de o, ..., @n;Yos-- ) ¥m-

e si ® est une combinaison booléenne de @o,...,¥n, €t si o est une
permutation de {0,...,n}, alors ® est une combinaison booléenne de
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Pa(0)s--+1Po(n)-

4. Idée de la preuve

Nous voulons montrer que si M = N, alors M = JN, od M et N sont
deux structures au sens de Lr7.

En fait, nous allons montrer que

M
= Mg

N (ausensde Lrr)
N (au sens de Lg).

mm

(8)

Par (5), nous aurons donc ainsi montré ce que nous voulions.

La partie difficile de (8) est M = N = Mg = Ng (Pautre découle de
(4)).
Nous montrerons d’abord un lemme fondamental assurant que tout énoncé

o de L est équivalent 3 un énoncé dont toutes les sous-formules atomiques
sont homogenes.

Mais si o est un énoncé de L dont toutes les sous-formules atomiques
sont homogenes, alors nous montrerons que o est équivalent 3 une combinaison
booléenne d’énoncés connexes oy dont toutes les sous-formules atomiques sont
homogenes, c’est-a-dire, par (6), 3 une combinaison booléenne d’énoncés o
connexes et homogenes. De plus, pour chaque oy, 1qi(0;) < rqi(0).

Alors, nous pourrons montrer par induction sur rqi(o) que

M=N
= (Mcf=0 < Nal=0).

En effet, il suffit de montrer que Mg = 0i © Ng |= o; pour chaque o; cité
plus haut. Deux situations sont possibles :

e soit 0; est propre, et alors nous verrons que o; est équivalent 3 un
énoncé stratifi¢, et nous conclurons par (4);
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e goit g, est impropre; supposons par exemple que o0; soit de la forme
3z p(z'). Alors

Mg | 32! p(a!)

> il existe 1 € w\ I tel que Mg | 3z° ()

il existe t € w \ I tel que Ng | 3z' (z")
(parinduction, car rqi(3z* p(z*)) < rqi(o;) < rqi(o))

= Ne E 3zf o(zh).

Telle est I’idée de la preuve. Commengons donc maintenant par

5. Le lemme fondamental

Il 8’énonce comme suit :
Lemme 1:
Si @ est une formule non homogene de L telle que

si I est le type d’une variable libre impropre de ©
alorsI D {Il : m, = 2rai(e) < | < M, + 2mai(p)y}

ou si ¢ est une formule homogene de Lg,
alors il existe une formule 3 de Ls telle que

e TTG F o <> pp
rqi(pa) < 1qi(p)
e toute sous-formule atomique de ¢}, est homogene

toute variable libre de @, est aussi une variable libre de ¢.
PREUVE :
La preuve se fera par induction sur la longueur de ¢. Nous donnerons en

fait une construction justifiée de 5, tout en montrant que TTG + ¢ <= 4.
Le reste de la thése est assez simple 3 vérifier; il sera laissé en exercice.

o si p est atomique et homogene, alors il suffit de poser ), identique 3
P

e si p est atomique et non homogine, alors supposons que z* et y’
soient les deux variables qui figurent dans . Comme rqi(¢p) = 0, alors
1= 1,i,i+1 € I, par I'hypothése du lemme. Donc, par les axiomes G3
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4 G5 de TTG, il suffit que y, soit z° # z° V y' # y!, qui, comme ¢,
est toujours fausse.

8i  est —y), alors il clair que ¢ répond aussi aux hypothises du lemme,
et que nous pouvons poser o) identique & —(yy).

8i  est Y V ¢, alors si par exemple ¢ est non homogeéne, et si I est
'indice d’une variable libre impropre de ¢, alors

{I:my = 20¥) < 1 < My + 2ri%))
C {l:m, =20 < < M, + 2rile)}
(car my, <my, My, > My et 1qi(¢) < rqi(p))
c I

Ceci suffit pour montrer que ¢ vérifie les hypotheses du lemme; par
hypothése d’induction, ¥, existe donc. De méme, ¢, existe et il est
clair qu’il suffit de poser ¢}, identique 3 ¢, VE,. pour arriver 3 la thése
du lemme.

8l o est 3z* ¢ et que z* ne figure pas libre dans ¢, alors il suffit que
®n soit ¥, par un argument similaire 3 celui du cas précédent.

si o est 3z° ¢(z') et que z* figure libre dans ¢, alors my =my,, My =
My, rqi(y) = rqi(p) et, comme précédemment, ¢ répond aux hy-
pothéses du lemme et ¢, existe. Il suffit alors de poser ¢, identique
3 3z° yy,.

si p est 327 ¢(z7), que z” figure libre dans ¢, et que ¢ n’a pas de
variable propre, alors, clairement, il suffit que o soit ¢.

si @ est 3z7 ¢(z”), que z” figure libre dans ¥, et que ¢ a au moins
une variable propre, alors soit

J'=J U {l:m, = 2r0)=1 < | < M, 4 grile)-1} (q)
Par G6, nous pourrions poser ¢}, identique 3

327" Yu(z?) v V 3z* yn(z°).

s€J\J

Il nous suffit donc de montrer que ¥(z”’) et les y(z') vérifient les
hypothéses du lemme, ce qui garantira P’existence de yy(z”') et des
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4:;.(::‘).

Voyons d’abord le cas de ¥(z’'). Si I est I'indice d’une variable libre
impropre de ¥(z” ), alors soit I est 'indice d’une variable libre de ¢,
soit I est J'. Si I est I'indice d’une variable libre impropre de ¢, alors

. ' . ,
{l : mi(z.,:) _.. 2rqx(¢(z-’ )) <1< M&(z-") + 2rq1(¢(z ))}
= {l:m, = 21 <1 < M, + 279071}

(car my, = My(z?') M, = M¢(;J') et rqi(tl)(z"')) = 1qi(p) — 1)
c {l:m, =2 < | < M, + 2mi¥)}
c L .

D’autre part,

J' D {l:im, = 2r@)-l < | < M, 4 279ile)-1)
(par (9) ) ]
= {'(=m¢(,w)142:‘(";()‘ D <1< M‘,(z,,) + orai(¥(z ))}
comme pius haut).

¥(z’ ') vérifie donc bien les hypothéses du lemme. Voyons maintenant
que c’est aussi le cas pour chaque y(z*).

Si ¢(z*) est homogene, c’est terminé. Et si ¥(z*) n’est pas homogene,
goit I 'indice d’une de ses variables libres impropres.

Alors,

{l:mya) ~ 2rqi(¢(z-'.)) <1< Mw(z‘.)+2rqi('p(3‘))} .
{I : min{m,,,i} = 27U)-1 < | < max{M,,i} + 27i(®)-1}
Cc {l:min{m,,m,=2mi@)-1} - graile)-1 < | <
max{M,, M,, + 2r4i(¢)=1} 4 grai(e)-1} (par (9))
= {l:m, = (273i(0)1 +2mil0)-1y < [ <
M, + (2rqi(v)—1 + 2rqi('p)—1)}
= {lim, = 200) < | < M, +279(0))
L

¥(z*) vérifie donc aussi les hypotheses du lemme. O
Remarque : Les axiomes G1 et G2 n’ont pas été utilisés dans cette preuve.
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6. Passage aux formules connexes

Lemme 2:

Toute formule ¢ de L est équivalente dans T'T'G 3 une combi-
naison booléenne ¢, de formules (y, ..., @, telles que pour tout
1 < n:

rqi(ps) < rqi(p)
s est connexe
toute variable libre de ¢; est une variable libre de ¢

toute sous-formule atomique de ; est aussi une sous-formule
atomique de .

PREUVE :

Un théoréme de ce genre a déja été évoqué par M. Crabbé (Ambiguity and
stratification, Fundamenta Mathematicee 101 (1978), p. 14).

Nous allons en fait montrer que ¢, est de la forme V /\ ©ij, ol les

i<k j<k;

®i; seront les p; mentionnées dans 1’énoncé du lemme. Pour étre tout-i-fait
conforme a notre définition de combinaison booléenne, cette formule ¢, pourra
aussi s’écrire V - v 5.

i<k j<k;

La preuve se fait par induction sur la longueur de p. En voici une esquisse :

si p est atomique, alors il suffit que @, soit .

si p est ¢ Vv ¢/, alors il suffit de poser ¢, identique 3 ¢, v ¢..

8i p est —y, et si ¢, est V /\ ti5, alors ~¢, peut aussi se mettre sous
i<l j<k;

la forme /\ v —%ij, ou encore sous la forme v \/ A—@,-J",.

i<l y<k; n<ky  gi<ki_,i<i
Il suffit que ¢, soit cette dernitre formule.
8i o est dz* ¢, et si ¢, est V /\ ¥i;, alors nous pouvons aussi
i<l j<k;
supposer que pour chaque i, il existe un entier I; tel que z* figure
libre dans y,; si et seulement si j < ;. Alors, chacune des for-

mules (3z* /\ %i;) est connexe. D’autre part, comme par hypoth2se
y<ih;
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d’induction rqi(¢:;) < rqi(¢) pour chacune des y,;,

<
rai(3z \ ¥i;) < rai(3z* ¥) = rqi(e).
i<

11 suffit alors de poser . identique & V (3= /\ Yij) A /\ Yij |
i<l < Li<i<k;
qui est équivalente 3 3z* ¢.. O

Lemme 3:

Si o est un énoncé de L dont toutes les sous.formules atom-
iques sont homoggnes,

alors o est équivalent dans TTG 4 un énoncé o, qui est une
combinaison booléenne d’énoncés oy,...,0, tels que pour
tout s < n,
e rqi(o;) < rqi(o)
e o; est connexe et homogéne.

PREUVE :

Par le lemme précédent, et comme un énoncé n’a pas de variable libre, o
sera équivalent dans T'TG & un énoncé o, qui est une combinaison booléenne
d’énoncés connexes dy,...,0, tels que pour touts < n

e rqi(o;) < rqi(o)

¢ toute sous-formule atomique de o; est une sous-formule atomique de
o.

Chaque o; est donc un énoncé connexe dont toutes les sous-formules atom-
iques sont homogenes. Par (6), chaque o; est donc connexe et homogene.

7. Comnservation de 1’équivalence élémentaire

7.1. Formules propres et formules stratifiées

Avant d’arriver au résultat principal, nous devons encore montrer un
lemme facile qui nous servira dans la suite.
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Lemme 4:

Dans TTG, toute formule propre ¢ de L est équivalente 3 une
formule stratifiée ¢, qui a les mémes variables libres.

PREUVE :
La preuve se fait par induction sur la longueur de .
o 8i pest 2 =z, 2 = ¢ ou z¥ € y**+?, alors clairement, il suffit que
P, soit .
esipest 28 €z, 2" =y avec j # 4, 0u zt € ¢ avec j # i+ 1,
alors ¢ est toujours fausse, par les axiomes G1 et G2 (qui seront en

fait les seuls axiomes de TTG utilisés ici). Et donc, nous pouvons par
exemple poser p, identique 3 z¥ # z¥ Vv y7 #£ ¢, :

e si @ est ), alors, par hypothese d’induction, nous pouvons poser ¢,
identique & —(,).

esipest YV, alors, par hypothése d’induction, nous pouvons poser
¢, identique 3 ¢, vV ¢,.

e enfin, si ¢ est 3z* ¢, alors, par hypothése d’induction, nous pouvons
poser ¢, identique 3 3z (y,). [

7.2. Lyr et Lg

Nous arrivons maintenant au résultat principal dont notre probléme initial
(M= N = UM =|N) sera un corollaire.
Théoréme 1:

Si M et N sont deux structures au sens de L7r (qui répondent
donc a (1), (2) et (3)),

alors
M=N (ausensde Lrr)
<> Mg=Ng (ausensde Lg).
PREUVE :
L’idée de la preuve a déja été donnée. Voici les détails.

<= 8i Mg = NG, alors, en particulier, si o est un énoncé stratifié, Mg =
o0& Nglo Maispar (), Mo & Mgko & Negko &
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NEo.

Donc, M = N (au sens de Lrr).

Si M = N, alors soit o un énoncé de L. Nous allons montrer par
induction sur rqi(¢) que Mg =0 ¢ Ng | 0. Comme ¢ n’a pas de
variable libre, nous savons par le Lemme 1 que o est équivalent dans
TTG 3 o5 qui est un énoncé dont toutes les sous-formules atomiques
sont homogenes et tel que rqi(oy) < rqi(o).

Maintenant, par le Lemme 3, o est équivalent, dans TTG, & o4, qui
est une combinaison booléenne d’énoncés o; ot ¢haque o; est tel que

e mi(0s) < (o) < rai(o)
e 0, est connexe et homogéne.

D’autre part, comme Mg |= TTG, M¢ = 0 & o5 & 0p,, de méme
pour Ng. Notre probléme se raméne donc 3 montrer que Mg
Ohe > .VG }= Ohe-

Mais |= commute avec — et V : par exemple, (Mg F —¢) <«
-(Mg = ¥). Il nous suffit donc de montrer que Mg =0i <= Ng E
05, pour chacun des o;.

Donnons-nous donc un ;. Comme o; est homogene, deux cas sont
possibles :

e soit o; est propre, et alors, avec les notations du Lemme 4,

Mg Eo;

<> Mg E(0i)s (parle Lemme 4)
<= ME (o), (par(4))

<> NE(0i)s (par hypothese)
<= Ng k= (0:)s :

> Ne P 0.

e s0it oy est impropre; comme o, est connexe, alors, par (7), o;
est de la forme 3z’ p(z’) ou de la forme - .- ~3z! p(z!).
Si o; est de la forme 3z p(z7), alors

Mg [ 32! p(z")

= il existe i €w \ I tel que Mg = 37 p(z°)
= il existe 1 € w \ I tel que Ng = 3z° ()

(par d’induction, car rqi(3z* p(z*)) < rqi(o;) < rqi(o))
<= Ne E 3zf o(zh).
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Et si 0; est de la forme —--- =3z o(z'), il suffit de faire un
raisonnement tout-3-fait analogue.

Donc Mg =0 & Mg = ohe © Ng | ohe & Ng [ 0, et donc
MG = NG.

78. Lrret Lzp

Voici enfin la preuve du probléme initial. .

Théoréme 2:

Si M et N sont deux structures au sens de L7 (qui répondent
donc 3 (1), (2) et (3)),

alors
M=N  (ausensde Lrr)
= UM=UN (ausensde LzF).
PREUVE :
Soit o un énoncé de LzF. Alors,

UM E o
<= Mg = 02 (par (5)
<> Ng E 02 (parle théoréme 1)
<= UN E o

Et donc UM = UN. [

7.4. La réciproque

La réciproque du théordme précédent, c’est-a-dire UM = JN = M= N,
est en général fausse !

11 suffit pour le voir de considérer les structures M et N dont les domaines
et les relations sont définis de la maniére suivante :

o My = {0,1}, et M; = {s+1},81i>1

o eM — ()]
e N; = {1}, pour tout i € w
o =0
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M et N ne sont pas élémentairement équivalentes (au sens de Lrr). En
effet, M satisfait I’énoncé 3z° 3y° z° # y°, ce qui n’est pas le cas pour N. <

Cependant, id : UM — N : z — z est un isomorphisme. A fortiori,
UM et UN sont donc élémentairement équivalentes (au sens de LzF)-

La réciproque du théoréme précédent est donc fausse en général. 11 est

cependant possible de trouver des conditions suffisantes sur les structures pour
que cette réciproque soit vraie.

Par exemple, on peut montrer qu'une telle condition est que, pour tout
i € w, il existe une formule p*(z) de Lz telle que pour tout a € U M; et
$€Ew
pour tout b € U N;,
t€w
e UM E ¢'la] < a € M;, et
e UN E <p"[b] < be N,

Intuitivement, pour que la réciproque soit vraie, il suffit que les types
soient en quelque sorte “définissables”. Par exemple, la réciproque sera encore
vraie si Lzr est remplacé par le langage Lzr U {T°,T',...}, od, chaque T!
est un symbole de prédicat unaire représentant le type s.
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