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l. Introduction

Soit trr, le langage de la Théorie simple des Tlpea.
Rappelons que tm eet un rangage d'ord.re infini; il possède un symbole de

relation binaire € comme seul symbole nou logique, et une infinité dénombrable
de nriables de type r ri.rgir..., pour tout r'€ cu. De plus, ses formules atom-
iques sont de la forme ,i : yi ou sd € gd*t.

une structure au sens de !v7 ee,'donc de la forme il - (M, Mrr... ;6r)où les nariablea de type i narient dans M;. De plus, .M devra,éiifi., qo.

Vrea r  I r I ; #O

et que

"xc
Nous demanderons aussi gue

Vt , i €w  i # i+M;nM i -A .

(r)

U rU, x M;+t.
t '€tr

(2)

(3)

D'autre part, dans la théorie des ensemblea du premier ord.re, on travaille
le plus souvent avec le langage lzr dont le seul symbole non logique est le
symbole de relation binaire €.

Il est facile de transformer ocanoniquementn la gtructure .M que nousyenons de nous donner en une structurc au senE de Lzr: il gufrt de définir
Ufi = (U u,;"r).

t'€tr
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Nous allons montrer ici que ltéquinalence élémentaire se conserve quand

oD pasEe de try I tzr, c'est-à-dire que

ri .l{ et .V gont deux stnrctur€s au sens de Lrr
et gue lrl, = N (au sens de L,rr),

alors Ult = [Jll (au gens de t,zr).

La difrculté provient bien sûr du fait que, avec t tr , on ne peut quantifrer
que Bru un type à la foie, tandie qu'avec Lzr otr quantifie en quelque sorte sur

tous lee types gimultanémeut.

2. Les types généralisés

2.1. Définition

Noug allons maintenant faire connaissance avec le langage Lc, langage
d'ordrc infini dans lequel nous Pourrons "plongero t,rr et tzp.

Co-me tn el tzr, tc aur? comme seul symbole non logique le symbole

de relatiou binaire €. Comme dans trt,les variables de lc seront indicéeg
(en haut à droite) piu un indice de type. Maig cet indicer gù€ nous appellerons
indice gén&ali*é pourra avoir deux formes : il gera

o soit un indice propre, ctest-à-dire un uombre naturel (comme pour

î,rr),
o soit un indice impropre, c'eet-à-dire un ensemble fini de nombres na-

turels.

Intuitivement, la variable s{dr,dz,"',d"} prendra ses valeurs parmi les objets
qui ne sont ni de type d1, ni de type i2,..., ni de type do.

Ires formules atomiques de Lc eont de la forme î' : g" ou t' e y'', quels
que soient les indices généralisés l et lt. Coutrairement à ce qui se pirsse daus

Lrr, xi e xi sera donc par exemple une formule de Le .

Nous appellerone ra^riable propre (*rp. impropre) toute variable dont
I'indice eet proprc (r.tp. impropre), et fornule propre (top. impropre) toute

formule de tc dont toutee lee vzriables, Iibres et lieee, sont propres (toP.
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impropres). Nous dirons aussi qu'une formule est àomogÈae ai elle est propre
ou impropre.

Enfin, lee lettree minuscules r, i,... désigneront dans la suite dea indices
ProPFeE' les lettres majuscules f, Jr... des indices impropres, et la lettre r des
indicea généraliséa quelconques.

2.2. Stmctures au sens de te

De manière analogue à ce qui Ee piËse dans lrr, une stmcture au gens de
Lc aerz de la forme

I  :  ( G o r G r , .  . . ; G g ,  G { o } ,  G 1 o , r 1  , G 1 o , z y r .  . . ;  e g ) ,

où chacun des domaines est non-vide.
La satisfaction au sens de tc sera définie de manière usuelle, comme pour

trr .  '

Si maintenant ,ilt est une gtructure au sens de Lrt, on peut aussi lui
associer ocanoniquement' une structure au sens de lc. D sufrt de déûnir

I t  c :  (Uo, Iu{t,  .  .  .  ;  Mo, M {ol,  M1o,ry, M 1o,zy . .  .  i  
"r  ) ,

où, ai I C w, M1 ent par définition U M;.
d€t r \ t

Remaryuons que par (g),

Mr - tU iut \ (U Mù.
r'€o d€I

Dans la suite, ,U désignera toujours une structure au seng de Lrt.

2.S. Plongement de Lrr et, Lzr dans !c
Pour trr, ce plongement est assez simple. En effet, toute formule g de

Lrr æt aussi une formule de lc et il est trivial de vérifier par induction sur
la longueur de p que

, [ t  F ç lmt , . . . ,mol  (au sens de ! r r )
<+ .[tc F plmr, . . . , r;l i"u *o, a" 1',jl ({)
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Pour tzrr le plongement n'est pae beaucoup plus compliqué. Si p est une
formule de tzr, déûnisgons po pzr induction de la manière suivante:

.  (z :  y)CI  est  xQ :  go;  ( r  €  ùo e ro eyo

. Fû)o est -(rl,o)

. ({ v[)o eet go ,f
o (3a ,lt)o of fro to .

co-'r,e Mo = U M; - 
[J ,vrr, il eat encor€ trivial de mont]er par

induction gur la 1"";:î)%" o nuit'

Ur l {  F  p \mr , . . . ,moj  (au sens de !z r )
<=+ i l É iôI^r,. ..,nof (au sene de !c). 

(5)

2.4. TlG

Aûn de pouvoir faire dee raisonnements purement syntaxiques, nous allons
introduire la théorie TTG, construite dans tc.

TTG eera gatisfaite par les gtructures de la forme fic et ses aldomes
seront, en plus dea a)ciomes logiquea du calcul des prédicats multisorte, les
axiomes suivants :

G l .  - 5d=Y ie i  i + i
G2 .  - cd€9 j s i  i + i +L
G A .  - r d : y J s i r g J

G 4 .  - z d € y r g i r + l € J

G 5 .  - , x I  € , ! i  a i i : o  o u s i  j  - L e I ,

qui sont inapirés par (2) et (3), et le schéma

G6. lxr g(zr ) +=+ 3r"ru{d} gz(cru{;}) v 3zd 
"(Ei) 

pour toute formule
p de t c, et pour tout i f, J,

qui est inspiÉ par la construction de .[tc.
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8. Définitions

Anant de passer aux démonstrationE, nouE allous rassembler ici quelqueg
déûnitions et notations dont I'utilité apparaîtra dans la suite.

8.1. me et M?

Si p est une formule de tc gui a au moins une variable propre, alqrs

. me est le minimum de I'ensemble des indices des v?riables propres de
g e t

. Mp est le maximum de I'ensemble des indicee des \rariablea propres de
9-

8.2. Rang de quantification de variables impropres

Si p est une formule de tc, alors rqi(p) est défini par induction sur Ia
lougueur de g :

. rqi(p) : 0 ei g est atomique

o rqi(-rl) - rqi({)

o rqi(/ v rlt') - ma:<{rgi(/),rqi({,)}

o rqi(3zd ,lt): rqi(r/)

.  rqi(3rr {):  rqi(/)  + 1.

8.3. Formules corulexes

La notion de formule connexe dans Lc sera aussi définie par induction gur
la longueur des formules :

o si p est atomique, alors g est connexe

o ai g est connexe, alora rp eEt connexe

o ai g et r/ sont connet(eE et ont au moins ule variable libre GOID.
mune, alors gV l) est conno(e

o si p est connexe et si ut ûgure dans p, alors l,x" g egt counexe.
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Cette notion sera surtout utilisée via la propriété euivalrte, qui ee montre

facilement par induction gur la longueur de p :

si rp est une formule connexe de tc
et ei toutea les formulee atomiques de g sont homogènes, (6)

alors g æ\ homogène.

Mentionnons encone une autrc propriété auesi simple, mais dont I'utilité

sera moins fondamentale :

si a est un énoncé connexe de tc (z\
alors o egt de Ia fome 3r, p ou de la fotme -1... :,1x' 9. 

\"

3.4. Longueur dtune formule

Ce que nous appelercns longueur d'une formule I de tc, e\ que uous

noterong lg(p), représente en quelque sorte la compledté de rp :

o si g est atomique, alors tg(e) - 0

. Ig({ v {,') : maxtls(r/),lg({,')} + 1

. ls(-'r) - tg(r/) + I

o lg(lc'l) : Is(r/) + 1.

8.5. Combinaieon booléenne

Pour ûxer les idées, voici la définition de combinaigon bool&nne que nous

utiliserone daûs la suite :

o si g egt une formule de t,c, alors g 6t une combinaison booléenne de

P.
o si O eat une combinaieon booléenne d" Por...,po, alors -O egt une

combinaison booléenne de got... tPn'

o ei O est une combinaigon booléeune d" Por.. . r qtsr... t2n et que iÛ eet

une combiuaison booléenne de pe, .. . tqhtrlto,...,r l)^, alors o v i[ eet

une combinaison booléenne de ps,  '  "  tPnt ' lor ' ' ' r$rn '

o si O est une combinaison booléenne de Po,...rPn, et si o est une

permutation de t0,... , n), alors O est une combiuaison booléenne de
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P o ( o ) t . .  .  ' 9 o ( n l .

1. Idée de la preuye

Noue voulons montrer que si J{ - .V, alors U}t = [J,V, où .[t et ,V gont
deux stnrctures au senE de trr.

En fait, nous allong montrer que

M = N (au sens de trr)
+=+ l'lc : Nc (au sens de tc).

Par (5), nous aurons donc ainsi montré ce que nous voulions.

La partie difrcile de (8) est ,[t = N + tlc : .V6r (l'autre découle de
(4)).

Noue montrerons dtabord un lem:ne fondamental assurant que tout énoncé
o de tc est équivalent à un énoncé dont toutes les sous-formules atomiques
sont homogènes.

Maig si a est un énoncê de tc dont toutes lea sous-formulea atomiques
sont homogènes, alors nous montreronE que o est equirralent à une combinaison
booléenne dténoncés connexes dd dont toutes les sous-formulee atomigues sont
homogènes, c'eat-à-dire, par (6), à une combinaieon booléeune d'énoncés o;
conno(es et homogènee. De plue, pour chaque o;, rqi(a;) < rqi(o).

alors, nous pourrons montrer par induction sur rqi(a) qo.

,,1 = N
( i lc  Fa {+  Nc}o) .

En effet, il sufrt de montrer que .[tc F o; ë Nc ? a; pour ciaque o; cité
plus haut. Deux eituatione sont possibles :

o eoit a; est propre, et alors nous verrons eue o; est équinlent à un
énoncé stratifié, et nous conclurons par (4);

(8)
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o Boit o; est impropre; supposons par exemple eue oi soit de la fome
3xI g(zl). Alors

l,lc ? 3r' p(rl)
<==+ i lex is te iew\ f te lque i r lc  F 3x.g@i)
+:+ il existe d € or \ f tel que Nc F j,ni 9@i)

+==+ 
(parinduction, .îr'-È(=l; 

fy;))): 
rqi(a;) s rqi(a))

Telle eet I'idée de Ia preuve. Commençons donc maintenant par

6. Le lemme fondamental

Il sténonce comme suit :

Iremme l:

Si p est une formule non homogène de tc telle que

si f ed le type d'une variable libre impropre de g
a l o r s f  )  { f  i n p  ' 2 r q i ( c ' )  S  t  <  M o *  2 ' c i ( e ) }

ou ei (p est une formule homogène de !c,
alors il exigte une formul" gn de te telle que

o T T G F g . ç 9 n

. ryi(pr) S rqi(p)

o toute gous-formule atomique de ?n æt homogène

o toute variable libre d" go est aussi une variable libre de p.

PREUVE:

La preuve se fera par iuduction sur la longueur de p. Nous donuerone en
fait une construction justifiée de p6, tout en montrant que TTG I p ç go.
Le reste de la thèse est assez simple à vérifieq il sera laissé en exercice.

o ei g egt atomique et homogène, alora il sufrt de poser p6 identique à

9-

o ei g est atomique et non homogène, alors suppoeons que r; et yI
goient leg deux variablee qui figurent daus p. Comme rqi(p) = 0, alors
d- 1, d, d + I € f, par I'hypothèse du lem-e. Donc, par les arciomes G3
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à G5 de 11G, il sufrt gue pr soit rd * ri v yI + gr, gui, cornm€ pr
est toujours fausse.

o si p est rry', alors il clair que { répond auegi aux hypothèses du lemme,
et que nous pouvons poser p1 identique à -({t).

o si p est r/ v [, alors si par exemple rl est non homogène, et ei r est
I'indice d'une variable libre impropre de t/, alora

{ l : m ç '  2 r c i ( Û )
c  { t : m r  

' 2 r a i ( r ) S f  
S  M o * 2 r s i ( e ) }

(car mo 1 mst Mo 2. Me et rqi(r/) S rqi(gr))
c I .

ceci sufrt pour montrer que { vérifie les hypothèses du lemme; par
hypothèse d'induction, {r existe donc. De même, Uo .*irte et il egt
clair qu'il sufrt de poser p6 identique à ûnvïn pour ardver à la thèse
du lemme.

t ei g eet fr3 rp et que î' \e figure pas libre dans r/, alors il sufrt que
p1 soit ,ltn, par un argument eimilaire à celui du cas précedent.

o si g est fad ûbi) et que rd figure libre dans ry', alors firt: tîçrMç:
Mo,rqi(lt) - rqi(p) et, comme précédemment, r/ repond apx hy-
pothèses du lem"'e et r/;. existe. Il sufrt alors de poser p6 identique
à 3xi tlt6.

o ai g eat JrJ ,lr@t), que rJ figure libre dans $, e\ que ry' n'a pas de
nriable propre, alors, clairement, il sufrt gue pt soit p.

c eig est Srr rltbJ), que rJ figure libre dane û,et que { a au moins
une variable propre, alors soit

J ' :  J  U  { l  2 f r p -  2 r e i ( c ) - t

Par G6, nous pourrious poser rpt identique à

3rr' t!1(x'') u V )xi q{zi).
d € J ' \ J

Il nous gufrt donc de montrer que ,ltbt') et les ,ttbi) vérifient les
hypothèses du lemme, ce qui garantira I'existence de t!6(d') et des
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c
c

{r ("d).
Voyons d'abord Ie cas de {(rr'). Si / est l'indice d'une nariable libre
impropre de r/(rJ'), alors goit f est I'indice d'une variable libre d" 9,
soit f eû J'. Si f est I'indice d'une nariable libre impropre de 9, alorg

{l  :  mj1cr,) -  2rei{9(c' ' ))  S t S Mû@r,)4 2roi(Û('" ' ))}

:  { t z m r  
' 2 n i ( e ) - 1  <  t  <  M o *  2 r e i ( r ) - t }

(car m, =rng(d'1, Mo: Mççt,y et rqi(r/(" ' ' ))  -  rqi((p) - 1)

{ l : m o  
'  2 r c i ( c )

I.

D'autre part,

J t  f  { l ; ^ o .  2 r q i ( e ) - l  <  t  <  M ,  *  2 r t i ( e ) - t y

(p"r (s))
:  { I  z m^pr,) 2rci(f  ("t ' ))

(co-me plus baut).

û(r'' ) vérite donc bien leg hypothèses du lem:ne. Voyons maintenant
que c'est aussi le cas pour chaque tbi).
Si r/(rd) est homogène, c'est terrriné. Et si {("d) n'egt pas homogène,
soit f I'indice d'une de ses variables libres impropres.
Alors,

7,rt '(",) 2rqi(t '(c.l) .S f < M,t@\* 2rei(*(cd))1

- io1Éo,d) -  2rc i ( r ) - t

min{mo, f r? '2rc i ( ra)- t } '  zrc i (c)- t  S I  S
mæ({M,p ,M, * 2rqi(p)-t} + erci(n)-t1 (par (9))

ne -  (Zrei(e)- t  
"u 

2ni(r)- t1

M, * (2rai(rz)-t - ' ' t- 2rci(tz)-t11

n e . 2 r a i ( r )  S  I  S  M ç + z r s i ( e ) )

{r
: { l

c{ l

=t f

= { l

c I .

t/(rt) vériûe donc aussi les hypothèses du lemme. tr

Renargu: r I*. æriomes Gl et G2 n'out pas été utilieés dans cette Preuve.
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6. Passage aux formules connexes

Iremme 2:

Toute formule g de tc est équinalente dans TTG à une combi-
naison booléenne p" de formulee got.. . tgn telles que pour tout
|  <  n :

. rqi(rp;) S rqi(,p)

. g; est connexe
o toute variable libre d" g, egt une r"ariable libre de g
o toute sous-formule atomique de g; æt ausEi une sous-formule

atomique de p.

PREUVE:

Un théorème de ce geure a déjà été évoqué par M. CrabM (Âmbiguity ud
stratifrcation, Fundamenta Mathematicæ f0f (lg?8), p. 1a).

Nous allons en fait montrer gue pc est de la forme ! A p;i, où les

piy seront les p; mentionnées dans l'énoncé du lemme. p:ii'*: tout-à-fait
conforme à notre définition de combinaison booléenne, cette formule pc pourra
aussis'écrirc V- Y -orr.

d<Ê r<Êi

La preuve ae fait par induction gur la longueur de p. En voici une eequisse :
o si g est atomique, alors il sufrt que pc soit p.

r si p est û v t', alors il sufrt de poser p" identique à ,t" v t,".
o al pest -rr, et si r/" est ! [ {;t, alorg -,ry'" peut auesi ae mettrc sous

d<f i<Êi

la forme I V -rl,;i,ou encore eoue lafome V V A -r/*.

Il gufrt fi:T:'r"it cette dernière formule. 
ri<Ër a(rrr-r dct

o ei p est fz' û, et si û" *t V A ry'ii, alors nous pouvonE aueEi

supposer que pour chaque i,'ii'iilïe un entier li tel gue z. figure
libre dans {ii si et seulement si j
mules (3r' A /ir) est counexe. D'autre pd, comme par hypothèee

l'<f i
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d'induction rqi({;;) < rqi({) Pour chacune des r/;;,

tç(3r' A t;)

^ A ,r,rl ,
l iSr<&i J

qui eat équivalente à 3r'ry'". n

Iremne E:

Si o est uu énoncé de tc dont toutes lea sous-Jormules atom-

iques sont homogènes,

alore a est équirralent dans TTG à un énoncé a" qui eet uûe
combinaison booléenne dtéaoncés oot...,oo tels que Pour
tout d S n,

o rqi(o;) S rqi(o)

o o; est conner(e et bomogène.

PRErdVE:

Par le lem-e précédent, et comme un énoncé n'a pas de variable libre, o

sera fuuivalent dana TTG à un énoncé o, qui est une combinaison booléenne
dtéuoncét connexes oor. .. , oo tele que Pour tout i S n

. rç(oi) S rqi(a)

o toute sous.fomule atomique de o; est une sous-fotnule atomique de

o.

Chaque o; est douc un énoncé connexe dont touteg les sous-formules atom-
iques gont homogènes. Par (O), ôaque a; est donc connexe et homogène. tr

7. Consenration de ltéquivalence élémentaire

7.1. Fonnules propres et formules stratifiées

Avant dtarriver au résultat priucipal, nouE devons encone montrer

Iemme facile qui nous servira dane la suite.

j<t' 
I

tr sufrt alors de poser p" identiqu. à V 1 t*' A tri)
d<l L i(li
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Iemme 4:

Dans TTG, toute formule propre g de tc æt équivalente à une
fomule stratiûée p, gui a les mêmes vzriables libres.

PREUVE:

La preuve ge fait par induction sur la longueur de p.

o eip eet sd - rirEi: yd ou zr'€ yd+I, alors clairement, il sufrt que
g, soit g.

o  s i p e s t  z d  € r i , e i :  y i  a v e c  i  * i ,  o u  r j  e f  a v e c j  f i + t ,
alors ? æt toujours fausse, par les aniomes Gl et G2 (qui seront en
rait les eeuls a:riomes de TTG utiliees ici). Et douc, nous pouvors par
oremple poser p, identique à d + ri v yi + f .

o ai p eat -9, alors, par hypothèse dtinductiotr, nouE pouvonE poEer p.
identique à -({,).

o ai p eEt / v P, alorsr pâr hypothèse d'induction, nous pouvons poser
p, identique à {"vû".

r enû.n, si p est 3r' ,1,, alors, par hypothèse d'induction, nous pouvons
poser rp, identique à 1r'(rl,). n

7.2. Ln et Le

Nous a,rrivons maintenant au régultat principal dont notre problème initial
(.M = ,V =+ Urtt = UX) Eera un corollaire.

Tbéorème l:

si .[t et .V sont deux structures au sens de Lrr (qui répondent
donc à ( l) ,  (2) et (3)),

alors
l,l: ll (au sens de Lrc)

+=+ |'l,c= Nc (au sens de lc).

PREUVE:

L'idée de la preuve a déjà été donnée. Voici tes détails.

<- Si l{c = Nc, alors, en particulier, si a est un énoncé stratifié, ,Mc F
o ë  NcFo.  Ma ispar (4 ) ,  Mtso  ë  | i c !o  {+  Nc tso  ë
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N Fo.
Donc, ll,: ll (au sens de Lrr).
Si .U = N, alors goit o un énoncê de tc. Noue allons montrer par
induction sur rqi(a) qou ,[tc F o ë Nc ? o. Comme o n'a pas de
nriable libre, nous savouE par le Le--e 1 que o est équiralent dans
TTG à o1 qui est un énoncé dont toutes les sous-formules atomiques
sont homogènea et tel que rqi(ot) < rqi(o).
Maintenant, par le Lemme 3, ol est équirnlent, dans TTG, à o6" qui
est une combinaison booléenne d'énonc*fu o; où &aque a; est tel que

o rqi(a;) S rqi(a,,) < rqi(o)

o o; est conne(e et homogène.

D'autre pd, cornme Mc ? TTG, .[16 F o <+ o\ ë o1r", de même
pour .V6. Notre problème se ramène donc à moutrer que .f,{6 F
o63 +==' llc F on".
Mais p commute avec - et V : par exemple, (il" F -r/) ++
-(.f{c F t ). Il nous guffit donc de montrer que }4c ts oi <+ llc ?
o6, poûr chacun des o;.
Donnons-nous donc uD oi. Comme o; est homogène, deux cas sont
possibles :

o goit o; est propre, et alors, avec les notations du Lemms 4,

|le F o;
<==+ .[tc F (oi), (par le Lemme 4)
€+ .U F (o,), (p"t (n))
+=+ X F (oi), (par hypothèse)
<=+ Nc ts (o;)"
+==+ lle F oi.

o soit oi est improprel comme o; elt conno(e, alors, par (7), o;
eat de la forme 1xI g(xI) ou de la forme -r. ,. -,JzI p(sl).
Si o; eat de la forme )xI p(rI ), alors

l,lc F ltt p(rl)
.t+ il ociste i e w \ r tel que lrlc F i"t p@i)
++ il existe i e u \ f tel que Ne F 3rt çb;)

(par d'induction, car rqi(3rt p(rd)) < rqi(od) S rqi(o))
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Et si os'est de la forme -.'.-flr' p(r'), i l sufrt de faire un
raisonnement tout-à-fait analogue.

Donc tlc ts o (+ )tc F on" {+ Ne F on, {+ Nc ts o, et donc
|tl,c = llc. n

7.8. Î,n et Lzr

Voici enfin la preuve du problème initial.

Théorème 2:

Si .U et N eont deux stmctures au serls de trr (qui répondent
donc à (1), (2) et (3)),

alors
l,l : N (au aens de tzr)

+ [J,[t = [Jl/ (au sens de tzr).

PREUYE:

Soit a un énoncê de Lzr. Alors,

urf{ F o
€+ l'l,e ? oo (par (5))
+=:+ lle F oo (par le théorème l)
ç==) U,V I o.

Et donc Ult = UX. n

7.4. La réciproque

La réciproque du théorème précédent, c'est-à-dire Ult = U,V =+ il, = ll,
eat en général fausse !

II sufrt pour Ie voir de congidérer les stmctures .[t et ,V dont les domaines
et lee relations sont déûnis de la manière euivante :

.  M o :  { 0 ,  1 } , e t  M ; :  { r + t } , g i r > 1
o c A - O

o jY; : {i}, pour tout d € ur

o e x  - @ .
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.M et ,V ne sont pas élémentairement équinalentes (au sens de trr). En

effet, .[t satisfait l'énoucé 3r0 3yo ,o + 90, c€ qui n'eat pas Ie c"s pour l/. '

Cependantrid tUlt -.--. U,V i I â z est un isomorphisme. A fortiori,

U.[t et [,1.V sont donc élémentairement équinalentes (au sens de tzr).

La réciproque du théorème précédent eat donc fausse en général. II est

cependant possible de trouver deg conditions sufrsantes gur lee structures pour

que cette réciproque soit vraie.

Par exemple, on peut montrer qu'une telle condition est que, pour tout

i e w, il oriste une formule rpd(z) ai t,zr telle que pour tout a € U M; et
d€t,

pour tou tô€UrYr ,
j€tr,

. Ult ? p'lol <+ o € M;, et

. U,V F et[ô] <+ ô € lYd.

Intuitivement, pour que la réciproque soit vraie, il sufrt que lea types
goieut en quelque sorte ndéfinissables". Par oremple, la réciproque sera encore

vraie si t,zr est remplacéparle langage Lzr u {?0,Tt,...}, où, chaque Îd

eat un symbole de prédicat unaire représentant le type d.
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