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1. Le calcul À est une théorie naive des fonctions. La théorie uaive dea ensem-
bles basée sur le principe de compréhension - toute propriétê g@) détermine
un ensemble {zlg@)} - est, on le sait, contradictoire (paradoxe de Russell).
Iæ calcul À basé sur un principe analogue - toute expreasion M[z] détermine
une fonction \sM["]- est non contradictoire (théorème de Church et Rosser).
Bien plus, si I'on tente d'y reproduire le paradoxe ensembliste, on aboutit à un
r{sultat simple mais puissant : le theorème du point ûxe.

Iæ présent article eet une introduction, non un survol. Nous avons omis
notamment le calcul À avec extensionnalité (la conversion-7), le calcul À t,'pé
et/ou stratifié, la logique combinatoire ainsi que les modèles du calcul À. Nous
nous sommes bornés sur le plan technique à démontrer le théorème de Church
et Rosser ainsi que la représentabilité des fonctions récur€ives partielles (via les
machinea de Cutland). En guise de référence bibliographique nous nous limi-
terons à la Bible en la matière : E.P. BARENDREGT, The Lambda CalcuJus.
Its Syntax and Semantics, North-Holland, Amsterdam, 1981.

Nous présentons dans ce paragraphe quelquee idées sou+jacenteg au con-
cept de fonction tel gu'il est mis en æuvre dans le calcul À.

Une fonctiou / appliquée à uu argument z produit une rraleur /(r). Etle
effectue un certain travail que I'on peut évaluer soit en ne congidérznt que eon
réeultat soit en tenant compte du tranail lui-même. Le résultat ou I'ensemble
des couplæ (r, f bù est appelé le graphe ou I'qtension de Ia fonction (noue
n'examinona pour I'instant que les fouctions à une nariable). Selon le point de
vue eneembliste ou extensionnel, la fonction est ideutiûée à son graphe. Qui
plus eat, une fonction est tout simplement uu ensemble quelconque de couples
vérifiaut des conditions d'exigtence et d'uaicité. Iæ concept de fonction devient
donc extr€mement précis mais au prix d'une occultation de ce qui constitue la
nature même de la fonction. Il devient impossible d'afrrmer que deux fonc-
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tiong (diatinctee) ont même graphe. Iæ concept de fonction e'est rétréci. Il e'est
aussi élargl car cette déûnition ensembliste qui pæe non seulement que toute
fouction est un graphe, maie encore que tout graphe eet uue fonction, accorde
le statut de fouction à dee eneembles qui ne sont I'extension d'aucun processug
effectif. Ce qui est appelé intension (avec "sn) ou sens d'une fonction s'impose
lorsqu'on prend en compte le type de trarrail effectué par la fonctiou. Cette no-
tion est plus délicate que celle d'extension. D'aucuns la considètent comme une
idée vague et lui préfèrent pour cette raison le concept d'extengion. Or les idéeg
\ragues eont fécondes. Elles sont sources de concepts multiples. Il en va ainsi de
la notion d'intensiou. Une fonction comme celle désignée par I'expreasion 12+2,
par exemple, représente une correspondance qui stétablit en exécutant gucces-

sivement deux instructione : élever ltargument au caré, ajouter I'argument
au résultat. Tout un programme ! Si I'on identifie une fonction à sou pro-
graurme, on obtient un concept intensionnel très étroit. L'expression r(z + l)
décrit alors une autre fonction que celle décrite par 12 * s. Cette vision un peu

trop sensible peut être ocorrigéeo en introduisant une relation d'équivaleuce
entre progrâmmes ayant même extension. Chaque relation de ce type fournit
un concept d'intension. Les cas limites gont celui où une fonction est un pro-
gramïne et celui - trivial - où tous les pr'ogrammes sont équivalents - ce
qui redonne la déûnition extensionnelle. Le concept d'intension, quelle qu'en

soit la détermination, prime celui d'erctension. Outre que I'extension est une
intengion floue, I'intension permet en principe de trouver le graphe mais non
Itinverse.

Une fonction e'applique à dee objets. Ces objets peuvent à leur tour être

dee fonctions. L'intégrale définie et Ia dérivée en font foi. Plug radicalement,
il n'est pas indispensable de digtinguer les fonctions des entitée qui ne sont
pas des fouctions. L'artitce qui consiste à associer à chaque objet Ia fonction

conetante dont la valeur est cet objet quel qu'en eoit I'argument, permet de
faire l'économie de la dietinction fonction-objet. Eabituellement, les arguments
d'une fonction sont d'un certain type et il en va de même des valeurs. On ne
peut pas appliquer une fonction à n'importe quoi. Une fonction ne prend
traditionnellement son sens que si I'on précise le domaine des arguments et
celui des %leurs possibles. On devrait donc faire une différence entre une
fonction courme élevæ au czrré dans Jes entiers et la fonction élevs au carré
dang læ Éels, négligeant par là I'analogie orietant entre les deux. De même
ce ntest que par abus de langage que I'on pourra parler de la fonction triviale

d'identité dont la valeur egt identique à I'argument. Il y aurait donc autant
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de fonctions d'identité qu'il y a d'ensembles. Par contre, selon le point de vrre
naif, l'identité de élever au carré est éIever au czrré et I'ideutité de I'identité
eet I'identité. En effet, la notion de type ou de domaine disparaît si I'on prend
en compte I'attitude naiïe. Dans le calcul À, tout Eera une fonction et les
fonctions s'appliqueront à n'importe quelle fonction, y comprie à elles-mêmeE.
Ceci découle d'ailleurs partiellement du point de vue intensionnel. Car gi une
fonction est un progratnme - modulo une relation dtQuiralence - on poura
le faire agir sur n'importe quel autrc prograrnme, quitte à ce qu'aucune valeur
déterminée n'en résulte. Lorsqu'on définit la fonction comme étant son graphe,
on se donne deux ensemblee et on construit la fonction à partir d'eux. It
n'est donc pas possible, se"s introduire un élément imprédicatif, d'appliquer la
fonctiou à elle-même. Quand, par coutre, on aborde le concept de fonction par
la voie intensionnelle c'est la fonction qui est donnée d'abord et le domaine deg
arguments -et donc aussi I'ensemble des valeurs- en est déduit comme étant
I'ensemble des entités qui donnent une naleur lorsque Ia fonction 8'y applique.

Iree fonctions à plueieurs arguments peuvent se rrmener à des fonctions à
un argument moyennant I'introduction de la notion de n-uple. Ainsi I'addition
peut être envisagée non comme une fonction à deux arguments mais comme
uue fonction à un argument dont le domaine est constitué de couples. Toutefoie
dans le calcul À un autre procédé de réductiou lui est préféré. Il s'agit de
I'astuce de Schônfinkel qui utilise l'élargissement de la notion de fonction tel
qu'il eat pratiqué du point de vue naîf. La fonction d'addition sera à nouveau
coneidérée comme une fonction à un argument. Mais cette fois I'argument
n'est plus nécessaircment un couple. Par contre la valeur de la fonction est une
autrefonction. A I'argument r, on associelafonction y r+ r*y qui àyfait
corresPondre r*y. Cette méthode est bien counue dang le contexte ensembliste
- ou catégorique - où elle indigue qu'une fonction de â x B à valeurs dans
C n'est autre qu'une fonction de .A à rraleurs dans CB : çAxB = (CB)^. Lz
fonction xt! è î + y sera, dans I'esprit du calcul ), remplacée par la fonction
, * ( y ' ' r * g ) .

La distinction fonction-objet est supprimée dane le calcul À. Tout y est
fonction. Elle est cependant remplacée par une autre distinction, celle de la
fonction et de sa valeur pour ur argument, valeur qui est elle-même une fonc-
tion. Ceci rejoint à nouveau le point de vue intuitif qui conduit à faire Ia
différence entre la fonction qui à s associe zz * r, à eavoir x ,- u2 f r, et sa
valeur pour I'argument x : n2 + t. Le principe d'abstraction, corrélatif du
principe de compréhension en théorie des eneembles, permettra d'extraire de
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chaque expression ... t...u. .. la fouction r r+
eat notée À2.

L'opération u H

D'autre part, chaque fonction peut stappliquer à ntimporte quelle autre
fouction. L'abgtraction et l'application sont dea opérationg qui s'annihilent.
La fonction Àr...r...u... appliquée à I'argument z donne comme valeur
. , .2 . . .2 . .. . Ce phéuomène appelé p-conversion est l'exemple privilégié d'une
relation d'quiyalence déterminaut un concept d'intenaion, du moins si I'on
cousidère les ocpressions, ou termes, du calcul À com-e dee prograulmeE.

2. Formalisation du calcul À.

Iæ langage du calcul À est coustitué d'un alphabet et d'une syntarce.
L'alphabet comprend une infinité de variables, les symboles À et : ainsi que
des parenthèses. La syntarce énonce les règles qui permettent de construire les
terues --+ensés désigner dea fonctionr et les formules.

Ces rdles syntalciquæ sont :

o toute variable est un teme;

o ei M et ff sont dee termes, alors (MN) est un terme;

o ei M est un terme et r une variable, alorg \r M est un terme;

o si M et ff sont des termes, alons M - ff est une formule.

ûmmeataire : M : JY signiûe que les termes M et ff désignent la même fonc-
tion au sens intensionnel. (MN) est eensé désigner le résultat de I'application
de (la fonction) M à (l'argument) /Y. \r M est le pendant de la fonction
z r- M qui à r fait correspondre M.

Dans Às,M lee occun€nces de la vzriable u sont liées (on dit aussi appar-
entes, muettes ou locales). Oo identiûera, courlne ctest l'usage, des termes qui
ne diffèrent que par les variablee liéee. Par exemple Àr(cy) et Àz(zy). On au-
rait pu utiliser les carrés de Bourbaki et concevoir Àr(zy) comTe une écriture
populaire pour àlF y) . M - J[ signiûera que M et ff eont identiques aruc

vzriableg liees près --ou que M et JV sont des écritureg pour un même terme
avec carrés de Bourbaki.
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Si M, ff sont des termes et r une rrariable, M[, :: ffl est le réaultat
de Ia grubstitutiou de /V au:K occurrences libres de s dans M, ou dane un
terme = M, gi une nariable libre de JV risquait d€tre liée. Ày(yx)lx:- zlæt
donc Ày(yr), mais )r,y(yx)lx::9J æt \z(zy) et non )y(vy) (lltrr)[r:: y] est

1!!V)). Moyennant ces conventions usuelles, on pourra traiter Ia euHitution

comme s'il n'y anait pas de variablea liéea (voir I'ocercice ci-degsous).

A:ciomes et règles du ealcul À

Un terme de la forme (ÀxM N) est une eoupure et le teme Mtr:- ffl eat
ea réduite. Leg arciomea et règles du calcul À exprimercnt que M - JY est vrai
si et seulement si ff peut s'obtenir à partir de M en remplaçant successivement
certaineg (occurences de) coupures par leurs réduites ou certainee réduitee par
lee coupunes correspondantes :

o (Àc MN) : MIx:: f f ] ,

o  M  - J V ,

o  M  = / V = = + f f - M ,

o  M  - f f ,  N - - P + M - P ,

o M - M',lV : lV' + (MN) : (J|/'ff'),

o  M : M '  - + À r M - \ x M ' .

En vue de clarifier les écritures, ou admettra les notations suivaDtes :

o M1M2...Mo pour (. . .(Mt Mz).. .M") -associat ion dee parenthèses
à gauche;

o  À z r  . . . r , ' . . M N r . . . f f -  p o u r  À z r  . . . À r n ( . . .  ( M / y r )  . . .  / V - ) ;

o (Àc M) pour \x M;

o MIQ pour M et MIlq pour Mlz :: JV], s'il n'y a pas d'ambiguiré à
craindre.
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&ercice

Corriger la "démonstrationD suivante :

(Àz((Àyz.y)zy))x = (\Yz.Y)xY
= (\2.2,)y
= 8 .

()z((Àyz .s)zù)s = (\z((\z.z)Y))"
= (Àz.y)x
=y .

Donc, x = 9,

3. Noug dounoug maintenant un premier aperçu de Ia puissance dtexpression

du calcul l en répertoriant quelques temes importauts.

Iæ terme \r r - ou à_-tl 
- est noté f et représente l'identité. On a

IM = M pour tout terme M, en particulier II - I.

Iæ terme \xg.r -ou 
àl!- est noté K et repÉsente le producteur de

fonctions congtantes. KM reprâente la fonction constante associée à M, cat

KMN _ M.

Iæ terme \xyz.xz(yz) - * +ïàEE-ç-D) 
- est noté 5. Il permet de

distribuer I par rapport à I'application : ,5(Àz M)(^" iV): \z.MN.

si P, M et JV eont des termes, le teræe PMN s'écrit egcore :

M si P et iV sinon.

Pour rendre cette notation efrcace, on convient que le teme K représente

égalemeut le vrai et que le terme \ry.y -ou Àà!f- qui est noté F représente

le faux. On a douc :

M eiP et lV sinon - M, si P = Ki
M si P et ff sinon - ff, si P : -F.

Lee n-uples (n > 0) peuveut être codés comme suit : (Mt,...,Mo) æt

le terme \x.xM1 ...Mo -ou 
à_nrtrt ...Mo- la variable z n'étant pas libre
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dans l'un des M (l < r < n). Cette déûnition est acceptable, c:rr on peut
coder les projections correspondantee. En effet, ei I < d ( n, soit pf le terme
Àzr.  . . r , . . r i  -ou À. . .à . . .À Ç,  le  l ien étant  issu du dème 1.  On constate
que :

(Mt, .  . . ,M"IP? -  M;.
Par conséguent, (Mt,. . . ,Mo): (Jyl JY-) entraîne que M;: N; (t  S
r < o ) .

Uu teme de Ia forme MNt... ff" peut être compris comme le résultat de
l'application de la fonction M auix arguments JYr,...,lYo. Le teme (Ir4 ot,
plus ou moins, le représentant de la fouction n-aire au sens habituel :

(M) ( /Vt , . .  . ,  f f " )  :  MNr. . .  JV".

En général,

(Mr , . . . ,  M^) ( /Y t , . . . ,  JY" )  -  M1 i l r  . .  .  NoMz . . .  M^ .

Notons que

0 = / : p l ,  K : p ? ,  f  :  K I : p Z  e t  M e i P e t i V s i n o n  : ( M , J v ) p .

En utilisant les relations suivantes :

e  À s x : f  - S K K ,

e Às M - KM, gi r n'egt pas libre dans M,

o Àx.MN: S(Àz M)(Àn N),

on peut montrer que tout terme cloo (sans variable libre) se ramène à un terne
qui est une juxtaposition de ,S, de K et de parenthèse8. Soit alors 6 : (S, K).
O n a

G G  =  S S K K :  I
G(GG):  GI  :  ISK= r ,

G(G(GG)) :Gr -K ,
et c(G(G(Gc))) : GK = S.

Tout terme clos se ramène donc à une juxtaposition de G et de parentbèsea.
Si .[f est un terme, uy' est le terme \x.M(xx) - 

lgç$) 
- où r est

uon libre daus M. On rcmarque eue û/yûlu = M(wuwu). Cda montre le
Théorème du poiat 0xe

Pour tout terme M, il e:<iste un terme lV tel que MIY - JV.
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1. La réduction et les concePts apparentés

Un terme est dit normal s'il ne contient pas de coupures. Autrement dit,

dans un terme normal il n'y a pas de eoue-termes de Ia forme (ÀrM)il.

Il eet aieé de montrer par induction eur Ia structure des termes que tout

terme du calcul À est de la forme:

À r r .  . . u î . M M t . . . M ^ ,  n , m  )  0 ,

où M est soit une variable, eoit une coupune. flonc, les termes notmaux eont
ceux où M est une variable et où les M; (0 < , < m) sont nomaux.

Eremplea

Iæs variables, lea termes I, K, F, \z.xxxr gII sont nornaux. Par contre,
lee termes yln et (Àz.raz,)()tx.nrr) ne sont pas norlnau:x.

Remarquons que Vgn : yI et que yf est normal. Par contre, il ne semble
pas y avoir de terme normal /V tel que OO - JV, où O est le terme \x.rxr. On

constate en effet que OO - OOO : ... : OO . .. O etc.

Ceci conduit à la définition sui\rante: un terme M a une forme nornale
s'il e:dste un teme normal /Y tel que M - JY. En ce cas, JY est une forme
u,ormde de M.

Dans un terme normal, il nl a pas de coupures. On peut donc espérer
obtenir une forne normale dtun terme en y remplaçant les coupures par leurs
Éduites. Cependant, ainai quten témoignent les exemples ci-dessus, de nou-
velles coupures peuvent apparaître au cours de cette opération. Et il peut en
être de même ei on poursuit le processus de normalisation. D'ailleurs daus
certaing cas la tentative échoue. Aucune forme nornale de OO, par ocemple,
ne peut en réeulter.

Défrnition de Ia rclation de r&uction

M sa réduit irnrn{diltement à ff, en abrégé M L JV, si /Y eet le

résultat de l'élimination d'exactement une (occurence de) couPune de M.

M se redult à ff, en abrégé M 1ff, s'il existe une suite finie de termes

I,Io,...rM* telle gue Mo = M, Mt, - ff et M; L M*u ai 0 < t < fr.
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Figure I

Il est clair gue s\ M -- lv alors M - JV. Réciproquement, on vériûe que

M - JV si et seulement ei il existe une suite ûnie de termes l[or...,M* telle

que Me = M, Mrr: IY et M, L M;+r ou Mr L U, (O S i < h)'

Si M A JY, alors M n'est p:rs un terme normal. En particulier la relation

-L, u'est pas réflexive. Mais il y a des termes qui se réduisent immédiatement

à eux-mêmes. (Àz.xn)(\z.rz) en est un exemple'

La relatioo -L n'est pas transitive bieu qu'il y ait des termes M, N, P,

tels que M L fl, I l* p gt M \ p. L'exemple précédent en fourait.

PIus simplement: (Ày.u)(If I 1fv.")I -L z'

Une réductioa de M est une suite de termes MorMt,... telle que Me =

M et M L M;+r, si 0 S d et M; n'est pas normal. Uu même terme peut

donner naiesance à des réductions distinctes (voir Figure 1).

Un terme est normalisable s'il se réduit à un terne normal. Cela revient
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xoooo)

Figtrc 2

à dire qu'il a une réduction finie. Signalons, pour mémoirre, qu'un terme ab-
solument normalisable est un terme dont toutes les réductiong eont finies. La
Figure 2 montre qutun terme normalisable ntest pas néceesairement abeolument
normalieable. Tout tenne normalisable a une forme normale. La question de
savoir si tout terme ayant une forme normale est nomalisable gera tranchée
dans le paragraphe euivant.

Noue concluons ce paragraphe par une proposition, démontrable sans peine,
qui sera utilisée tacitement dans la suite.

hopoeition O

l. Si M + ff, alors toute rrariable libre de ff est une variable libre de
M.

2 .  M  [ r : = J V ]  [ y : : P ]  :  M l y : : P l  [ z : :  j Y [ y : : P ] l , s i  x * y  e t s i s
n'est pas libre dans P.

3. Si M + M', alors Mlx:= JVI --+ M'Ir::.rYl.

{. Si JV + JV', alors Mlx:: JYI + MI, t- /Y'].

5. Si M 1 M' et JV ---- ff', alors Mlx:: /Vl -+ M'Ir:: ff'].

nno

\
It".v

nnooo(À".vX
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5. Le théorème de Church et Rosser

L'auto-référence eet gouvent source de contradiction. Dang le calcul À, il
eat permis d'appliquer nn terme à ntimporte guel terme y compris à lui-même.
Ne peut-on pas dès lors par un argument habile montrer que M - JV quels que
eoient M et ff ? It gufrrait pour cela de prouver, p:u exemple, que X = F, car
a l o r s M - K M N : F M N - l V .

Si M et /V se réduisent à un même terme, alors M : N. Donc, pour
montrer que M - J\r, il sufrt de trouver un terme auquel M et ff se réduisent.
Or K et F sont des termes normauK distincts. On ne peut pas par conséquent
dftuire K - F par cette méthode. Iæ théorème de Church et RoeEer affirme
qu'il n'y en a pas waimeut d'autre. Autrement dit, ei M - JY, alorg M et /Y se
réduisent à un même terme. On pourra en conclure gue K +.t' et en général
que M I /Y si M et JV sont deux termes normaux distincts.

Il est remarquable que les démonstrations habituellee de ce théorème gont
combinatoires, en ce sens gutaucune référence n'est faite à une représentation
intuitive du concept de fonction tel qu'il est manipulé dans le calcul À. Les
fameux modèles de Scott, qui sont de telles représentations, ont été découvertg
bien après que la cohérence du calcul À ait été établie par la voie du théorème
de Church et Rosser.

En vue de donner une démonstratiou simplifiée de ce théorème, uous as-
eocierons à chaque terme M un terme nofé g(M). Si nous compreuons une
Éduction comme un (essai de) calcul de la valeur d'un terme, eQuO peut-être
compris coulme étant une première naleur approchée de M obtenue en élimi-
nant progressivement les coupures à partir de I'intérieur.
Déûnition de p

. p(r) est r,

. gfQ) est p(P)p(Q), ri PQ n'eet pzx une coupure,

o p(ÀrP) est Às p(P),

o p((ÀrP)Q) est p(P)lr: :  €(Q)1.

Lemme I

Qe) p@) - p(PQ).

QW) [r := p(/Y)] - e(Mlz :: JV1y.

t .

2.
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Dé:r,onstration

1. Si PQ n'est Pas une couPure, alors p(Pq = eV)p(Q).
Si PQ egt une coupure: (\xP')Q, alors

e!)e@) = (lrs(P'))p(Q) -L p(P')[r:: p(A)] = eVQ).

2. Par induction sur la structure de M, On suppose que r n'est pas liée

dans M.

(r) M eet une rrariable

i. M: u i en ce cast

elrQ[r :: p(/Y)l = p(JY)
= e(Mlx:- i\rl).

i i .  M*x ,  a lo rs

QW)[z:= p(il)] = Q@[)
= p(Mlr:- /YJ).

(b) M = PQ n'egt Pas une couPurre.
Par hypothèse d'induction et 1 :

g[M)[r := p(Jv)] = p(P)[z :: pff)] p(Q)Is:- s(Jv)l
'+ eVI" ': rYl) P(Q\E:: Jvl)
--+ e(MIz:: ivl).

(") M: ÀyP.
Par hypothèee d'induction :

QW)[r :: p(ff)] + Ày p(Pfu:- ff l)
= eM(Is '- ffl).

(d) M = (ÀyP)Q.
On suppæe que y est non libre dans lY. De plua, r n'étant pas
liée dans M, r # y. Par hypothèse d'induction :



e!r[ [x :-- p(/Y)] = eV) ly:- p(Q)l [r :: p(lY)]
= Qe) lx :: e(Iv)l [y '= eQ)|, '-- s(rv)]l
--+ eFb '= f l l ) [y,- p(Qlx '-  f f l ) ]
= e (Mlx:: ffl).

n

hoposition I

L. M - p(1"{).

2 .  S i  ML lV ,a lo rs f f+  eQY1.

3. Si M + /Y, alors p(M) -- e(lY).

Démonstration

1. Par induction gur M.

( a )  s + u = p ( r ) .

(b) Par hypothèse d'inductiou et Ie lemme 1.1 :

PQ-ef )e@)-p(PQ) .

(.) Par hypothèae d'induction :

Àn P * lr  s(P) = s(Àr P).

2. Si M L N, M contient une coupure. On procède par induction gur

M en tenant compte des cas guivants :

(^) M : (Àr P)Q eat Ia coupure éIiminée (base de I'induction).
Donc,

JY : P[s t: Q].

Eu vertu de 1,

JY --+ a(P) [r := p(A)] = p(Iu{).

(b) M = PQ n'est pas la coupure éliminée.

Alors JV = PtQ avecP g P' ou ff = PQ' avæ, Q L q'.
Par I'hypothèse d'induction, le lemme 1.1 et le point I :

JV --+ p(P) e@) * QQu{).



(") M = \x P.

Douc N = ÀxP', où P L P'. Par I'hypothèse d'induction :

\x P' -+ Às P(P) = PQ'q.

3. n gufrt de montrer que M \ JV entraîne p(Iun * p(lY). Les cas de

I'induction à euvisager sont, à peu de chosee Pês, semblâbles à ceru(

du poiut précédent.

(") M = (Àz P)Q et ff : P[r ,- Ql.
Par le lemme 1.2 :

s(M) : p(P) lx :- s(q)l
+ e l ls ' :  Ql)
= p(ty).

(b) M = (ÀrP)Q et lY : (ÀzP')Q avec P L P', ou 1y - (ÀzP)Q'

avec Q L Q''
Par hypothèse d'induction :

e$u| - P(P)[" :: P(Q)]

--+ 1{f')[r :: p(e)l
ou

e(P)[o :- p(Q')]

: p(ff).

(") M = PQn'est p:rs une coupure. Donc, N = P'Q avec P \ pt

ou JY = PQ' avec Q L Q'.
Par hypothèse d'induction et le lemme 1.1 :

eW) + eV')p(Q) -+ p(ff)

ou

{ e(P)e(Q' ) =+ e(/v).

( d )  M  :  \ x P , i V = À s P '  e l  P  L ,  P t .

Par hypothèse d'induction :



BW): \ns(P) - Àxp(P') = p(JY).

n

Théorème de Cburch et Rosser

Si M - ff, il exigte un terne P tel que M + P et /Y + P.

Démonetration

Nous montrons que pour toute nrite de termee Mo, . . . , M* (k > 0)
telle que M, L M;+t ou M;.'1 L M;, loreque 0 S d I k, on a M* -

ù(Mo). û(M) déeigne ici le terme 
ryW. 

Le théorème en découlera

i",médiatement en vertu de la proporitfofotî.r.

Nous raisonnons par récurrence sur tc.

1. Si rt : o, Mo - eo(Mo) = Mv

2. k > 0. Examinons les derr:( situations poesibles.

(a) Si Mxq \ Mr, on a My - p(Mr-r) (proposition 1.2).
En outrer pâr hypothèse, Mr-r -* d-l(Mr). Donc, par la
proposition 1.3, e(M*-) - Qk(Mù. D'où Ia conclusion.

(b) Si MË ! Uo-r, alors par hypothèee et la proposition 1.1,
M*_r -* d-l (Mo) - ph(M). Et donc, M* - ah(Mo).

il

Corollaire

1. Si M et lV sont uormauK et distincts, alors M + lV. En particulier, le
calcul À est cohérent.

2. Un terme a au plus une forme normale. On peut donc parler de l,a
forme normale stil en existe.

3. Tout terme ayant une forme normale eet normalieable.

4. M a une forme normale si et eeulement si il ociste un nombrc naturel
ft tel que d(M) est normal. Il y a donc une stratégie pou coustruhe
une réduction débouchant sur la fome normale, si elle oriste.
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Bemarques 8ur la démonstration de Tait et Marti!-Iôf

La démonstration du théorème de Church et Rosser, réalieée par Martin-

Lôf selon une idée de Tbit, consiEte à définir une relatiou de réduction quasi

immédiate que nous noterons S te[e que :

L. M 3lV entraîne M - N,

2 .  M l f  e n t r a î n e  M  
q r N ,

g. Si M L lY et M L lY', alora il eniste un terme B tel que /V L n

e t l Y ,  \ p 1
M

/ \

/ \
il lv'

\ / q 

\ /
R

(La propriété B est appelée propriété du losange.) On en déduit la propriété du

losange pour la réduction ordiuaire et, de là, le théorème de Church et Rosser.

La définition de Ia relatioo o , egt donnée à I'aide d'arciomee et de règles.

Nous montrons ici que le même résultat s'obtient directement à partir de la

proposition l. DéfinissonE pour cela M -L ff Par: M + lY et JV -+ P(I'{)'

Cette relation vérifie les propriétés I et 2 (proposition 1.2). EIle vérifie

égalemeut Ia propriété du losange. En effet, el M I lY, alors JV + p(tV) et

eW) - p(iY) (proposition 1.3). Dès lors :
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M

, / \ '

/ \
f f N '

\ / q \ /

e$Y{)

6. Une dee réuggitea les plus fameuses de la logique contemporaine est la
caractérisation de la notion de calculabilité indépendamment de tout système
formel. La notiou de calculabilité acquiert par là un caractère absolu. Ceci
signifie que lea diverseg définitione exigtantes de la calculabilité sont touteg
équivalentes eu ce qu'elles décrivent la même classe de fonctions, du moins au
point de vue extensionnel. Dans ce paragraphe, nous montrerons une partie
de ce rémltat, à savoir que les fonctions calculables sont repréaentables dans le
calcul À.

Nous prendrons coyrlme définition de référence de la calculabilité la déû-
nition particulièrement éclairante, dounée par Cutland (dane Computabitity,
Cambridge University Press, 1980). Cette définition présente les fonctions cal-
culables comrne étant celles qui sont prcgrammables sur un ordinateur théori-
que apPelé URM (Unlimited Register Machine). Ces fonctious sont exactement
lea fonctiong récursives partiellea ou programmables Eur une machine de 1\rring.
Pour repréaenter ces fonctions dans Ie calcul À, il est indispensable avant tout
de coder les nombres natul€ls de manière à pouvoir représenter le successeur
et la fonction caractéristique de l'égalité. Nous poumons enauite, aprèe avoir
rappelé Ia définition de Cutland -en la manipulant quelque peu -, représenter
l'eneemble des fonctions récursives partiellea. Pour cela, nous utiliEerons un
théorème du point fixe.

Codage des naturelr

Lee nombres naturels sont codés dans le calcul À par dee temes appelés
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uumêraux. Il exigte différeuts systèmea de numéraux. Celui que nous utilise-

rone est singulièrement indiqué pour Ia démongtration du théorème de Kleeue

et T\rring qui suivra.

Défrnition des numéraux

A = (\qz . xyzK, Àz.F),
n*1  =  ( t r ' ' a ) .

le uuméraux sont de8 termes normaux distincts. Donc, par Ie corollaire au

théorème de Church et Rogser, si n * m, alors g# m.

Lcnme 2 (représentation de ltégalité)

Si n et m gont des naturels, alora

ILm: K ei n = m et n I&.: -F'gi n I m.

Pour la démonstration de ce lemme, on commence par vérifier, par un

c a l c u l  d i r e c t ,  q u e  0  0 :  K ,  n *  1 0  =  f ,  q n +  I  -  F ,  e t  n *  1 m *  I  : m n '

Ensuite, par récurrence 8ur nr on obtient

n n : K  e t  g n * m : M . n : F ,  e i m > 0 .

tr

Déûaitioa de la calculabilté selon Cutland

un programme URM est une suite finie d'instructione: \,...,1, où Ii

eat  so i t  Z(n) ,  so i t  S(n) ,  so i t  J(n,m,q)  (1 < d S e,  2 ,m,9€N).  Uy adonc

trois types d'iustructiong dont les siguiûcations sont, reepectivement, annuler

le coutenu du registre n, remplacer le contenu du registre n par son successeur,

compa3er les couteuus des registres n et m et sauter (Jump) à I'instructiou

g, s'ils sont égaux. Pour la comnodité, Cutland introduit un quatrième type

à'i*t*.tion, Ie transfert. Celui-ci n'egt pas théoriquement nécessaire- Nous

De nouS en occuPelons Pils.

Un progrirmme agit aur des suites de naturels nr, .. . r Rr,0, 0. . .r 8e termi-

nant pig une infrnité de zérrce, placés dans les différents registres de la machine.
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On applique succeseivement les instructions dang ltordre sauf lorEqu'une ins-
tnrction J(n,m,g) enjoint de sauter à I'ingtmction g. Lors du déroulement du
pllgamme, il n'y a qu'un nombre fini de registree moditables. Ce nombre est
déterminé par Ia eituation des registres au départ (l'entrée) et par lee nombres
apparaiasant dane les instructions. On peut donc décrirc le déroulement d'un
programme en ne considérant que l'évolution d'une suite initiale de registres,
de longueur suffsante.

Plus précisément, nous dirons gue I eat (un nombre) sufrsaat pour Ie
progremme P si I ) au numéro maximum des registrcs mentionnéa dans les
instructions de P.

soi t  un progmmme P:  Lr . . . r r ,  e t  une sui te  Rl r . . . ,n1 de nature ls  ( l
sufrsant pour P). Le déroulemeat de P, appliqué à tâ flrite zr t...tntr
eet la guite d'étapes eotê;, . .. définie ainsi :

o  ca est  I ,  (o t , .  . . ,  n t ) i

o si ei est I; (rr,. . .,4) et d ( s, alors
-  e i+ r  es t  I ;+ r  ( t t , . . . , 0 , . . . , r r )  g i  I ;  ee t  Z (o ) ,
-  c i+ r  es t  I ; . . 1  ( t r , . . . r ra  *  1 , . . . , 4 )  s i  I i  es t ,9 ( t ) ,
-  e i+t  est  Io  ( " r , . . . ,4)  s i  I ;  est  J(n,m,q)  et  n , -=rmt
-  e i+t  est  I ; . '1  ( " t , . . . ,4)  e i . I i  est  J(n,mrq)  et  îo*r^ .

Dans cette déûnition, nous BupposonE gue I (r, a) désigpe 11 Ei t ) s.
f)onc, si le déroulement est ûni, Ia deraière étape est un nombre naturel (le
résultat du calcul).

Déûnition de la ealculabillté

Une fonction de Nt -r N est caleulable g'il existe un prograrnme P :
1r , . . . , I ,  te l  que pour  tout  I  euf rsant  pour  p et  2 lc :

o gi lr (or,...,nÊ) - m alors le déroulement appliqué à la suite (de
longueur l)  r t , . . . ,n&r0r.. . ,0 est ûni et sa dernière étape eat m;

o si lù (rt,. . . , nr) J alors le déroulement de P appliqué à la suite (de
longueur l) *r, . . ., 116 0r.. .,0 eat inûni.

bcemplæ

Le progr"-me : J(1, 2,4), s(1), J(1,1, L), z(l) calcule La fonctiot f b,y)
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définie par :
. f ( r , y ) :0 ,  e i  x  1Y ,

f @,ù 1, sinou.

Ce programme egt schématisé par I'organigramme :

départ

Appliqué à la guite 5, 6, le déroulement egt :

11(5,6)
12(5,6)
13(6,6)
Ir (6,6)
I{(6,6)
0.

eO

C1

ez
?3

Ca

C5

Appliqué à la suite 6, 5, le déroulement eet inûni'

Iæ prograrnne : J(2,3,5), s(1), s((3), J(1, 1,1) calcule I'addition- Tous

ses déroulements eont finis.

Nous nous proposone de mimer dang le calcul l les déroulements des pro-

grammes URM: Pour celq nous définissons ici un concept de représentation

intensionnelle.

soit un programme (P - Irr...,Ir) et x un terme du calcul À' A chaque

déroulement de P : eotêrt,. . nout associone la suite de termee &, '81, ' ' '' où

Ei eat xpirr. . .rr  lorsque ei e8t I ;("r, . . . ,û) ( i l  eat entendu que xptrr. . .r t

n'egt autne que IL si t > s).

4 : r z ?

t 1  i = 1 1  * 1
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l{oue dirons que X représente P jusqu'à | (l sufisant pour P) ai pour tout

:érculement de P (appliqué à une suite de longueur l) : eorêt,..., oD a :

1 . E o - E r + " '

2. Eo n'a pas forme nomale si le déroulement est infini.

La première condition aurait $rffi si nous nouE étions limités aux fonctions

; c: alee.

l{ous dirons que P est repréeentable si pour tout l, nrfrgant Pour P, il

:; a un terme X qui représnte P jusqu'à l.

Le théorème du point ûxe suivant aura pour fonction essentiellement de

Égier le cas des programmes ayant des déroulements infinis.

Théorème du point fl:re ftis)

Si M[c] est un terme normal, il existe un terme ff tel que g(/V) = MIl{1.

DÉ-monetration

Mlrl étant normal, Mlxrl l,est également. I)ès lora, p(Mlxxl) = Mlxrl.

i,e terme N = (\nMlnxl)(\xM[rr]) a donc bien Ia propriété requise.

!

1Aéorème

Tout progranme URM eat représentable.

Démonstration

Coneidérons un programme P : hr. .. ,1, et un nombre l, sufrsant pour

P. A chaque instruction 16 (t S i S s) nous a€socions un terme P.["] ayant

au plus t comme va,riable libre :

.  P ; [ t ]  =  Àz r  . . . î n . ' . u t ' xP ' i+ rz1  " ' 0 " ' s t r  s i  I ;  es t  Z ( " ) ;

.  P i [ s ]  =  À r r  . . . t î . . . e t . x P l + f 1  . . . ( 4 r ' )  . . . t t t  s i  I i  e t  S ( t ) ;

.  P i [ " ]  :  À r r  . . . \ . bp l r t . . . r t  a i  xon^  e t  rp t * r r1  . . .2s  s inon  ) ,  s i  I ' .

est J(2, m,q).

(L'expression rpf tr1 ...r1 désigue t1 Bi t > t.)

Les termes Pi[r] étant normarxx, Ie terme (Pt [t], . .. , Pr[r]) eet également

normal.
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Par Ie théorème du point ûxe (bis) il ociste un terme Iræ tel que :

e!ræ) = (Pt [Ins], .. ., P,tI*l).

Nols montrons que Iræ représente P juequ'à l. Soit êotêr, . . . le déroulement

de P appliqué à une suite de longueur l. Par constmction, le lemme 2 et Ia

proposition 1.1, on congtate que :

Iru pil. . .n
e@i)
p(Ins)piu. ..\
(& [ I * ] , . .  .  ,  P, l lns l )  Pla .  . . r t
Pd t I * l I r . . . t ,
E i * t ,  8 i l < d S s .

Il ne reste donc qutà montrer que Es n'a pas de forme normale gi le

déroulement est inûni.

Remarquons d'abord que nous venons de montrer que g@l);' Er11 (si

g el eylsont dans le déroulement de P). Donc, parrécurence, d@o) - Ei

(si er.est une étape du déroulement de P). Eu effet, go(Eo) = Eo + ft et si

d(E ) * Ei alorg d+t(Eo) - p(Ei - Ei*t (proposition 1.3)'

Si le déroulement est inûni, Ia r&uction Es g " a E, L ' a

Ei L. . . est infinie. Dès lors, ei Eo arrait une forme normale , d @o) - par

Ie corollairc du théorème de Church et Roeeer- on aurait que y'(Ee) - Ei

et donc que E; serait nomal, guod absurdun est.

tr

Coroll,aire (Kleene et lbring)

Si tr est une fonction calculable de Nft - N, il existe un terme .tr du calcul

) tet que, pour toute suite r1r . . . r 7lË |

o si lr(n1' . . . ' ot) : m, alora Eg. . .& -- mi

o si h(n1r. .., nr) 1, alors Eu. . . nE n'a pas de fome normale'

Autrement dit lea fonctione récursives partielles sont repréaentablea dang le

calcul À.

n .  =
-{

:

+
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Démonstrztion

_ soit un progra'nme URM pour h et I un uombre ) È et eufrsant pour p.
Par le théorème, il y a un terrte Inareprésentant P jusqu'à t. E sera donc le
terae lrr .  .  .xl .hu plq . . .  rr  

\1! 
.

f-È foir

E}

Annexe : les numérarD( de Church

La codiûcatiou des naturels que nou8 avons utilisée est peu naturelle. Sou
avautage est de mener rapidement à une repréaentation de iégalité, néceasaire
pour reproduire les instructious de saut daus le calcul À. Ll prenière codi-
Êcation dea naturels a été proposée par Church. Elle est basée gur la notiou
intuitive d'itération d'une fouction. Au naturel n correspond I'opération qui
consigte à itérer n fois une fonction. La déûuition des uuméraux de Church estdonc la guivante :

, n , = À r y . x o y ,

z"y étznt déûni, par récurrence, comme suit :

s o y = g e t  a * + t y = { x h y ) .

Donc,

.  U =  À s y . y = F ,

.  
' l '=  

\xy.xy,

.  ?  = \ ry .z(xy) ,

.  'g ' :  
\ry.z(z(ry)),

etc.

L'intéÉt de ces numéraux, outre l.u, ."r"ctère uaturel, est qurila per-mettent de donner uDe représentation fidèle des fonctions récursives primitives
s:urs employer de pointa ûxea. on aurait pu égalemeut lea utilieer daas ladémonstration du théorème de Kleene et ltriing qu. oou, avons donnée. pour
le montrer, il sufrra de repréeenter la fonctiooiu..oreur et l,égalité dans cesystème par des termes normalieables.
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En ce gui concerae le succeseeur, oD remarque qu. 
'C"y - ,hV -quel

que soit ls- et donc que h + l'ty : 3n*l 9 = x(xîy) = x('rt zy\' Il s'eusuit

que ai DouE définis8ons Succ coulme étant le terme Lzxy.x(zay), on a bien

Stcc'11': h + t'.

Par ailleurs, ei z est le terme (À"(4r),q, alors z',n' : u(Àz(F, r))Q =

(1"(4 z))'0 : a.
Par conséquent, en Potiult EgaJ= \ty,Zr(Zy)' on vérifre que Egal n"m' =

tltf4 : K, si n = met .t' ai n { m.
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