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(Université Libre de Bruxelles)

\.  Introduction.

Rappelons que NF est la théorie des ensembles (dans 1e langage de 1a théo-

rie de Zerrnelo-Fraenkel) dont les axiomes sont :

1) 1'axiome drextensional i té (noté trEXT??) :

f V t ( t  €  1 < - - - +  t  €  y ) l  -  x  =  y

2) 1e schéma de conrpréhension pour les formules ç stratifiées :

l x  V t  ( t  e  x  * - ' e )

Rappelons qu'une formule est stratifiée si on peut f interpréter conrne une

formule de 1a théorie simple des types de Russell.

Lrétude des relations bien fondées extensionnelles dans NF a permis de

montrer que lron peut interpréter des fragments de 1a théorie de Zermelo-

Fraenkel (avec axiome de fondernent) dans NF, fragments i-ntéressants (par

exemple toute 1a théorie de Zermelo) si l'on renforce NF par des axiomes

adéqua ts  conce rnan t  l es  ca rd inaux  (  t 1  I  , 1 .21 ,  [ 3  ] ) .  D rau t re  pa r t ,

cette étude a permis d'étendre aux relations bien fondées extensiorurelles

nn résultat de Henson concernant les bons ordres str icts ( t  1 I  ,  14 l ,

I 5 I ) . Le but de 1a présente étude est de montrer qu'i1 existe trne classe

de relations extensionnelles, plus large que cel1e des relations bien

fondées extensionnelles, permettant de généraliser encore le résultat de

Henson et de construire une structure intéressante, modè1e du langage de
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C<idel-Bernays, ayant la particularité de satisfaire un axiome druniver-

salité (au sens où l'entend Ir{. Boffa dans t6 I ) : ce type draxiome est

une négation forte de l'axiome de fondement, puisqu'il affirme que toute

relation extensionnelle (satisfaisant dans notre étude une condition que

nous préciserons plus loin) est isonorphe à la restriction de 1'apparte-

nance € à une classe transitive. Cela signifie que la classique contrac-

tion de lvlostowki ( t 6 1 ) s'étend ici à une classe large de relati-ons

extensi,onnelles. En renforçant NF par un axiome adéquat sur les cardi-

narx, on obtient un modèle d'une extension de la théorie de Zermelo com-
prenant tm axiome dttrniversalité.

B. Notatlons et définit ions. (dans NF)
-  L run i ve rs  V  es t  I ' ensenb le  { x l x  =  x } .
-  L 'ensemble v ide {x lx  I  x }  se note d .
- Les opérations I 'USC" et "RUSC", désormais classiques, sont définies par:

u s c ( A ) = { { t } l t e A }

R U S C ( R )  =  { < { x l , { y }  )  |  ( * , y  >  €  R }

[où R est une relat ion binaire).

Le couple utilj-sé généralernent dans NF n'est pas celui de Kuratowski

( ( x , y  )  =  { { x } , { x , y } } )  ma i s  ce lu i  de  Qu ine  ( vo i r  c i - dessous ) .
- A est "cantorien" si 3t Ui iect j-on A - USC(A).

S i ,  de p1us,  i l  ex is te  une b i jec t ion réa l isant  xr r  {x i ,  on d i t  que A

est "fortement cantorien".
- Px est 1'ensemble des part ies de x :

P x = { y l y c x } .

- ux est 1a réunion de x :

U x = { z l 3 t e  x  z e t } .

- Le cardinal d'un ensemble x est 1a classe d'équipotence de x :

N c ( x )  =  { y l  3  U i 3 e c t i o n  y r  x } .

- L'ordinal d'trnbon ordre R est la classe d'isomorphie de R :

N o ( R )  =  { S l S ; R }
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- De manière plus générale, 1e tlpe d'une relation R est 1a classe

d'isomorphie de R :

I ( R ) = { S l S : R i

- L'opération T stapplique aux cardinaux et aLlx t)?es :

T (Nc (A) ) = N. (USC (A) )

r (T (R ) )  =  T (RUSC(R) ) .

- Le cardinal d'un ensemble dénonbrable se noté ft^ .
- Ltordinal correspondant se note t.ro .
- L'ensemble des naturels se note N, w naturel étant 1e cardinal d'un

ensenble fini.
- Le couple de Quine se définit par :

4  x , I  t  =  f l  (x )  u  12J)

où f  . ,  (x )  =  {h1 ( t )  l t  €  x}

tr(v) = {hzQ) lz e y}

h 1  [ t )  =  ( t \ N )  u  { n + 1  I n €  t  n  ] N }

hz?)  = h. ,  (z)  u  {o}

Cn remarque que dans 1a formule stratifiée z = l xty ), "x", "y" et

"2" sont au même niveau de stratification. Le couple de Quine ne fait

pas monter 1e nj.veau : en cela réside son avantage sur 1e couple de

Kuratowski (dans NF !).
-  S i  R est  une re la t ion (b ina i re) ,  dom R = {a l ]b  (a  R b ou b R a) } .
- Si A c dom R, A est dit "codé" par a (é1énent de don R) ssi

A  =  { b  €  d o m  R l b  R  a } .

Si R est extensionnelle, trn tel élément a est unique et se note

"codO 4".
- Si a € dom R, "segO a" désigne 1a restriction de R au plus petit sous-

ensenble X de dom R te1 que

1 )  a  e  X

2 )  V U  =  X  V . .  c l o m  R  ( c  R  b  +  ç  €  X ) .

La "profondeur" de b (où b € dom segO a) par rapport à a est définie

Dar :

{
I

l
I
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p(b,a) = le plus peti t  n € iN te1 qu' i l  existe une suite xn

d'élénents de dom R te11e que

b = * 1  , x 1  R * 2 ,  , x n - 1  R * r r , * r r = â .

- Une relation R est di-te "pointée" s'il existe r-ur é1ément unique a dans

dom R tel que R = segO a. Cet é1ément se note "sRt' ("solnnet de R").

Pour une relation pointée, on a donc trivialenent :

segO(sB) - R

- Une relat ion R est dite "r igide" ssi

Va,b €  dom R (segoa:  segob -  a  =  b) .

11 est évident que toute relation rigide est extensionnelle et que tou-

te relat ion bien fondée extensionnelle est r igide.

- Une partie A de dom R est di-te R-transi"tive si

V * , y  t ( y e  A e t  x  R y )  - x e  A l .

ûn vérifie aj-sément que R est rigide ssi toute partie R-transitir,'c de

dorn R n'admet que f identité coilme automorphisme.

- Si A c R, C1R(A) désignera 1a "fermeture transitive de A dans R"

c'est-à-dire la plus peti te part ie transit ive X de don R contenant,\ .

On a clairement :

Cf R (A) = ! 
. 

(dotn segO a) .
r \  

a € A

Trivialement :  A est R-transit i f  ssi C1R(A) - A.

- La structure qui nous intéresse ici est 1a suivante :

a = {T(R) |  R est une relat ion pointée r igide;

O n m i r n i t  n  d e  l a r e l a t i o n n a t u r e l l e  " E "  ( c f .  t Z l , | 3 I ,  [ 5  l .  :

T(R)  E T(S)  ss i  3b (b  S s ,  e t  R !  seg,  b)  .
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C. Lenunes fondamentaux

1) L'opération T est un morphisme inject i f  de (a,E). on véri f ie en

effet aisément que

(x E y.-'Tx E Ty) et (Tx = '1y *-' x = I)

2 )  x  E  T y  - ,  3 z  x  =  T z  ( x , y , z  e  a ) .

Ce résultat permet de montrer aisément :

x  e  dom(segp  (Tky ) )  *  3z  x  =  Tkz  ( k  =  1 ,  2 ,  . . . )

Définition : "x est un TK" signifie :

" 1 z  x  -  T k z "

( o ù  T o z  =  t ,  f * 1  z  =  T ( 1 n z ) ) .

3 )  S i x € Q e t x = . l . ( R ) .

A lors  Vy e C1r(x)  J tU e dom R y  = T(segOb)  .

Ce lenune se dénontre par induction sur la profondeur de y par rapport

à  x  d a n s  (  e r E  ) .

4 )  Vx  e  n  ï ( seg f  * )  =  tZ ( x ) .

Démonstration. 
,

Si x = I(R), i1 faut prouver que segEx est isomorphe à RUSC'(R).

Lrisomorphisme F est donné par :  F(y) = {{b}} où b est l 'uni.que

élément de dom R te1 que y = T(segOb) ; un tel b existe par le

lenrne 2; c' est 1a rigidité de R qui garantit son unicité.

5)  E est  r ig i -de.

En ef fe t  :  s i  seg 'a  
-  

tegEb,  a lors ,  pâr  le  lemme 4,  on a :

Tza = Tzb et donc a = b

En par t icu l ier ,  (  e ,E > F e  x  f .

6) "Lenrne de codage" :

So i t  A  c  n .

Alors

A  es t  codée  dans  (e ,E )  ss i  N . (C IFA)  <  N . (USCZ(V) ) .
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Démonst ra t ion :  (c f .  t3  l )

a) Ûn peut montrer que si A est E-transitif,

A  est  codée ss i  N. (A)  <  N. (USC'(V)) ;

1e lenrne 4 est essentiel ici '

b) On montre aisément que

A est codée ssi Cl-(A) est codée'
L

D. Généralisation du théorène de Henson : (cf' t 4 I )

Rappelons brièvement la "nréthode des permutations" :

si p est une pennutation (un ensenrble) de l'univers v d'un nodèle M de

NF et si  ,€r,, ,  est défini par r * ap y * x € p(y), alors 1a structure

M obtenue Ër, r"tp1uçantrr€" pâïtÇ-rr est encore un modèle de NF' Pour
" p  - "  ^  ' - - ^ .  P
toute fornule g, oû déf init r. cont"tè étant le résultat du remplacement

de '€ , rpa r r€n t , dans  I  ( r o  
" r i  

I ' i n t e rp ré ta t i - on  6e  I  dans  
\ ) '  

Une

sentence o 
"ri 

dite "invaiiante" si- NF F o * op (pour toute permu-

ta t i on  P ) .

Toute formuLe close (= sentence) strat i f iée est droff ice invariante'

L'axiome de Rosser :  " !n € N Tn = n" (non strat i f iée !) est également

irrvariant. une extension de NF est ciite invariante si tous ses æliomes

le sont. Le fait pri'ncipal est le suivant : si T est Lu1e extension inva-

r iante de NF et si  r  F 9p alors Con(T) - con(T + 9) '  ( 'p est une sentence ;

, ,con T,, signif ie , ,T est êonsistant").  En se basant sur ces faits '  Henson

p r o u v e d a n s [ 4 ] : C o n ( T ) * C o n ( T + t o u t b o n o r d r e s t r i c t f o r t e n e n t c a n -

torien est contractable) '

P a r d é f i n i t i o n , u n e r e l a t i o n R e s t d i t e c o n t r a c t a b l e ( a u s e n s d e } l o s t o r v s k i )

ssi 3t ensenble transitif tel que

.( dom R,R ) =- ( t ,€ )

ce résultat de Henson peut s'étendre aux relations rigi'des : i1 suffit

de rernplacer dans 1a démonstration de Henson la stnrcture des ordinatx

( d e b o n s o r d r e s s t r i c t s ) p a r l a S t r u c t u r e ( Q , E ) L a p e r m u t a t i o n

uti l isée est :
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) l

E a]1
= ruJ[ncr"

. {  P(tu

ln t*l

) = { b e n l b
e  n l b  r  a ] )

= x

s i  a €  C I

sinon

on voit aisément que si R est une relation rigide pointée fortement can-
tor ienne,  a lors  R est  isonorphe à segra(où a = r (R)) .  De p lus,  a  est
t e1  que  Vn  .  C la ( {a } )  Tb  =  b .

Conme on peut étendre toute relation en une relation poi-ntée, il suffit
d o n c  d e m o n t r e r q u e  " V a e  a  ( V U .  C l E ( { a } )  T b  = b - - } s e g E a  e s t  c o n _
tractable)" est satisfaite dans f interprétat ion ,=o, ' .  C'ést bien le
cas, puisque : 

-

' :  
" r .  

, :  ; : t ; ]  : : :  : t * '
ce qui montre que dans f interprétation ?€D" la relation E devient
effect ivement 1'appartenance (pour plus de détai ls, consulter :  [1 ] ,
[ 4 ] , t s l ) .

Remarque.

En admettant 1a consistance de NF + lraxiome de Rosser, on voit qu'i1
existe des modè1es de NF où une large classe d.e structures extensionnel-
1es se contractent :  les relat ions de cardinal i té x 2Ho ,2Bo- ç  f \ o ,  4  t  L -  ,  e t c . . .

et cel les de cardinal i té nj ,  Hz , . . .  sont en effet fortement can-
toriennes dans ce cas.

F Modèles du 1 e de Gôdel-Bernays satisfaisant lm axiome dtuniversal i té.
Considérons I'extension suivante du langage de Gôdel-Bernays :

1') des variables minuscules ,,x, y, z,

2") des variables majuscules "X, y, Z,

3") 1a relat ion d'appartenarlce '€,, .

4')  1e symbole fonctionnel "T".

5') les symboles prédicati fs "fu" (k = 0,

" désignant 1es ensembles.

" désignant les classes.

l ,  2 r . . . ) .
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Une formule p de ce langage L sera dite T-stratifiée s'i1 est possible

d'attribuer à chaque variable dans g un niveau k (entier) de sorte que,

en considérant que l'opération T fait montrer ce niveau d'une unité, les

sous-fonrules de p de la forme t., = t, et t1 . tZ (où t.t , t, sont des

termes construits à partir des variables et de I'opération T) sont telles

que t1 et tZ se trouvent au mêne niveau.

E x e m p l e s :  " T 4 X = T S Y

r r 1 1  =  1 r l

La structure ( 0, E)

Dzins M :

- les classes seront

-  r g >

dans

et y € TX" est strat i f i -ée.

n test  pas T-s t ra t j - f iée.

permet de construire un modè1e M pour le langage L :

interprétées par 1es é1éments de PCI

par les éléments de Pn qui sont codésensembles seront interprétés

( o r E )

- J. 'appartenance'rerrest interprétée de 1a manière suivante (dans i ' l )  :

?rX € Yr' (où X et Y sont des éléments de P0) signifi-era que X est codé

dans ( erE ) et que codr X e Y ( ici  € est 1a "vraie" relat ion de \T).

Remarquons que si X et Y sont codés (ctest-à-dire sont des ensenbles

dans NI) '?X € Y" signifie exactement (cod, X) E (cod- Y) '

- TX est 1a partie suivante de Q :

{ T a l a  e  X }
t -

-  Ik (x)  s ign i f ie ra  N. (x)  <  Nc(USC^(v) ) .

Le nodè1e Ir{ est ainsi clairement défini.

Nous a11ons décrire ci-dessous une théorie R dont M est un nodè1c'

Les axiomes de R sont :

1) EXT
z )  t 3 v  X € Y ) * ( l a  X = a )

Définit i -on : "Ens(X)" est I tabréviat i-on de "X est un ensemble" crest-à-

d i r e  de  " l a  X  =  a " .

3) V f ]V Y est 1a fermeture transitive de X'
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Définition :

"Y est la fermeture transitj_ve de X" si-gnifie :

"Y est transit i f  et X c Y et [A trarsit i f  te1 que A ) x, on a y c A".
Un te1 Y est unique et sera noté FT(X).

4)  Ens(X)  *  IZ(FT(X)) .

5) schéna de cornpréhension pour 1es formules p T-stratifiées :

f x Vt (t e x *- ç)
6) 1'd = f! <---+ X = Y.

7 ) x € Y ê T x € T Y .

8 ) y e  F T ( T X ) - 3 t  y = T z .

9 )  V X  I  T X ] .o ' '
1 0 )  I k ( X )  *  r k + 1  ( T X )  ( k  =  0 ,  1 ,  z ,  . . . )

11) I t*t  (x) - I tr(X)
12)  Ik (X)  e t  I1(Y)  -  IU(X u Y)

1 5 )  I k ( X )  *  I O ( X  u  { t } )

ilemarque.

les axiomes qui précèdent permettent de déduire : Ens(O). 
.

, :n effet,  i l  suff i t  d'appl iquer l 'axiome 4 en sachant que T"ô = ô,
Fr (o )  =  Q,  Io (o )  *  r zT 'o ) .

)r peut également montrer que, c1ès maintenant, on dispose des notions sui-

\-antes : singleton, paire, couple de Kuratowski, rér.rni.on, relation, fonc-

t ion, inject ion. On peut donc définir la relat ion 
É 

'  "* É 
y" est

:u-re abréviation de : "JF injection d.e X dans y".

1 4 )  ( i k ( X )  e t  Y  (  x )  *  I k ( y )  ( k  =  O ,  1 ,  z ,  . . . )

Remarque : Ceci permet de montrer :

(Ens (X) et Y c X) - Ens (Y) .

En fait, 1a théorie R contient 1a théorie des ensembles de Zermelo,

sans axione de fondement et sans axiome de l'ensemble des narties.

15)  (3v  FT(x)  
É  

tu t l  *  x  es t , r r ,  Tk  (c 'es t -à -d i re  I  z  x=  Tkz) .

i6)  ro(FT(r) )  - f  z  r?(Fr(y) )  = rk( r ) .
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1 7 )  l x  ( 0 e x  e t  V y . *  y * e  x )  ( o ù y * = y u { y } ) .

(Cet axionre affirme l'existence de l'ordinal de Von Newnann rrr).

18 )  I k (F r (A  x  A ) )  *  I * (FT (A ) ) .

( \ è .  :  A X  A  =  { (  x , y ) l x e  A  e t  y €  A }

où le couple utilisé est celui de Quine : 1a raison est explicitée

p lus lo in) .

19) Axi.one d'universal i té :

V< r,,  > structure r igide i l t  t t*r i t i f  tel  que < a,r ) = 4 1,€ ) .

20) Jx (x est rm ordinal de Von Nelrnam et x nrest pas un T).

Conrnentaires.

11 n'est pas difficile de se convaincre du fait que lvl est effectivenent

un modèle de 1a théorie R (axiomes de 1 à 20).

Nous nous contenterons donc d'indiquer un minimt.rn de détai1s permettant

au lecteur d'effectuer cette véri-fication lui-même.

Les axiomes 1, 2, 3 sont satisfaits de rnanière évidente.

L'axiome 4 est 1a simple traduction du "lenme de codage".

Axiome 5 : si  ç est T-strat i f iée, alors la formule " Ivl  F ç" est en fait

(dans NF) une formule strat i f iée. La classe {t lM F e(t) i  est donc i-rn

sous-ensemble de n.

Les axiomes 6, 7, 8 décrivent simplement 1es propriétés essentj .el les de

1 'opérati-on T dans n.

Les axiomes de 9,à 14 sont clairement satisfaits dans ltl.

Axiome 15 : il suffit de montrer que si ]y FT(X) É 
tky et â € \ ,

alors a est un Tk 
l

Démonstration : dom segEa s'injecte donc dans dom seg, T^r'. Supposons

que a = T(R) et y = I(S) . Grâce au lenrne fondamental 4, on sait donc
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que dom nuscZln; (isonorphe à segra) srinjecte dans dom RUSCzlnusckls;1

(isonorphe à seg,Tky). Pur,-.otràquent, dom R s'injecte dans USCk1$.

11 en résulte que a est un T^.

L'axiome 16 se vérifie dans N{ par des arguments analogues.

Conrne CI contient les ordinaux (de bons ordres stricts) l'axiome 17 est

évident dans M.

Axiome 18 : 11 suffit de montrer que si FT(A) (parti-e de o) srinj-ecte

dans USCk(V), FT(A x A) (au sens d.e tr{) s'injecte encore dans USCk(V).

L'utilisati-on du couple de Kuratorvski pose des problèmes :

en effet : FT(A x A) au sens de M est la réunion de FT(A), de USC(A) (au

sens de M),  de { {x ,y} lx  I  y ,  x ,y  €  A}  (au sens de M) e t  de A x  A (au sens

de M). I t  est facj- le d' injecter chacune de ces part ies de n dans USC^(V)

(étant donnée une injection de FT(A) dans USC^(V)), sauf lrensemble des

vraies paires (au sens de iv{) des é1énents de A; cela ne pose pas de pro-

blème si I 'on dispose d'un ordre total (  sur A : en effet,  si  f  est

I ' inject ion de ru(A) dans USC^(V), on peut associer à {x,Y}M le couple

de Quine ( x,y > poul' lequel x < y et à ce couple 1'élément de USC^ry)

{ . . .  { <  a ,b  ) }  } ( k  pa ren thèses ) ,  où  f ( x )  =  {a }K  e t  f ( y )  =  {b }K .

lvlais rien ne permet d'affi-rrner qu'il existe toujours un te1 ordre tota1.

L'utilisation du couple de Quine pennet de contourner cette difficulté.

I 1  su f f i t  d ' ana l yse r  FT (A ' x  A ' )  ( où  ce t t e  f o i s  A 'X  A r  es t  l ' ensemb le

des couples de Quine (dans M) de A' = A u r.r) pour voi-r que si FT(A)

s' injecte dans USCk(V), F-I(A x A) s' injecte aussi.  dans usCk(v).

Remarque : R f- Ens (a t a) .

En effet,  Ir(FT(a)) est garart i  par l 'axiome 4 et donc l 'axiome 18 four-

n i t  :  I r (FT (a  x  a ) )  d ' où  i 1  r ésu l t e  Ens (a  X  a ) .

Axiorne 19 : coû[ne a est un ensemble dans lvl, 1a relation r est isomorphe

à une relation de la forme RUSCZ(S). Le tlpe de cette dernière est
) a

donc :  I (RUSC"(S))  =  T"(T(S))  =  (segE T(S))  (on suppose r  po in tée;  s i

el le ne 1'est pas, on peut toujours 1'étendre en une relat ion pointée).
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Si donc I'on dispose d'r-rn ordinal o te1 que

qu'aucun des oU ne peut être ce o et que trU

tence de o1+.1

Ceci montre que r est isomorphe à un segment de E.

Axiorne 20 : résu1te inniédiatement du fait que dans NF, il existe rm ordi-

nal s qui n'est pas rin T. Cet axiome permet de montrer, à partir de

l 'existence de o, l 'existence de t,-r ' ,  ,  uZ, ( les ordinaux init iaux succé-

dant à o). 11 est en effet aisé de nontrer que pour chaque k = 0, 1, Z, " '

O n a : T u l O = t l U .

o = TB ,  i1  est  c la i r

ce qui garanti"t  l 'exis-

Renarque. 
)

ûn sa i t  que N.(a)  *  N. (USCZ(V))  car  s inon on aura i t  :  M F IZ(V)  e t  toute

classe serait urr ensemble, ce qui entraînerait 1e paradoxe de Russell'
?

N-(a)  >  N^(USC'(V))  es t  donc p laus ib le .
-  - -  

\ - - l

U ç

Cf est trne forme très fai-b1e de 1'axiome du choix'

L'axiome du choix "V est bien ordonné" est en effet équivalent à
)  i  -  1 i - ^ ^ - - - -  ^ ^ É + ^

"N-(USC/(U) < N.(NQ)" où NO est 1'ensemble des ordinaux, contenu canonl-

*,.àr"na dans n. L,axiome du choix étant réfutable dans NF (cf. t 7 I ) on

a donc N^(USCZN))  *  N. (NO) mais  i1  est  poss ib le  que N.(USC4(V))  <  Nc( ' ) )

soit  cohàrent avec NF icette dernière sentence est d'ai l leurs impliquée,

dans NF, pâr : 'V peut être rnuni d'une relation rigide") ; notons o cette

sentence.

Dans NF + o, on pourrait considérer

partl-e u de n corresPondante : U =

classe spéci-ale u permettrait  de se

puisqu'on aurait  :

M F  ( I t * z ( x )  * x < T k u ) .

t
7 t ar '
<  0 ,

l t in jec t ion f  de USCZN) dans n e t  la
)

f  [USC4m).  Dans le  modèle i r l ,  ce t te

passer des prédi-cats IU Pour k ) 2,

F. Modè1e d'une extension de 1a théorie de Zermelo dans r.ne extension de NF

Au point E, nous avons montré :

NF l- tl{ F R)

où R contient Z sans fondement et sans axiome de lrensemble cles parties
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(mais avec 1'axiome du produit cartési-en); Z

ensembles de Zermelo (  t8  1) .

Ën renforçant légèrement NF, i1 est possible

lrensemble des parties et de construire dans

admettant T connne automorphisme.

Dès lors, sachant que

tion par induction),

(pour chaque k = O, 1

\ T  -

désigne la théorie des

de "récupérer" ltaxiome de

( Q,E ) un modèIe de Z

- V tel1e que f (O) = Ho et Vn e lN f (n+1; = 2f 
(n)"

est cel1e de M. Crabbé :

Nc(B) si N.(PA) = N.(USC(B))

d si N.(PA) * Nc (USC(V) ) .

H., lNo
No , Z " ,  2u exi-ste et est i-nf inie.

aisément que :

inject ion de u.r * V tel1e que f(0) = o et Vn e ,

€ 6 f(Tn) = Tf (n)" (où f est la fonction défini-e

( e , E )  F " V n e  ,  i l m e  ,  n = T n " ( d é m o n s t r a -

il est facile de déduire que chaque f(n) est un T^

,  2 ,  . . . ) .  Le modè1e N peut  a lors  se déf in i r  par  :

u {ylrr(y)

Soit ç ltaxiome suivan

"3f une fonction : lN

La définition de "2x"

(

?Nc(A) = 'l
I

L
ç affirme que la suite

Dans NF + I, on montre

( 1 )  ( Q , E )  F  " l f f
f  (n+1)  =  Pf  (n) "

et que

( 2 )  < Q , E >  F  " V n
e n  ( 1 ) ) .

(Remarquons que cette définition per-rt se faire dans ( Q,E ) ; i1 est

en effet clair que N est un ensemble dans M, c'est-à-dire est codée

dans  (  o ,E  ) ) .

On vérifie aisément que T est un automorphi.sme de N. Lraxiome d'univer-

sa l i té  (19) ,  wai  dans (  Q,E > ,  passe à N :  c rest  dû essent ie l lement

au fait  que si I  a,T ) est une structure r igide dans N, c'est encore
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une structure rigide dans ( o,E ) . N est en effet fenné pour l'opéra-

tion "P" : si x est dans N, alors * a A., pour un certain n, An étant

{ylF[(y) < f(n) } ;  dès lors FT(Px) = FT(x) u Px ( f(n) u Px ( f(n) u Pf[n) <- c 7 c c c

f (n+1); conrne f (n+1) est trn T', Êr sera donc encore un ensemble (de lvl)

et se retrouvera dans Arr*1 , donc dans N.

Des vérifications élémentaires pennettent de se convaincre du fait que 1es

autres axiomes de Z (sans fondement) sont bien satisfaites dans N.

On a donc montré :

NF + e l -  (N F Z + l 'ax iome d 'un iversa l i té  (19)) .

Remarque.

11 est bien connu que Con NF * Con(NF + Jn e W Tn I n), c 'est-à-cl ire

Con NF * Con(NF + - l i j , )  
où,Jl est l 'axiome de Rosser.

On sait que NF l- (,i, * rr) mais il est peu probable que llF i- (e * .t,) (bien

qu 'on nten a i t  pas la  preuve) .

Si nous aùnettons que NF V (v ' rp) , alors ' on a :

Con(l'JF + ç + -li1r).

Dans NF + ç + lû, T est un automorphisme non t]ivial de N'
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