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NF ET L'AXIOME D'UNIVERSALITE

Roland HINNION
(Université Libre de Bruxelles)

A. Introduction.

Rappelons que NF est la théorie des ensembles (dans le langage de la théo-
rie de Zermelo-Fraenkel) dont les axiomes sont :

1) 1'axiome d'extensionalité (noté "EXTI')
(Ve(tex—tey)] > x=y
2} le schéma de compréhension pour les formules ¢ stratifides :

Ax Yt (tex<— ).

Rappelons qu'une formule est stratifiée si on peut 1'interpréter comme une
formule de la théorie simple des types de Russell.

L'étude des relations bien fondées extensionnelles dans NF a permis de
montrer que 1'on peut interpréter des fragments de la théorie de Zermelo-
Fraenkel (avec axiome de fondement) dans NF, fragments intéressants (par
exemple toute la th€orie de Zermelo) si 1'on renforce NF par des axiomes
adéquats concernant les cardinaux ( [11,[2], F31). D'autre part,
cette &tude a permis d'étendre aux relations bien fondées extensionnelles
un résultat de Henson concernant les bons ordres stricts ([11,[41,
[51). Le but de la présente étude est de montrer qu'il existe une classe
de relations extensionnelles, plus large que celle des relations bien
fondées extensiomnelles, permettant de généraliser encore le résultat de

Henson et de construire une structure intéressante, modéle du langage de
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Godel-Bernays, ayant la particularité de satisfaire un axiome d'univer-
salité (au sens ol 1'entend M. Boffa dans [6 ]) : ce type d'axiome est
unc négation forte de 1'axiome de fondement, puisqu'il affirme que toute
relation extensionnelle (satisfaisant dans notre étude une condition que
nous préciserons plus loin) est isomorphe 3 la restriction de 1'apparte-
nance € a8 une classe transitive. Cela signifie que la classique contrac-
tion de Mostowki ( [6 ]) s'étend ici 3 une classe large de relations
extensionnelles. En renforcant NF par un axiome adéquat sur les cardi-
naux, on obtient un modéle d'une extension de la théorie de Zermelo com-

prenant un axiome d'universalité.

. Notations et définitions. (dans NF)

- L'univers V est l'ensemble {x|x = x}.
- L'ensemble vide {x|x # x} se note ¢.

- Les opérations "USC" et '"RUSC", désormais classiques, sont définies par :
USC(A) = {{t}|t € A}

RUSC(R) = {<({x},{y} > |<x,y > € R}

(ol R est une relation binaire).

Le couple utilisé€ généralement dans NF n'est pas celui de Kuratowski
(<x,y > = {{x},{x,y}}) mais celui de Quine (voir ci-dessous).

- A est "cantorien" si Jf bijection A - USC(A).
Si, de plus, 1l existe une bijection réalisant x » {x}, on dit que A
est "fortement cantorien'.

- Px est 1l'ensemble des parties de x :
Px = {yly € x}.

- ux est la réunion de x :
Ux = {z]|3tex z€th

- Le cardinal d'un ensemble x est la classe d'équipotence de x :
N.() = {y| 3 bijection y > x}.

- L'ordinal d'un bon ordre R est la classe d'isomorphie de R :

Ny(R) = {S|S = R}
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- De maniére plus générale, le type d'une relation R est la classe

d'isomorphie de R :
T(R) ={S|S = R}
- L'opération T s'applique aux cardinaux et aux types :
T(NC(A)) = NC(USC(A))
T(T(R)) = T(RUSC(R)).

- Le cardinal d'un ensemble dénombrable se noté NO .

L'ordinal correspondant se note w o

L'ensemble des naturels se note N, un naturel étant le cardinal d'un
ensemble fini.

- Le couple de Quine se définit par :

<X,y > = f“ x) v fz()’)

o £,(x) = {hy(t) |t € x}
£,00 = thy(2)lz €y}

h (1)

tV\N) VU {n*1ln€ t N N}
h,(z) =hy(z) v {0} .

Cn remarque que dans la formule stratifiée z = < x,y >, "x", "y" et
"z'" sont au méme niveau de stratification. Le couple de Quine ne fait
pas monter le niveau : en cela réside son avantage sur le couple de
Kuratowski (dans NF !).

- Si R est une relation (binaire), dom R = {aj3b (a Rb oub R a)}.

- S1 AC dom R, A est dit "codé" par a (élément de dom R) ssi
A = {b € dom R|b R a}.
Si R est extensionnelle, un tel élément a est unique et se note
”COdR AT

- Si a € dom R, "'segp a" désigne la restriction de R au plus petit sous-
ensemble X de dom R tel que
1) a€eX
2) VbEX VcedomR (c Rb=ce€X).
La "profondeur' de b (ol b € dom segp a) par rapport 3 a est définie
par :
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n

p(b,a) = le plus petit n € N tel qu'il existe une suite Xy
d'éléments de dom R telle que

b= Xy, Xy R Xp s vee s Xy R X, » X = a.

Une relation R est dite ''pointée'" s'il existe un élément unique a dans
dom R tel que R = segp a. Cet élément se note ”SR" ("'sommet de R').

Pour une relation pointée, on a donc trivialement :

segR(sR) =R

Une relation R est dite ''rigide' ssi
\/a,b € dom R (segpa = segpb > a = D).

I1 est évident que toute relation rigide est extensionnelle et que tou-

te relation bien fondée extensionnelle est rigide.
Une partie A de dom R est dite R-transitive si
Vx,y [(yeAetxRy) >x€A].

On vérifie aisément que R est rigide ssi toute partie R-transitive de

dom R n'admet que 1'identité comme automorphisme.

Si A CR, ClR(A) désignera la "fermeture transitive de A dans R"
c'est-a-dire la plus petite partie transitive X de dom R contenant A.

On a clairement :

Cl,(A) = Vv (dom seg, a).
R a €A R

Trivialement : A est R-transitif ssi ClR(AJ = A,
La structure qui nous intéresse ici est la suivante :
Q@ = {T(R) | R est une relation pointée rigide}
On munit @ de la relation naturelle "E" (cf. [21,131,[31.

T(R) ET(S) ssi 3 (bS sg et R = segg b).
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C. Lemmes fondamentaux

1) L'opération T est un morphisme injectif de (Q,E). On vérifie en
effet aisément que

xEy<—Tx ETy) et (Tx =Ty < x=y) .

2) xETy - 3z x=1z (x,y,z € Q).
Ce résultat permet de montrer aisément :
X € dom(segE (Tky))-+ 3z X = Tkz k=1, 2, ...
Définition : "x est un Tk" signifie :
"3z x = 1K

(od T% =z , Tn+1z = T(Tnz)).

3) Six€ qetx=T(R).
Alors Vy € Cl,(x) d!'b€dmR y = T(segy b) -
Ce lemme se démontre par induction sur la profondeur de y par rapport
a x dans < Q,E > .

D ¥xea  T(seg x) = T°(x).

Démonstration.

Si x = T(R), il faut prouver que segp X est isomorphe a RUSCZ(R).
L'isomorphisme F est donné par : F(y) = {{b}} ol b est 1'unique
élément de dom R tel que y = T(segRtﬂ ; un tel b existe par le

lemme 2; c'est la rigidité de R qui garantit son unicité.

5) E est rigide.
En effet : si segg a = segEIJ, alors, par le lemme 4, on a :

Tza = sz et donc a=>b.

En particulier, < q,E> EEX T.

6) '"Lemme de codage" :
Soit A C Q.
Alors
A est codée dans <0,E> ssi No(Cl.A) < N (USCE(V)).
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Démonstration : (cf. [31)

a) On peut montrer que si A est E-transitif,
A est codée ssi N (A) < N_(USCE(V));
le lemme 4 est essentiel ici.

b) On montre aisément que
A est codée ssi ClE(A) est codée.

D. Généralisation du théoréme de Henson : (cf. [4 1)

Rappelons bri&vement la '"méthode des permutations' :

si p est une permutation (un ensemble) de 1'univers V d'un modéle M de

NF et si,'Ep” est défini par : X Ep y < x € p(y), alors la structure
M_obtenue en remplagant '€ par ”Ep” est encore un modéle de NF. Pour
toute formule ¢, on définit 12 comme étant le résultat du remplacement

de "€" par '€p" dans ¢ (p_ est 1'interprétation de ¢ dans Mp). Une
sentence ¢ est dite '"invariante" si NF F o Op (pour toute permu-
tation p).

Toute formule close (= sentence) stratifide est d'office invariante.
L'axiome de Rosser : "ere N Tn = n" (non stratifiée !) est également
invariant. Une extension de NF est dite invariante si tous ses axiomes
le sont. Le fait principal est le suivant : si T est une extension inva-
riante de NF et si T I wp alors Con(T) » Con(T + ¢). (¢ est une sentence ;
"Con T' signifie "T est consistant'). En se basant sur ces faits, Henson
prouve dans [4] : Con(T) = Con(T + tout bon ordre strict fortement can-

torien est contractable).

Par définition, une relation R est dite contractable (au sens de Mostowski)

ssi 3t ensemble transitif tel que

<dom R,R> = <t,€>.

Ce résultat de Henson peut s'étendre aux relations rigides : il suffit
de remplacer dans la démonstration de Henson la structure des ordinaux
(de bons ordres stricts) par 1a structure < o,E > . La permutation

utilisée est :
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p(Ta) = {b € q|b E a}
p({b€ alb £ a}) =Ta

sia€ g
p(x) = x sinon

On voit aisément que si R est une relation rigide pointée fortement can-
torienne, alors R est isomorphe 2 segEa(bﬁ a =T(R)). De plus, a est
tel que Ybe Cl(fa})) b =b.

Comme on peut étendre toute relation en une relation pointée, il suffit
donc de montrer que ""a € o (VYb e Clp({a}) To=b~ segpa est con-
tractable)" est satisfaite dans l'interprétation.'Ep". C'est bien le

cas, puisque :
b €p a<> be&p(a) < be p(Ta)
« b€ (blbEal—bEa

ce qui montre que dans 1'interprétation "€ " la relation E devient
effectivement 1'appartenance (pour plus de détails, consulter : [1],

(41,1051).

Remarque.

En admettant la consistance de NF + 1'axiome de Rosser, on voit qu'il
existe des modeéles de NF ol une large classe de structures extensionnel-
No , ZZNO, etc..

et celles de cardinalité N1 s NZ 5 -+« sont en effet fortement can-

les se contractent : les relations de cardinalité NO , 2

toriennes dans ce cas.

- Modéles du langage de Gédel-Bernays satisfaisant un axiome d'universalité.

Considérons 1'extension suivante du langage de Gddel-Bernays :

1°) des variables minuscules "X, ¥, z, ..." désignant les ensembles.
2°) des variables majuscules "X, Y, Z, ..." désignant les classes.
3°) la relation d'appartenance "€,

4°) le symbole fonctionnel "T'.

5°) les symboles prédicatifs "M k=0,1,2, ...
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Une formule v de ce langage L sera dite T-stratifiée s'il est possible
d'attribuer i chaque variable dans ¢ un niveau k (entier) de sorte que,
en considérant que 1'opération T fait montrer ce niveau d'une unité, les
sous-formules de ¢ de la forme ty =t et t; €ty (ol tis 1t sont des
termes construits a partir des variables et de l'opération T) sont telles

que t1 et 1:2 se trouvent au méme niveau.

Exemples : ”T4X = Tsy et y € TX"" est stratifiée.

"Tx = X' n'est pas T-stratifie.

La structure < @, E> permet de construire un modéle M pour le langage L :
Dans M :

- les classes seront interprétées par les €léments de PQ

- les ensembles seront interprétés par les éléments de PQ qui sont codés
dans < Q,E >

- 1'appartenance "€" est interprétée de la maniére suivante (dans M)
"X € Y" (ol X et Y sont des éléments de Po) signifiera que X est codé
dans < ,E > et que codEX € Y (ici € est la "vraie" relation de NF).
Remarquons que si X et Y sont codés (c'est-a-dire sont des ensembles

dans M) "X € Y" signifie exactement (codE X) E (codE Y).
- TX est la partie suivante de Q :
{Tala € X}
- 1,(X) signifiera N.(X) < N usc* ) .

Le modéle M est ainsi clairement défini.
Nous allons décrire ci-dessous une théorie R dont M est un modéle.

Les axiomes de R sont :

1) EXT

2) @Y xeY) < (Ja X=a)
Définition : "Ens{X)'" est 1'abréviation de "X est un ensemble" c'est-a-
dire de "Ja X = a".

3) ¥x 3y Y est la fermeture transitive de X.
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Définition :
Y est la fermeture transitive de X" signifie :
"Y est transitif et X C Y et YA transitif tel que ADX, onaYC A"
Un tel Y est unique et sera noté FT(X).
4) Ens(X) « IZ(FT(X)).

5) Schéma de compréhension pour les formules ¢ T-stratifiées :

dx Ve (texe—y)
6) TX = TY <> X = Y.
7) X €Y <> Tx € TY.
8) y € FI(TX) » Iz y = Tz.
9) ¥X 1,00,
10) (X)) < I, (TX) (k=0,1, 2, ...)
1) T (0~ L0
12) (X et L(Y) > (XU Y)
13) LX) <= (XU {t})

rRemarque .

les axiomes qui précédent permettent de déduire : Ens(¢).
tn effet, il suffit d'appliquer 1'axiome 4 en sachant que T2¢ =9,
FT(e) = ¢, T,6) < 1,(1%).

Jn peut &également montrer que, d&s maintenant, on dispose des notions sui-
vantes : singleton, paire, couple de Kuratowski, réunion, relation, fonc-
tion, injection. On peut donc définir la relation § D "X S Y est

c

une abréviation de : "IF injection de X dans Y'".
14) (LX) et Y<X) > I(Y) (k=0,1, 2, ...)
C
Remarque : Ceci permet de montrer :
(Ens(X) et Y € X) - Ens(Y).

En fait, la théorie R contient la théorie des ensembles de Zermelo,

sans axiome de fondement et sans axiome de 1'ensemble des parties.
15) (Iy FICO < ™) > X est w1 T5 (c'est-a-dire J2 X = 1¥7).

16) LOTR) 3z 1210 = ).



54

17 dx @ e€x et ¥Vyex y ex (oﬁy+=yu{y}).
(Cet axiome affirme 1'existence de 1'ordinal de Von Neumann w).
18) Ik(FT(A X A)) < Ik(FT(A)).
(N.B. : AXA={<x,y>|x€Aety€A}
ol le couple utilisé est celui de Quine : la raison est explicitée
plus loin).
19) Axiome d'universalité :

V< a,r > structure rigide Jt transitif tel que < a,r > = < t,€ > .

20) Ix (x est un ordinal de Von Neumann et x n'est pas un T).

Commentaires.

I1 n'est pas difficile de se convaincre du fait que M est effectivement
un modéle de la théorie R (axiomes de 1 & 20).

Nous nous contenterons donc d'indiquer un minimum de détails permettant

au lecteur d'effectuer cette vérification lui-méme.
Les axiomes 1, 2, 3 sont satisfaits de maniére évidente.
L'axiome 4 est la simple traduction du ''lemme de codage'.

Axiome 5 : si ¢ est T-stratifiée, alors la formule " Mk ¢'" est en fait
(dans NF) une formule stratifiée. La classe {t|ME ¢(t)} est donc un

sous-ensemble de Q.

Les axiomes 6, 7, 8 décrivent simplement les propriétés essentielles de

1'opération T dans Q.
Les axiomes de 9.4 14 sont clairement satisfaits dans M.

Axiome 15 : il suffit de montrer que si Jy FT(X) § Tky et a€ X,
alors a est un Tk.
Démonstration : dom segp a s'injecte donc dans dom segg Tky. Supposons

que a = T(R) et y = T(S). Grice au lemme fondamental 4, on sait donc
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que dom RUSC (R) (1somorphe a segEa) s'injecte dans dom RUSC (RUSC (8))
(isomorphe a segET y) Par conséquent, dom R s'injecte dans USC .
I1 en résulte que a est un Tk.

L'axiome 16 se vérifie dans M par des arguments analogues.

Comme  contient les ordinaux (de bons ordres stricts) 1l'axiome 17 est

évident dans M.

Axiome 18 : I1 suffit de montrer que si FT(A) (partie de @) s'injecte
dans USCk(V), FT(A X A) (au sens de M) s'injecte encore dans USCk(V).
L'utilisation du couple de Kuratowski pose des problémes :

en effet : FT(A X A) au sens de M est la réunion de FT(A), de USC(A) (au
sens de M), de {{x,y}|{x # y, X,y € A} (au sens de M) et de A X A (au sens
de M). 1I1 est facile d'injecter chacune de ces parties de @ dans USCk(V)
(étant donnée une injection de FT(A) dans USCk(V)), sauf 1'ensemble des
vraies paires (au sens de M) des éléments de A; cela ne pose pas de pro-
bléme si 1'on dispose d'un ordre total < sur A : en effet, si f est
1'injection de FT(A) dans USCk(V), on peut associer a {x,yly le couple
de Quine < x,y > pour lequel x <y et 3 ce couple 1'élément de USCk(V)
f... {(<a,b>} ... }(k parenthéses), od £(x) = {al* et £(y) = (b}*.

Mais rien ne permet d'affirmer qu'il existe toujours un tel ordre total.
L'utilisation du couple de Quine permet de contourner cette difficulté.
I1 suffit d'analyser FT(A' X A') (ol cette fois A' X A' est 1'ensemble
des couples de Quine (dans M) de A' = A U ) pour voir que si FT(A)
s'injecte dans USCk(V), FT(A X A) s'injecte aussi dans USCk(V).

Remarque : R | Ens(a X a).
En effet, IZ(FT(a)) est garanti par l'axiome 4 et donc l'axiome 18 four-
nit : IZ(FT(a X a)) d'ou il résulte Ens(a X a).

Axiome 19 : comme a est un ensemble dans M, la relation r est isomorphe
4 une relation de la forme RUSCZ(S). Le type de cette derniére est
donc : T(RUSCZ(S)) = TZ(T(S)) = (segE T(S)) (on suppose r pointée; si

elle ne 1'est pas, on peut toujours 1'étendre en une relation pointée).
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Ceci montre que T est isomorphe & un segment de E.

Axiome 20 : résulte immédiatement du fait que dans NF, il existe un ordi-
nal o qui n'est pas un T. Cet axiome permet de montrer, a partir de

1'existence de w, l'existence de w15 (les ordinaux initiaux succé-

w
2’
dant 3 w). Il est en effet aisé de montrer que pour chaque k =0, 1, 2,

on a : ka = e

Si donc 1'on dispose d'un ordinal o tel que ?ég a = Tg , il est clair
qu'aucun des w ne peut &tre ce o et que uy é o, ce qui garantit l'exis-

tence de Oppt *

Remarque.

On sait que NC(Q) « NC(USCZ(V)) car sinon on aurait : M F IZ(V) et toute
classe serait un ensemble, ce qui entrainerait le paradoxe de Russell.
N(@) > N_(USC?(V)) est donc plausible.

C'est une forme trés faible de 1'axiome du choix.

L'axiome du choix "V est bien ordomné" est en effet équivalent a

”V (USCZ(V)) V (NO)" oli NO est 1'ensemble des ordinaux, contenu canoni-
quement dans Q L axiome du choix étant réfutable dans NF (cf [7]1) on
a donc N (USC (V) 4 Ne (NO) mais il est possible que N (USC (V) < N, (2)
soit coherent avec NF (cette derniére sentence est d'allleurs 1mp11quee
dans NF, par : "V peut &tre muni d'une relation rigide') ; notons o cette
sentence.

Dans NF + o, on pourrait considérer 1'1nject10n f de USC (V) dans @ et la
partie U de 9 correspondante : U = f(USC (V)). Dans le modéle M, cette
classe spéciale U permettrait de se passer des prédicats Ik pour k = 2,

puisqu'on aurait :

M f= (I, (X = X 5 ™u).

. Modale d'une extension de la théorie de Zermelo (Z) dans une extension de NF.

Au point E, nous avons montré :
NEF (M E R)

oll R contient Z sans fondement et sans axiome de 1'ensemble des parties
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(mais avec 1‘'axiome du produit cartésien); Z désigne la théorie des
ensembles de Zermelo ([81]1).

En renforcant 1égérement NF, il est possible de '"récupérer" 1'axiome de
1'ensemble des parties et de construire dans < o,E > un modéle de Z
admettant T comme automorphisme.

Soit ¢ 1'axiome suilvant :
"3 f une fonction : N - V telle que f(0) = 80 et ¥ne N f(n+1) =2f(n),,.

La définition de "2%' est celle de M. Crabbé :

N_(B) si N_(PA) = N_(USC(B))
ZNC ( A) C C C
¢ si N_(PA) % N_(USC(V)).

R No
¢ affirme que la suite NO , 2 ° , 22 , -.. existe et est infinie.

Dans NF + ¢, on montre aisément que :

(1) <q,E> E " 3f injection de w ~ V telle que £(0) = v et Vnew
£(n+1) = PE(m)"

et que

(2) <a,E> E "VYnew f(Tn) = Tf(n)" (o0 f est la fonction définie
en (1)).

Dés lors, sachant que < Q,E > F"Vrle w dm€w n=Tm" (démonstra-
tion par induction), il est facile de déduire que chaque f(n) est un Tk
(pour chaque k = 0, 1, 2, ...). Le modéle N peut alors se définir par :

N= U {y|[FI{(y) < f(m} .

n€w c

(Remarquons que cette définition peut se faire dans < Q,FE > ; il est
en effet clair que N est un ensemble dans M, c'est-a-dire est codée
dans < Q,E >).
On vérifie aisément que T est un automorphisme de N. L'axiome d'univer-
salité (19), vrai dans < q,E > , passe 4 N : c'est d{ essentiellement

au fait que si < a,r > est une structure rigide dans N, c'est encore
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une structure rigide dans < @,E > . N est en effet fermé pour 1'opéra-
tion "P" : si x est dans N, alors x € A pour un certain n, A étant
{y|FT(y) < f(n)}; dés lors FI(Px) = FT(x) U Px < f(n) U Px < f(n) U Pf(m) <
f(n+1); cgmme f(n+1) est un T2 Px sera donc encore un ensemble (de M) c
et se retrouvera dans An+1 , donc dans N.

Des vérifications élémentaires permettent de se convaincre du fait que les

autres axiomes de Z (sans fondement) sont bien satisfaites dans N.

On a donc montré :

NF +9¢ F (NEZ + 1'axiome d'universalité (19)).

Remarque.

I1 est bien connu que Con NF = Con(NF + dne N Tn# n), c'est-a-dire
Con NF = Con(NF + W) ol y est 1'axiome de Rosser.

On sait que NF } (v = ¢) mais il est peu probable que NF b (o = v) (bien
qu'on n'en ait pas la preuve).

Si nous admettons que NF [/ (¢ = y), alors, on a :

Con(NF + ¢ + ).

Dans NF + ¢ + W, T est un automorphisme non trivial de N.
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