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A PROPOS DE 2O

Ivlarcel CRABBÉ

(Université Catholique de Louvain)

Si- a est un nombre cardinal, 2o est en principe 1e cardinal de l'ensemble

des parti-es d'un ensemble de cardinal u. Cependant, une tel1e défi-nition

présente un inconvénient quand on la formule en théorie des t)?es.

Le type de l'ensemble des parties d'un ensenble domé est plus élevé que

celui de l-'ensentble en question. 11 devient dès lors impossible de compa-

rer o et 2a tout en respectant la définition usuelle de fonction. Cela

crée une série de dif f icultés. A t i tre d'exemp1e, signalons qu'on ne peut

pas définir 1es ensembles de cardinatx ferrnés pour l'opérati-on 2a . 0r de

tels ensembles se révè1ent capitaux dans les démorstrations de propriétés

non triviales des cardinaux infinis, conne la négation de l'axiome du

choix dans NF. Une rnodification de 1a définition s'imrnse afin de situer

20 au nême niveau que 0.

C'est ai-nsi que E. Specker (5) définit  2û, si  cr est 1e cardinal d'un ensem-

ble de singletons x, non pas cornrne le cardinal de lrensemble des sous-

ensembles de x, mais conrne le cardinal de l'ensemble des parties de la

réunion de x. Cela se just i- f ie parce que lrensemble des singletons dtun

ensemble x est du même type que ltensenble des parties de x et que, de

p1us, i1 a, de l'extérieur, 1e même cardinal que x.

La définition de Specker, proposée, i1 est vrai, dans le cadre du systèrne

NF de Quine, n'est toutefois pas pleinement satisfaisante en théorie des

tpes. Du fait qutelle ne concerne que 1es cardinaux d'ensenbles de sin-
gletons, e11e nf est pas applicable aux cardinaux d'en.sembles d' individus
(de type 0). En sus, cette l imitat ion ntest pas davantage indispensable
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quand on considère les ensembles de type supérieur. Conrne nous 1e verrons,

i1 existe rne définitj-on de 2a situant ce cardinal au même niveau que o,

qui est valable pour les ensembles d'individus et plus généra1e que celle

de Specker tant en théorie des t1'pes que dans NF.

52. Les notations et 1es concepts qui seront utilisés conviennent pour NF et

également pour la théorie des types, à condition d'effacer 1'arnbiguité de

l'écriture en affectant 1es variables d'un indice de type approprié. Les

types sont 1es naturels 0, 1 r 2, Les éléments d'un ensenble de type

k+1 sont de type k. Les objets de type 0 ou individus ne sont pas des

ensembles. V désigne I 'ensemble universel :  {xlx = x}, A désigne l 'en-

semble vide. NC désigne 1'ensemble des nombres cardinaux. Les lettres

o, B et y désigneront des nombres cardj-naux. l*l est 1e cardinal de x,

c'est-à-dire l 'ensemble de tous les ensembles équipotents à x. v est 1e

nombre cardj-na1 de V. USC(x) est l'ensemble de tous 1es singletons de

1'ensemble x. SC(x) est 1'ensemble des part ies de x. Les opérations USC

et SC ont pour effet de hausser 1es types d'une unité, en ce sens que

USC(x) et SC(x) ont pour type le successeur du ty'pe de x. Ltopération T

est définie oar les conditions :

Tl* l  =  fusc lx ; l  " t  
Tx = Â,  s i  x  f  NC.

Donc, To est r-rn cardinal d'ur type plus é1evé que o et Tv est IUSC(V) l.
L'opération "inverse" de T est définie conme suit :

T-1 To = o et T-1 x = A, si  x nrest pas un cardi-nal de la forme Tu.

Nous en arrivons à la défixition de 2o :

, l x l  =  T - l l s c ( x ) l  e t  z x  =  A ,  s i .  x  f  N C .

Propos i t ion 1 .

P l .  2a a  le  mêne

pz.  r lusc(x) l  =

p3 . r l x l  l n ss i

P4.  2o  f  t t  +  o  (

tpe Que o l

lsc(x) |  ;

l sc (x )1  <  r v i

? a -
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P 5 .  z o  l r * z T o  = T Z a  i

P6. ?" I  L ssi  2To (  Tv.

15. Pour éviter toute confusion, notons Sp(") 1a notion correspondante à 20

introduite par Specker, à savoir :

s p ( l u s c ( x ) l ) = l s c i x ; l  e t  S p ( x ) = 4 ,

si x n'est pas un cardinal de 1a forme Tcr.

Donc, Sp(") I  Â ssi s ( Tv. A l 'exclusion de P3 et P6, les propriétés

énoncées dans la proposition 1 restent valables quand on y remplace la

notion 2d par Sp(o). Con'me conséquence de P2, nous obtenons la

Proposit ion 2.

S p ( " )  I r \ -  2 q = S p ( c r ) .

Ln utilisant 1es résultats d'indépendance de 1'hlpothèse du continu rela-

tivement à ZF, on peut corstruire des nrodèles de la théorie des types avec

axiome de f infini dans lesquels i1 y a un o te1 
$:" 

tp{i) = Â alors que

2" I ,1. Raisonnons, par exemple, dans ZF plus 2"' = 2"1. La structure

starrdard : (  rrr,  Pu, PPu,

Soit x un ensemble de tSrye 2 et de cardinal h\.,. Dans ce rodè13t on véri-

f i e  que  b t . ,  =  l * i  )  Tv  =  Bo  =  Ho .  Donc ,  sp ( l * l )  =  À .  l r 4a i s  2 l ^ l  =  v .

Cela prouve 1a

Proposit ion 3.

La théorie des types avec axiome de lrinfini reste cohérente si on y ajou-

te  l ' énoncé  1o (Sp (o )  =  ÂA  2 "  I  D .

Si on ajoute à 1a théorie des t)?es avec axiome de f infini lfhypothèse

généra1e du continu, on démontre 1'énoncéVq(Sp(s) = 2o). Donc, cet

énoncé est i-ndécidé en théori-e des tyDes avec axiome de ltinfini.
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54. Dans ce paragraphe, nous montrons quronpeut prouver dans NF qu'i1 y a

un card.inal c qui est tel que Sp(c) = A bien que 20 1n. Définissons le

"logarithme en base 2 de a" conne étant le maximrn des B tels que 29 = o '.

l og (a )  =  g  s i  28  =  on  Vv  (2 \  =  a  -  I  )  y )  e t  B  =  Â ,  s i non .

On peut alors poser :

L ( o )  =  n  { x l o  €  x n V g ( g  €  x - +  l o g ( g )  e  x ) }

L ( c )  es t  donc  1 ' ensenb le  {a ,  l og (c r ) ,  1og (1og (o ) ) ,  . . . }  .

P(x)  est  l 'énoncé " f ( l * l )  a  un nombre f in i  pa i r  d 'é léments" .

Lenme.

1.  L(c)  est  f in i ,  pour  tout  u .

2 .  P(x)  est  équ iva lent  à  P(USC(x)) .

Démonstration.

1. Soit H(cr) Ie nombre de Hartog f ls o, c'est-à-dire 1e plus peti t  aleph

qui n'est pas inférieur ou égal à cr (H(o) est ^ si  tout aleph est inférieur

ou éga1 à 
"). 

Sierpiriski (4) a démontré qr.re si
)ct )q

? '
Z- existe, H(o) < 2' . Cette dénonstration est reproductible dans la

théorie des types et dans NF (Forster [1)).

Supposons que L(o)  est  in f in i .  En ce cas,  fog[1og(1og(cr ) ) )  I  n  e t  1 'en-

semble {H(B) lO e Llo;} possèoe r.n plus peti t  cardinal.  Choisissons un y

dans L(o) tel que ce cardinal est H(v). y est de la fonne 1og{1,og{'1ûg(3})),

pour un certain g< L$ ) Z"P

Donc, H(v) < H(B), par le choix de y et I l (B) < y, par le théorème de

Sierpifrski.

2. Une inspection minutieuse de 1a formule P(x) montre qu'e1le exprine que

l 'énoncé s t ra t i f ié  P(V) ,  ne nent ionnant  que 1es types 0,  11 2,3  e t  4 ,

est  v ra i  dans la  s t ructure (  x ,  SC(x) ,  . . . ,  SC(SC(SC(SC(x) ) ) )  > ,  laquel le

est  " isomorphe"  à  1a s t ructure (USC(x) ,SC(USC(x) , . .  
"  ,SC(SC(SC(SC(USC(xD)> .

Droù le résu1tat.
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Théorèrne.

N F F l o g ( v ) l T u .

Démonstrati-on.

S i  1og (v )  =  Tv ,  a l o r s  L ( v )  =  L (Tv )  u  i v ) .

Conme L(v) est f ini  et que v Ç L(Tv), L(v) n'a pas 1a même parité que L(Tv).

Draut re  par t ,  NF F P(x)  * - -  P(USC(x) ) .

Donc, P(V) ++ P(USC(V)). Contradict ion !

Coro l la i re .

1 .  N F  F 3 " ( S p ( " )  = A ^  2 s  I  ^ ) ,

NF F3x( l x l  #  ru  , r  l sc (x )  |  <  rv ) .

2.  NF F 3*(Sp(o)  =  Tv Â o $  TTv)  (Henson (2) )  -

Démonstration

1 .  S i n o n r  2 a = v  + q ( T v .  C o n r n e  Z t u  =  v ,  o n a u r a i t l o g ( v )  = T v ,  c o n t r a i -

rement à ce qu'affirme 1e théorème.

2. Par 1e théorèrne, i1 existe un o tel ele o * Tv bien que 20 = v.

Pour un te1 q, on véri f ie que Sp(To) = 2'o = Tv et Ts * TTv.

Remarques.

1 . Le corollaire 1 peut être arnélioré. En adaptant une démonstration de

Pétry (3), onpeut, par exemple, montrer qu' i l  existe un o tel que

Sp(o )  =  A  e t  t e1  que  l ' ensemb le  :  { a ,  2o ,  22o , . . . }  n f  es t  pas  f i n i  can -

torien.

2. Le principe sous-jacent à fa défi-nit ion de 2q peut être ut i l isé pour

définir convenablement I'exponentj-ation cardinale en théorie des types :

l x 1  
l r l  =  t - 1 t - t t - 1  1 * I l  e r  x Y  =  ^  s i  { x , y }  g  N C .
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