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1. Si o est un nombre cardinal, 2* est en principe le cardinal de 1'ensemble
des parties d'un ensemble de cardinal o. Cependant, une telle définition
présente un inconvénient quand on la formule en théorie des types.

Le type de 1'ensemble des parties d'un ensemble donné est plus élevé que
celui de 1'ensemble en question. I1 devient dés lors impossible de compa-
rer « et 2% tout en vespectant la définition usuelle de fonction. Cela
crée une série de difficultés. A titre d'exemple, signalons qu'on ne peut
pas définir les ensembles de cardinaux fermés pour 1'opération 2%. Or de
tels ensembles se révélent capitaux dans les démonstrations de propriétés
non triviales des cardinaux infinis, comme la négation de 1'axiome du
choix dans NF. Une modification de la définition s'impose afin de situer

~

o .
2" au méme niveau que a.

C'est ainsi que E. Specker (5) définit 2%, si o est le cardinal d'un ensem~
ble de singletons x, non pas comme le cardinal de 1'ensemble des sous-
ensembles de x, mais comme le cardinal de 1'ensemble des parties de la
réunion de x. Cela se justifie parce que 1l'ensemble des singletons d'un
ensemble x est du méme type que 1'ensemble des parties de x et que, de

plus, il a, de 1'extérieur, le méme cardinal que x.

La définition de Specker, proposée, il est vrai, dans le cadre du systéme
NF de Quine, n'est toutefois pas pleinement satisfaisante en théorie des
types. Du fait qu'elle ne concerne que les cardinaux d'ensembles de sin-
gletons, elle n'est pas applicable aux cardinaux d'ensembles d'individus
(de type 0). En sus, cette limitation n'est pas davantage indispensable
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quand on considére les ensembles de type supérieur. Comme nous le verrons,
il existe une définition de 2% situant ce cardinal au méme niveau que o,
qui est valable pour les ensembles d'individus et plus générale que celle
de Specker tant en théorie des types que dans NF.

Les notations et les concepts qui seront utilisés conviennent pour NF et
€galement pour la th€orie des types, & condition d'effacer 1'ambiguité de
1'écriture en affectant les variables d'un indice de type approprié. Les
types sont les naturels 0, 1, 2, ... Les éléments d'un ensemble de type
k+1 sont de type k. Les objets de type 0 ou individus ne sont pas des

ensembles. V désigne 1'ensemble universel : {x|x = x}, A désigne l'en-

semble vide. NC désigne 1'ensemble des nombres cardinaux. Les lettres

a, B et y désigneront des nombres cardinaux. |x| est le cardinal de x,

c'est-a-dire 1'ensemble de tous les ensembles équipotents 3@ x. v est le
nombre cardinal de V. USC(x) est 1l'ensemble de tous les singletons de
1'ensemble x. SC(x) est 1l'ensemble des parties de x. Les opérations USC
et SC ont pour effet de hausser les types d'une unité, en ce sens que
USC(x) et SC(x) ont pour type le successeur du type de x. L'opération T

est définie par les conditions :
T|x| = |USC(x)| et Tx = A, si x & NC.

Donc, To est un cardinal d'un type plus €levé que a et Tv est |USC(V)].
L'opération "inverse' de T est définie comme suit :

T Ta=a et T x=a , si x n'est pas un cardinal de la forme Ta.
Nous en arrivons 4 la définition de 2% :

o1xl T scx)| et 25 = A, si x ¢ NC.

Proposition 1.

P1. 2% a le méme type que o;
p2. 2IUSCI < ysep s

p3. 21X # A ssi [sCC0| < Tvs

P4, 2% # A > o < 2%
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5, 2% £ A 20% T

P6. 2% # A ssi e <oy,

Pour éviter toute confusion, notons Sp(a) la notion correspondante a 2%

introduite par Specker, a savoir :
Sp(jusc()|) = [sC() | et Sp(x) = A,

si x n'est pas un cardinal de la forme Ta.
Donc, Sp(a) # A ssi a < Tv. A 1l'exclusion de P3 et P6, les propriétés
énoncées dans la proposition 1 restent valables quand on y remplace la

notion 2% par Sp(a). Comme conséquence de P2, nous obtenons la

Progosition 2.
Spla) # A~ 2% = Sp(a).

En utilisant les résultats d'indépendance de 1'hypothése du continu rela-
tivement a ZF, on peut construire des modéles de la théorie des types avec
axiome de 1'infini dans lesquels il y a un o tel que Sp(a) = A alors que
2% £ AL Raisonnons, par exemple, dans ZF plus 2 °- ZN]. La structure
standard : < w, Pw, PPw, ...> est un modéle de la théorie des types.

Soit x un ensemble de type 2 et de cardinal N1. Dans ce modele, on véri-

fie que ¥, = |x| > Tv = ™, =x_. Donc, Sp(fx]) = A. Mais ZIX{ = .

Cela prouve la

Proposition 3.

La théorie des types avec axiome de 1'infini reste cohérente si on y ajou-
te 1'énoncé Ja(Spa) = AN 2% # A).

Si on ajoute a la théorie des types avec axiome de 1'infini 1'hypothése
générale du continu, on démontre 1'énoncé Y a(Sp(a) = 2%). Donc, cet

€noncé est indécidé en théorie des types avec axiome de 1'infini.
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§4. Dans ce paragraphe, nous montrons qu'on peut prouver dans NF qu'il y a
un cardinal a qui est tel que Sp(a) = A bien que 2% # A. Définissons le
"logarithme en base 2 de «" comme étant le maximum des 8 tels que B

log(a) = 8 si 2B =an Vy(ZY =qg~>g=2y) et 8 =A, sinon.
On peut alors poser :
L) =N {x]a € x A Y8(8 € x > 1log(B) € x)}

L(a) est donc 1'ensemble {a, log(a), log(log(a)), ...}.

P(x) est 1'énoncé "L(|x|) a un nombre fini pair d'éléments'.

Lemme.

1. L(a) est fini, pour tout a.
2. P(x) est équivalent a P(USC(x)).

Démonstration.
1. Soit H(a) le nombre de Hartog de a, c'est-a-dire le plus petit aleph
qui n'est pas inférieur ou €gal d o (H(e) est A si tout aleph est inférieur
ou égal i o). Sierpinski (4) a démontré que si

2* 2*
22 existe, H(a) < 22 . Cette démonstration est reproductible dans la
théorie des types et dans NF (Forster (1)).
Supposons que L(a) est infini. En ce cas, log(log(log(a)}) # A et 1'en-
semble {H(B)|8 € L(x)} posséde un plus petit cardinal. Choisissons un vy
dans L(a) tel que ce cardinal est H(y). y est de la forme log(leg{log{s})),
pour un certain g.& L(a( ) 21‘
Donc, H(y) < H(B), par le choix de y et H(8) < y, par le théortme de
Sierpihski.
2. Une inspection minutieuse de la formule P(x) montre qu'elle exprime que
1'énoncé stratifié P(V), ne mentionnant que les types 0, 1, 2, 3 et 4,
est vrai dans la structure < x, SC(x), ..., SC(SC(SC(SC(x)))) >, laquelle
est "isomorphe" a la structure <USC(x),SC(USC(x),...,SC(SC(SC(SC(USC(x))N> .
D'oli le résultat.
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Théoréme.
NF | log(v) # Tv.

Démonstration.

Si log(v) = Tv, alors L(v) = L(Tv) U {v}.

Comme L(v) est fini et que v &€ L(Tv), L(v) n'a pas la méme parité que L(Tv).
D'autre part, NF F P(x) < P(USC(x)).

Donc, P(V) <> P(USC(V)). Contradiction !

Corollaire.
1. NF =3a(Sp(a) = A a 2% #4),
NF b 3x(|x| £ Tv A|SC(xX)| < Tv).

2. NF b~ Ja(Sp(e) = Tv A o & TTv) (Henson (2)).

Démonstration.
1. Sinon, 2% = v > o < Tv. Comme ZTv = v, on aurait log(v) = Tv, contrai-

rement 3 ce qu'affirme le théoréme.

2. Par le théoréme, il existe un « tel que o £ Tv bien que 2% = v.

Pour un tel a, on vérifie que Sp(Ta) = 2T 2 Ty et Ta % TIv.

Remarques.

1. Le corollaire 1 peut &tre amélioré. En adaptant une démonstration de
Pétry (3), on peut, par exemple, montrer qu'il existe un a tel que

a
Sp(a) = A et tel que 1'ensemble : {a, 2%, 22 , ...} mn'est pas fini can-

torien.

2. Le principe sous-jacent & la définition de 2% peut &tre utilisé pour

définir convenablement 1'exponentiation cardinale en théorie des types :

= T e = A si (x,y) ¢ NC
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