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0. Soit TIT lathdorie des types basée sur les axiomes d'extensionalité et de
compréhension. Si M =<MO s M1 ,M2 , «+.> est un modéle de TT, alors Mi+1 ,
est fermé pour les opérations booléennes et comprend les singletons des
¢léments de M., c'est-a-dire que M.l +1 est une algébre de Boole atomique

de parties de M; .

Définition.

Une algdbre de Boole atomique B sera dite saturée lorsque chaque élément
infini de B se décompose en deux parties infinies disjointes appartenant
a B.

la méthode du "va-et-vient" de Cantor donne facilement la

Proposition 1.
Si By, B, sont deux algebres de Boole atomiques infinies dénombrables sa-

turées et si (pour i =1, 2) a; est un élément infini non cofini de B
alors (By,a4) = (B,,3,) -

I1 existe des algébres de Boole atomiques infinies dénombrables non satu-
rées (par exemple B = {a C w | a est fini ou cofini}), mais toute algébre
de Boole atomique infinie dénombrable a une extension &lémentaire dénombra-
ble saturée (limite d'une chaine €lémentaire BO< B < ... {Bi< ... ot
B est 1'algebre de départ et ou B, ,q est une extension élémentaire dénom-
brable de B; dans laquelle chaque &lément infini de B, se décompose en
deux parties infinies disjointes). Par la Prop. 1 (et le théoréme de




Lowenheim-Skolem) on voit donc que toutes les algébres de Boole atomiques

infinies sont élémentairement équivalentes.

. Soit TTk le fragment de TT 1imité aux k premiers types O, 1, ..., k-1.

Soit NF (resp. NFk) la théorie obtenue en confondant tous les types dans

T (resp. TTk). On ne sait pas si NF est consistant relativement 3 une
théorie des ensembles plus classique (comme ZF). Gridin [5 ] a prouvé la
consistance de NF; comme suit : on peut facilement obtenir un modéle infini
denombrab1e<iM M1 ,M > de TT3 dans lequel les algeébres de Boole M1 et M,
sont saturées, donc isomorphes; mais un isomorphisme M1 %—Mz induit une
bijection M) M1, ce qui permet de confondre les trois niveaux My M1 » M,
en un modéle de NF3~ Plus tard, Gri%in {6 ] a montré que NF = NF4.

D'autre part, on peut introduire dans TT, un axiome de 1'infini AI qui

exprime que 1'univers de type 1 est infigi. A partir du fait que dans tout
modéle <M, M; , M, > de TT; +AI les algebres de Boole M; et M, sont é1é-
nentalrement équivalentes, on peut montrer que NF3-+AI est une extension
conservatrice de TTS-FAI (voir [3]). Plus récemment, Pabion [ 7 ] a montré
que TT3-+AI (donc aussi NF3-+AI) est une extension conservatrice de 1'arith-
métique du second ordre PAZ’ A partir d'un modéle quelconque N = < N,D >
de PA2 (ot D € PN) il construit un modéle < M 1 ,M >de TT3-+AI tel que
M)=N, M = {X € D | X est borné ou coborné dans N} et dans lequel 1'in-
terprétation naturelle de l'arithmétique du second ordre redonne un modéle
isomorphe 4 N. Dans [2 ], on étend cette construction au cas M1 = B lors-
que B est n'importe quelle algébre de Boole atomique de parties de N sup-
posée codée dans N (c'est-a-dire de la forme B = {X |n € N} ol

Xn ={m€N IZm 3exy pour un certain X € D). De plus, cette construc-
tion est telle que si N est dénombrable et B saturée (cette derniére condi-
tion étant d'ailleurs toujours vérifiée lorsque N est non standard, c'est-
d-dire lorsque N contient strictement N) alors les alg€bres de Boole M1

et M2
sulte que pour tout modéle dénombrable N de PA2 il existe un modéle de
NF3-+AI dans lequel 1'interprétation naturelle de 1'arithmétique du second

sont infinies dénombrables et saturées, donc isomorphes. Il en ré-

ordre donne un modéle isomorphe a N.



2. Voici une application de la Prop. 1 aux modéles de "IT4 :

Proposition 2. (Crabb& [4 1)
Pour tout modéle infini M = < MO s M1 , M2 , M3 > de T'l"4 il existe une struc-
ture N = <NJ, N, , N, , N; > qui n'est pas un modéle de 'IT4 et telle que

<N, N1,N> <M 1~ M, > et <N >=<My LM,y , My >
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Démonstration.

On peut supposer M infini dénombrable et M2 saturée. Soient az,b2 € M2
qu'on suppose chacun infini non cofini dans 1'algébre de Boole M2 . Par
la Prop. 1 il existe un automorphisme o de M, qui envoie a, sur b2 .
Notons également o la permutation de M1 définie par axy = 1'élément de
u{X1}- Soit N la structure obtenue en ne modifiant dans M que la relation
d'appartenance entre les types 0 et 1 comme suit : X, E Xy X, EM aXy
En notant encox;‘e o 1'identité sur Mo’ on a l'isomorphlsme

<N 1 ,N > > < M M1 ,M2> ; d'autre part, <N1 , \13 > coincide
avec < M1 s 2 ,I\S >. Dans M, choisissons maintenant a12 USC(V1) et

b2 = un ultrafiltre principal (sur V1). Dans N, a, est un ultrafiltre
principal qui n'est pas équipotent 3 son complément, donc N n'est pas un
modéle de TT4 .

Voici un résultat du méme genre pour les modéles de N“F3 :

Proposition 3.

Soient

M un modéle de NF3 s

<,0(X1) une formule 3-stratifiée (c'est-a-dire stratifiée avec les types
0,1, 2) & une seule variable libre X, (de type 1),

w(xz) une formule 3-stratifiée a une seule variable libre X, (de type 2),
a,b des éléments de M supposés infinis non cofinis dans 1'algébre de Boole
de M et tels que M F ¢(a) A u(b).

Alors il existe un modéle N de NF3 vérifiant les mémes énoncés 3-stratifiés

que M ainsi que 1'énoncé (4-stratifié) (Ix) (X)) A v(x)).



Démonstration.

On peut supposer que M est infini dénombrable et que son algébre de Boole
est saturée. Il existe alors un automorphisme o de cette algébre de Boole
qui envoie a sur b. Soit ay la permutation de M définie par a X = 1'é1é-
ment de a{x}. Dans M, on a :

XEy«> {x} Cy < a{x} Cay +— {otoX} C ay<>a X € ay.

Soit N obtenu simplement en modifiant la relation d'appartenance de M com-
me suit : x EyY T X §ay. On a :

NExey«—MExe€ay —ME a;1x ey .

I1 en résulte (par induction sur ¢) que pour toute formule 3-stratifiée

Q(xo, e Xps ey X, ved)
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En particulier, N vérifie les mémes énoncés 3-stratifiés que M et de plus
NE o) A ().

Corollaire.

Pour tout modele M de NF3 il existe un modéle N de NF3 qui vérifie les
P .1

mmes énoncés 3-stratifiés que M et tel que N F USC(V) est fini.

(En effet, i1 existe un modeéle M1 = M qui comprend un €lément a infini non

cofini dans 1'algébre de Boole de M1 tel que M1 E a est fini).

En particulier, on retrouve le fait déja connu qu'il n'existe pas de sys-

téme d'axiomes 3-stratifiés (consistant) impliquant NF (voir [11).

1
Autrement dit, aucune extension (consistante) 3-stratifie de NF3 ne démon-

tre 1'énoncé (4-stratifié) "USC(V) est infini'. Cet énoncé n'est donc pas

démontrable dans NF3 + "V est infini'.
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