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Ln r n É o n t E  D E S  T y p E S DE Russer-l ET I, lH r reue no

on  sa i t  gue  ra  théor ie  des  t ypes  es t  des t inée  à  résoudre  unc e r t a i n  n o m b r e  d e  p a r a d o x e s , . p a r a d ô i e s  q u i  o n t  t r a i t  à  d e s  o b j e t sd e  n a t u r e  d i v e r s e  :  p r o p o s i t i ô n s ,  c r a s s d s ,  r e r a t i o n s ,  n o m b r e scard inaux ,  e tc .  Du  po in t  de  vue  des  mathèmat igues ,  cependan t r resparadoxes  les  p rus  impor tan ts  sonc  ceux  qu i  on t  t ra i t  à  des  fonc_t i o n s  p r o p o s i t i o n n e l l e s  ;  d . ' u n e  p a r t ,  c ' e s t  e n  t e r m e s  d e  f o n c _t i o n s  p r o p o s i t i o n n e l l e s  q u e  s o n t  d é f i n i e s  1 e s  n o t i o n s  d . e  c r a s s e ,d e  r e l a t i o n ,  d e  n o m b r e  c â r d i n a r ,  e t c .  ;  d ' a u È r e  p a r t ,  i r  e s t  c l a i rg u e  l e s  p r o p o s i t i o n s  c o n t m e  t e l l e s  n ' o n t  q u ' u n  i n t é r ê t  i n d i r e c tpour  l es  ma thémat iques .

Ramsey  a  répar t i  res  pa radoxes  en  d .eux  g ro l l pes ,  eu ' i r  appe l -l e  l e  g roupe  A  e t  re  g roupe  B .  
_  Le  g roupe  A  côn t ièn t  rËs  pa rado-

i î :  9 1 : : ^ " J o g i q u e s "  ;  c e s  p a r a d o x e s - = o r i  a p p e t é s  a i n s i  p a r c e  q u ,l l s  peuven t  ê t re  énoncés  exc lus i vement  à  1 - ' â ide  de  te imàs  rog i_

I  N T R O D U C T  I O N L A T H E O R ] E  D E S  T Y P E S

radoxe "de ra propr iéré impieaiàanre, ' ; - ; ; ; ;à"" . -àà i "*TI" ; i .  ; ;3: :: F. : 
-::ri: 5:i. i Ë i ̂  ;:=iiË{Fiïjfu F:i "i3;:' i : 1. lT i i E*l i "li -ques"  e t  qu 'on préfère appeter  au jourd 'hu i  ; ; ; ; ;â ; " "#*" " r -

#-" _ ;  ."":  
paradoxe: . t" peuvent pas être Crrff i t  a1 'a ide  de  te rmes  rog iques  ou  mathèmat iques  ;  reu r  fo rmura t ionnécess i te  en  ou t re  des  te rmes  qu i  fon t  ré fé rence  au  ranqage  ou  ausymbo l i sme,  ou  encore  à  des  con tenus  ae  pe ' sà ; - ; " ; -= ;â " i r i q . r *n " r , t

logiques ;  au groupe B appart ient  par exàmpre te paràaoxe ' ,de 1 |a d j e c t i f  h é t é r o l o g i q u e " , - l a r a d o * e  à û  à  e r e i l i n g .

La  d i v i s ion  in t rodu i te  pa r  Ramsey  en t ra ine  une  d i s t i nc t i oncor respondan te  à  f  i n té r ieu r  àe  ra  théôr ie  des  t ypes .  
-  - i ^  

t héo_r ie  s imp le  des .  t ypes  au ra  pour  ob je t  de  résoudre ' i es  pa iadoxes
ros iq [æJ  ra  thêôr ie  rami ' i i co  a "É- i "nà" ]  appe lée  auss i  , , rhéor ie
des ordres" aura pour oËîôFfê résouâie i "= p.r"doxes sémant isues

Dans  res  P r ing ip ia  l {a ! } remat i ca ,  Russe l l  e t  l , i h i t ebead  déve-loppen t  f  i dée  l t en t  tous  d ,un  même ce rc lev i c i e u x -  L e s  p a r a d o x e s ,  e n  e f f e t ,  o n t  t r a i t  à  d e s  e n s e m b r e s  q u ifo rmen t  ce  gue  Russe l l  e t  i { h i tehead  -pp" i i . . t  des  to ta l i t és  i l l é -g i t i m e s .  U n  e n s e m b l e ,  d i r o n t _ i I s ,  f o i À e  u n e  t o t . f f f i
l o rsgue  ce t  ensemb le  es t  te l  qu ' i l  ne  peu t  pas  ê t re  dé te r rn iné( " w e l r - d e f i n e d " )  à  p a r t i r  d e s  é r é m . r , i " ' i l i  i .  . o * p o " . r , i ,  é t a n td o n n i l q f f i n t i e n l 1 u i - m ê m e c 1 e s é l é m " , i t = q u i p r é s u p p o S e n t p o u r
l e u r  d é t e r m i n a t i o n  l a  t o t a l i t é  d e s  é r é m e n i s  d e  I , e n s e m b l e .
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C o n s i d é r o n s ,  p o u r  c o m m e n c e r ,  à  t i t r e  d t e x e m p l e ,  I e  c a s  d ,
u n e  t o t a r i t é  i I t é g i t i m e  q u i  s e r a  s u s c e p t i b l e  d ' ê t r e  é l i m i n é e  p a r
I a  t h é o r i e  s i m g l s  d e s  t y p e s .  L ' e n s e m b l e  d e s  v a l e u r s  d ' u n e  f o n c -
t i on  p ropos IT I6n îe l re  te l l e  que  ox  fo rme une  to ta r i t é .  supposons
ma in tenan t  que  la  fonc t ion  px  so i t  cons idé rée ,  à  son  tou r ,  con rme
u n e  d e s  v a l e u r s  d e  I a  v a r i a b l e  x .  r l  n ' e s t  p a s  d i f f i c i l e  d e  v o i r
e u ê ,  d a n s  c e s  c o n d i t i o n s ,  I ' e n s e m b l e  d e s  v a l e u r s  d e  6 x  f o r m e  u n e
t o t a l i t é  i l l é g i t i m e .  E n  e f f e t ,  u n e  f o n c t i o n  p r o p o s i t i o n n e l l e  n '
e s t  d é t e r m i n é e  q u e  s i  o n  d é t e r m i n e  p r é a l a b l e m e n t  q u e l l e  e s t  I a
t o t a l i t é  d e  s e s  v a l e u r s  ( f ) .  M a i s  c e c i ,  à  s o n  t o u r ,  i m p l i q u e ,
d a n s  l e  c a s  d e  l a  f o n c t i o n  Q x ,  g u r o n  a i t  d ' a b o r d  d é t e r m i n é  q u e l l e
e s t  l a  t o t a l j - t é  d e s  v a l e u r s  d e  I a  v a r i a b l e  x .  O r  c ' e s t  c e  q u i
e s t  i m p o s s i b l e  s i ,  c o m m e  n o u s  l e  s u p p o s o n s ,  l a  f o n c t i o n  q x  e s t
e l l e - m ê m e  u n  é l é m e n t  d e  I a  t o t a l i - t é  d e s  v a l e u r s  d e  l a  v a r i a b l e  x .

C o n s i d é r o n s  d r a u t r e  p a r t ,  t o u j o u r s  à  t i t r e  d r e x e m p l e ,  l e
c a s  d ' u n e  t o t a l i t é  i I l é g i t i m e  q u i  s e r a  s u s c e p t i b l e  d ' ê t r e  é 1 i m i -
n é e  p a r  l a  t h é o r i - e  r a m i f i é e  d e s  t y p e s .  L r e n s e m b l e  d e s  p r o p o s i -
t ions forme une totâTî€E]_tqais cet te tota l i té cont ient  e l le-mâne
d e s  p r o p o s i t i o n s  g u i  s e  r é f è r e n t  à  l a  t o t a l i t é  d e s  p r o p o s i t i o n s .
T e l  e s t  l e  c a s  p a r  e x e m p l e  d e  l a  p r o p o s i t i o n  " T o u t e s  l e s  p r o p o s i -
t i o n s  s o n t  v r a i e s  o u  f a u s s e s " .  U n e  t e l l e  p r o p o s i t i o n  n ' e s t  d é -
t e r m i n é e  q u e  s i  o n  d é t e r m i n e  p r é a l a b l e m e n t  q u e l l e  e s t  l a  t o t a l i t é
d e s  p r o p o s i t i o n s  a u x q u e l l e s  1 a  p r o p o s i t i o n  s e  r é f è r e .  I t { a i s  c e l a
p r é c i s é m e n t  e s t  i m p o s s i b l e ,  p u i s q u e  l a  p r o p o s i t i o n  e s t  e l l e - m ê m e
u n  é I é m e n t  d e  l a  t o t a l i t é  d e s  p r o p o s i t i o n s .

Q u e  l e s  p a r a d o x e s  r é s u l t e n t  t o u s  d ' u n  m ê m e  c e r c l e  v i c i e u x ,
e t  p l u s  p a r t i - c u l i è r e m e n t  d e  I a  s u p p o s i t i o n  q u ' i l  e x i s t e  d e s  t o t a -
l i t é s  i 1 1 é g i t i m e s ,  c e t t e  i d é e ,  R u s s e l l  e t  W h i t e h e a d  I ' o n t  r e p r i s e
à  P o i n c a r é .  E n  e f f e t ,  P o i n c a r é  c o n s i d è r e  q u ' i l  f a u t  c h e r c h e r  l a
source  commune des  pa rac loxes  dans  le  fa i t  que  tous  les  pa radoxes
r e p o s e n t  s u r  c e  q u ' i l  a p p e l l e  d e s  d é f i n i t i o n s  n o n  p r é d i c a t i v e s ,
d é f i n i t i o n s  q u e  P o i n c a r é  j u g e  i l l é g i t i m e s  p a r c e  q u e  c i r c u l a i r e s .
S e l o n  P o i n c a r é ,  u n e  d é f i n i t i o n  e s t  n o n  p r é d i c a t i v e  l o r s q u ' e I I e
d é f i n i t  u n  o b j e t  p a r  r é f é r e n c e  à  d e s  e n s e m b l e s  d o n t  I ' e x i s t e n c e ,
à  s o n  t o u r ,  d é p e n d  d e  I ' o b j e t  à  d é f i n i r .

A  p a r t i r  d e  c e  q u i  p r é c è d e ,  i I  e s t  c l a i r  q u e  l e  p r i n c i p e
qu i  nous  pe rmet t ra  de  résoudre  les  pa radoxes  es t  ce lu i - l à  même
g u i  n o u s  p e r m e t t r a  d ' é I i m j - n e r  l e s  t o t a l i t é s  i l l é g i t i m e s .  C e  p r i n -
c i p e ,  e u ê  R u s s e l l  e t  W h i t e h e a d  a p p e l l e n t  " p r i n c i p e  d u  c e r c l e  v i -
c i e u x " ,  p e u t  ê t r e  é n o n c é  c o m m e  s u i t  :  " C e  q u i  i m p l i q u e  u n e  r é f é -
r e n c e  à  t o u s  l e s  m e m b r e s  d ' u n e  c o f l e c t i o n ,  n e  p e u t  p a s  ê t r e  i u i -
m ê m e  u n  d e s  m e m b r e s  d e  I a  c o l l e c t i o n " .

( I  )  C e L a  n ê . , s u . L 1 . 2  d u  d a i f ,  q u t  u n z  d c t n c t i o n  p t L o p a . t i t i c t n n Q . t - L c  .  5 d  d A -

d in ie  pa . ,L  cQ-La  c1u '  eL IL  LQ-p tL t ^  zn te ,  n '  impoz tQ,  c luQ, l -  o  b  j  z t  â f - r f i c1 . t -
t z n a n t  à .  u n  d o m a i n e  d ' a b i z t l ,  I - z  d o m a i n z  d z r  v a t - e u t s  J , t  i c t

d o n c t i c t n  :  a L n t i ,  p d a  e , x e m y t L z ,  ( a  \ o n c - t i o n  q x - i e 4 i i t i i : t : , ,  c L u
e h o i x ,  u n  d e . l  o b  j o i l  Q c r ,  , f  b ,  Q c ,  ? t c . ,  o b  j e t t  c t u i ,  5 J i i ' , r  t  c c t i t -
' s i d ' e , n ' e l  c 0 m m Q .  L e ^  v a L z u r t '  d a  l c t  / , , c , n c - . t i o n  Q x  ( E x c n l ' t  c  i '  , L , r Q -
d t t n c t i o t l ,  l J t L o p c n . t i a n n e , L L e  :  "  x  e - a i  u n  h c t m m e , ,  I  .
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T H E O R I E  S I M P L E  D E S  I ' Y P E S .

La  théor ie  s imp le  des  t ypes  repose  su r  un  ce r ta in  nombre  de
c l a u s e s .  C e s  c l a u s e s  t a n t ô t  d é c o u l e n t  d i r e c t e m e n t  d ' u n e  a p p l i c a -
t i o n  d u  p r i n c i p e  d u  c e r c l e  v i c i e u x ,  à  s a v o i r  q u ' u n e  f o n c t i o n  n e
peu t  pas  p rendre  comme a rgument  une  en t i t é  qu i  p résuppose  e l l e -
m ê m e  l a  f o n c t i o n ,  t a n t ô t  r é s u l t e n t  d ' u n  e x a m e n  d e s  c o n d i t i o n s
a u x q u e l l e s  u n e  f o n c t i o n  d o i t  s a t i s f a i r e  p o u r  ê t r e  s i g n i f i a n t e ,
c 'es t -à -d i re  pour  fo rmer  avec  un  a rgument  un  tou t  doué  de  s ign i -
f i - c a t i o n .  C e s  c l a u s e s  s o n t  l e s  s u i v a n t e s  :

( f )  Une  fonc t ion  ne  peu t  pas  p rendre  comme a rgument  une
e n t i t é  q u i -  c o n t i e n t  ( " i n v o l v e s " )  l a  f o n c t i o n  e l l e - m ê m e .  E n  p a r -
t icul ier ,  une fonct ion-î6-peE pas se prendre el le-même conrme ar-
gument i

(2 )  Une  fonc t ion  ne  peu t  pas  p rendre  comme a rgument  une
en t i t é  qu i  peu t  ê t re  dé r i vée  de  Ia  fonc t ion ;

( 3 )  ( A p p e l o n s  " a r g u m e n t s  p o s s i b l e s  d ' u n e  f o n c t i o n "  l e s
arguments avec lesquels une fonct io i lG;nê-à chaque fo is un tout
doué  de  s ign i f i ca t i on ) .  Une  fonc t ion  F  ne  peu t  pas  p rendre  com-
me a rgument  une  fonc t ion  G qu i  au ra i t  pa rm i  ses  a rguments  poss i -
b les  un  des  a rguments  poss ib les  de  Ia  fonc t ion  F  ;  I a  fonc t ion  F
ne pourra pas non plus prendre conme argument une ent i té qui
s e r a i t  d é r i v a b l e  d e  I a  f o n c t i o n  G  i

( 4 )  S i  u n e  f o n c t i o n  e s t  u n  a r g u m e n t  p o s s i b l e  d ' u n e  f o n c -
t i o n  F ,  a l o r s  u n e  e n t i t é  q u i  n ' e s t  p a s  u n e  f o n c t i o n  n r e s t  p a s  u n
argument  poss ib le  de  la  fonc t ion  F .  Inve rsement ,  s i  une  en t i t é
q u i  n ' e s t  p a s  u n e  f o n c t i o n  e s t  u n  a r g u m e n t  p o s s i b l e  d ' u n e  f o n c -
t i o n  F ,  a l o r s  u n e  f o n c t i o n  n ' e s t  p a s  u n  a r g u m e n t  p o s s i b l e  d e  l a
f o n c t i o n  F .

D é s i g n o n s  p a r  ' 0 1 '  l a  f o n c t i o n  d o n t  l e s  v a l e u r s  s o n t  d e  I a  f o r m e
0 x ;  ' 0 î '  d é s i g n e  a l o r s  l a  f o n c t i o n  e l l e - m ê m e  p a r  o p p o s i t i o n  à
u n e  q u e l c o n q u e  d e  s e s  v a l e u r s .  U t i l i s a n t  c e t t e  n o t a t i o n ,  n o u s
pouvons  i l l us t re r  l es  t ro i s  p remiè res  c lauses  de  Ia  man iè re  su i -
v a n t e .  E n  v e r t u  d e  l a  c l a u s e  ( 1 ) ,  l a  f o n c t i o n  6 3  n e  p e u t  p a s
prendre  Ia  fonc t ion  ô i  con rme a rgument  ;  I ' en t i t é  0 (0 î )  ne  peu t
donc  pas  ê t re  cons idé rée  comme une  des  va leu rs  de  la  fonc t ion
0 * ;  I a  c l a u s e  ( 1 )  a  d o n c  e n  p a r t i c u l i e r  c o m m e  e f f e t  d e  r e j e t e r
u n e  e x p r e s s i o n  t e l l e  q u e  ' 0  ( 0 * )  o ,  c e t t e  e x p r e s s i o n  é t a n t  c o n s j - -
dé rée  conrme dépourvue  de  sens .  La  c lause  (2 )  au ra  co f l rme  e f fe t
de  re je te r ,  conme é tan t  éga lement  dépourvues  de  sens ,  des  exp res -
s i o n s  t e l l e s  q u e  0  ( 0 î .  0 * ) , 0  ( Q  î  v  q ,  * )  .  E n f i n ,  I a  c l a u s e  ( 3 )
au ra  conme e f fe t  de  re je te r  de  même des  exp ress ions  te l l es  que
Q ( U * ) ,  0 ( q , î .  r J ,  î ) .

I 1  e s t  c l a i r ,  à  p a r t i r  d e  c e  q u i  p r é c è d e ,  g u e  l e s  f o n c t i o n s
qu i  on t  un  a rgument  poss ib le  en  co Inmun ne  son t  pas  suscep t ib les
d ' ê t r e  d e s  a r g u m e n t s  l e s  u n e s  p o u r  l - e s  a u t r e s ,  e t  q u e  c e s  f o n c -
t l o n s ,  à  l e u r  t o u r ,  n e  p e u v e n t  p a s  a v o i r  d ' a r g u m e n t  p o s s i b l e  e n
commun avec  les  fonc t ions  don t ,  e l l es  son t  e l l es -mêmes  des  a rgu -
m e n t s .  N o u s  s o m m e s  a i n s i  a m e n é s  à  i n t r o d u i r e  u n e  h i é r a r c h i e ,
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d a n s  l e s  d o m a i n e s  d e s  e n t i t é s  s u s c e p -
ou  des  a rguments  de  fonc t ion  :

Le  p remie r  n i veau  de  la  h ié ra rch ie  comprendra  les  en t i -
t é s q u i n e s @ n c t i o n s , m a i s q u i s o ' , t d ' e s a r g u m e n t s
p o s s i b l e s  d e  f o n c t i o n .  o n  a p p e r l e r a  c e s  e n t i t é s  d e s  i n d i v i d u s
/ l  \  .

Le  deux ième n iveau  de  la  h ié ra rch ie  es t  a lo rs  fo rmé des
f o n c t i o n s d o @ s p o s s i b l e s , e t 1 e s s e u 1 s a r g u m e n t s
p o s s i b l e s ,  s o n t  r e s  e n t i t é s  d u  p r e m i e r  n i v e a u .  L e s  f o n c t i o n s  d u
deux ième n iveau  son t  donc  ce  qu 'on  peu t  appe le r  des  fonc t ions
d '  i n d i v i d u ;

Le  t ro i s ième n iveau  de  la  h ié ra rch ie  réun i ra  de  nouve l -
I e s f o n c t i . o n r e s p r é c é d e n t e s , à s a v o i r I e s f o n c t i o n s
d o n t  r e s  a r g u m e n t s  p o s s i b r e s ,  e t  r e s  s e u l s  a r g u m e n t s  p o s s i b l e s ,
son t  l es  en t i t és  du  deux ième n iveau .  Les  fonc t ions  du  t ro i s ième
n iveau  son t  donc  ce  gu 'on  peu t  appe le r  des  fonc t ions  de  fonc t ion
d ' i n d i v i d u .  E t  a i n s i  d e  s u i t e

Remarquons ,  pour  commencer ,  euê ,  en  ve r tu  de  la  h ié ra rch ie
des  n i - veaux ,  tou tes  les  fonc t ions  d 'un  même n iveau  on t  comme
seuLs  a rguments  poss ib les  l es  en t i t és  du  n i veau  imméd ia tement  i n -
fé r ieu r .  Une  fonc t ion  ne  peu t  donc  pas  p rendre  comme a rgument
u n e  e n t i t é  q u i ,  b i e n  q u e  d ' u n  n i v e a u  i n f é r i e u r  à  c e l u i -  d e  l a  f o r r c -
t i on ,  ne  se ra i t  pas  du  n i veau  imméd ia tement  i n fé r ieu r  à  ce lu i  de
l a  f o n c t i o n .  E t  c e l a  s e  c o m p r e n d .  E n  e f f e t ,  s u p p o s o n s ,  p a r
e x e m p l e ,  e u €  l e s  f o n c t i o n s  d e  f o n c t i o n  d e  f o n c t i o n  d ' i n d i v i d u
pu issen t  éga lement  p rendre  conrme a rguments  des  fonc t ions  d ' i nd i -
v idu .  l ' l a j - s  l -es  fonc t ions  d ' i nd i v idu  son t  l es  a rguments  poss ib les
d e s  f o n c t i o n s  d e  f o n c t i o n  d ' i n d i v i d u .  L e s  f o n c t i o n s  d e  f o n c t i o n
d e  f o n c t i o n  d ' i n d i v i d u  a u r a i e n t  d o n c  d e s  a r g u m e n t s  p o s s i b l e s  e n
c o n m u n  a v e c  I e s  f o n c t i o n s  d e  f o n c t i o n  d ' i n d i v i d u .  O r  c e l a  c o n -
t r e d i r a i t  I a  c l a u s e  ( 3 ) ,  p u i s q u e  l e s  f o n c t i o n s  d e  f o n c t i o n  d ' i n -
d i v i d u  s o n t  e l I e s - m ê m e s  d e s  a r g u m e n t s  p o s s i b l e s  d e s  f o n c t i o n s  d e
f o n c t i o n  d e  f o n c t i o n  d r i n d i v i d u .

R e m a r q u o r r s ,  d r a u t r e  p a r t ,  e u ê ,  d a n s  I a  h i é r a r c h i e  d e s  n i -
v e a u x ,  t o u t e s  l e s  f o n c t i o n s  d ' u n  m ê m e  n i v e a u  s o n t  d i s t i n c t e s  d e
t o u t e s  l e s  f o n c t i o n s  d e  t o u s  l e s  a u t r e s  n i v e a u x .  I I  n ' e s t  p a s
d i f f i c i l e  d e  v o i r  p o u r q u o i .  E n  e f f e t ,  s i  o n  p o u v a i t  s i t u e r  u n e
même fonc t ion  à  d i f f é ren ts  n i veaux  -  co f i l r n€  i I  semb le  d 'a i l l - eu rs
n a t u r e l  d e  I e  f a i r e  d a n s  l e  c a s ,  p a r  e x e m p l e ,  d e  I a  p r o p r i é t é
" i m p r é d i c a b l e "  ( v o i r  p l u s  l o i n  l e  p a r a d o x e  d e  R u s s e l l )  - t  r r e n
n ' i n t e r d i r a i t  d e  c o n s i d é r e r  l a  f o n c t i o n ,  s i t u é e  à  u n  n i - v e a u  i n f é -
r i eu r ,  co I r rme  un  a rgument  poss ib le  de  la  même fonc t ion  s i tuée  à

( I )  l L  Q - ^ t  à  n o t e n ,  c t u Q ,  L e A  i n d i v i d u ^  a . u  A Q , , i . A  d e  I - a .  t h é c ' " - t -  r t r m i -
d i ' e z  d z r  t g y t z . t  n Q -  ̂ o y L t  p a ^  n - e . c e - t , : a . i t t z m z n t  d e . t  i n d t u i l : . :  . l 1 1
L e n ^  d z  I - a  t l ' t ' e o n i z  . t . L m y t X - z  d o l  t q p z r .  S z L o n  c e l . i e ; : : , : t ) t e
t h é . o n i z ,  u n  i n d i v L d u  Q - ^ t  u n z  z n t i t ' e .  d - e [ i n l z  n ô  a a t i ! ' J r . i i  t  ; s c t n
c e L a  c 1 u '  e I - L e  n '  e , , 5 t  p a â  u n Q -  ( o n c t i o n  ;  a " u  L e n S  d z  i - r -  t i ' . ; r , ' - L z
n a m i { i ë , 2  d z l  t t l p z . t  ,  n o u A  I - e -  v Q , ) L r L o n ^  ,  u n  i n d i y , i d *  .  j  t  i , ' r i  t c
z n t i t ' e  , s u l e z p L i b [ - z  d ' ô - t n z  t u j z t  d a . n . t  u n z  p n c , p i , 5 r t , - , , .  , r i ; , n : Q u z .
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u n  p l u s  h a u t  n i v e a u ,  c e  q u i  c o n t r e d i r a i t  l a  c l a u s e  ( l ) .

I n t r o d u i s o n s  m a i n t e n a n t  l - a  n o t i o n  d e  t y p e .  O n  a p p e l l e  " t y -
p e "  l - ' e n s e m b l e  d e  t o u s  r e s  a r g u m e n t s  p o s s i b l e s  a ' u n e  f o n c t i o n l - -
c ' e s t - à - d i r e  I ' e n s e m b l e  d e  t o u s  1 e s  a r g u m e n t s  a v e c  l e s q u e l s  u n e
f o n c t i o n  f o r m e  à  c h a q u e  f o i s  u n  t o u t  d o u é  d e  s i q n i f i c a t i o n .

D e  c e  q u ' u n  t y p e  e s t  I ' e n s e m b l e  d e  t o u s  l e s  a r g u r n e n t s  p o s -
s i b l e s  d ' u n e  f o n c t i o n ,  i l  s u i t  é v i d e m m e n t  q u ' u n  t y p e  e s t  i l e n s e m -
b l - e  d e  t o u s  l e s  a r g u m e n t s  p o s s i b l e s  d e  t o u t e s  l e s  f o n c t i o n s  q u i
o n t  r e s  m ê m e s  a r g u m e n t s  p o s s i b l e s .  1 1  e s t  c l a i r ,  à  p a r t i r  d e  r à ,
q u e  r e s  i n d i v i d u s  f o r m e n t  u n  t y p e .  E n  e f f e t ,  l e s  i n d i v i d u s  s o n t
l e s  s e u l s  a r g u m e n t s  p o s s i b l e s  d e s  f o n c t i o n s  d ' i n d i v i d u ,  e t  r e s
f o n c t i o n s  d t i n d i v i d u  o n t  t o u t e s  I e s  m ê m e s  a r g u m e n t s  p o s s i b l e s ( f ) .
on  apper le ra  re  t ype  auque l  appar t i ennen t  l es  i nd i v idus ,  l e  t ype
o .  P o u r  d e s  r a i s o n s  a n a l o g u e s ,  i I  e s t  c r a i r  q u e  l e s  f o n c t i o n s
c ' i nd i v idu  fo rmen t  un  t ype .  on  appe l re ra  l e  t ype  auque l  appar -
t i e n n e n t  l e s  f o n c t i o n s  d ' i n d i v i d u ,  r e  t y p e  J - "  E t  a i n s i  d e  s u i t e .

on  peu t  résumer  l a  théor ie  s imp le  des  t ypes  en  d i san t  gue
:e t te  théor j -e  i n t rodu i t  en t re  l es  fonc t ions  e t  a rguments  de  fonc -- - i on  une  h ié ra rch ie  fondée  su r  une  d i s t i nc t i on  de  t ypes ,  h ié ra r -
c h i e  e n  v e r t u  d e  l a q u e l l e

1 )  tou te  en t i t é  -  f sns t ion  ou  a rgument  de  fonc t ion
a p p a r t i e n t  à  u n  t y p e  d é t e r m i n é ,  q u i  e s t  u n i q u e  p o u r  I ' e n t i t é ,  e t

2)  aucune fonct ion ne peut  prendre comme argument une
en t j - té  don t  Ie  t ype  n 'es t  pas  imméd ia tement  i n fé r ieu r  à  ce lu i  de
l a  f o n c t i o n .

I l  ex i s te  une  d i f f é rence  fond .amenta le  en t re  l a  h ié ra rch ie
l e s  t y p e s  e t  c e l l e  q u e  n o u s  é t u d i e r o n s  p l u s  r o i n ,  l a  h i é r a r c h i e
l e s  o r d r e s .  L a  h i é r a r c h i e  d e s  t y p e s ,  e n  e f f e t ,  e s t  f o n d é e  e s s e n -
t i e r l e m e n t  s u r  r a  n a t u r e  m ê m e  d e s  o b j e t s  :  s i  u n e  f o n c t i o n  r e j e t -
L e  c e r t a i n s  a r g u m e n t s  p o u r  e n  a d o p t e r  d r a u t r e s ,  c e r a  t i e n t  à  l a
s i g n i f i c a t i o n  m ê m e  d e  l a  f o n c t i o n  a i n s i  q u ' à  l a  s i g n i f i c a t i o n  d e s
a r g u m e n t s .  L a  h i é r a r c h i e  d e s  o r d r e s ,  a u  c o n t r a i r e ,  n o u s  l e  c o m -
p r e n d r o n s  m i e u x  p l u s  l o i n ,  e s t  e s s e n t i e l l e m e n t  r e l a t i r z e  à  1 a  m a -
n i è r e  m ê m e  d o n t  n o r l s  n o u s  r é f é r o n s  a u x  o b j e t s .

( 1 )  R u d t e ! - X -  z t  $ J l t i L z l + z a " d  c c t n . t i d à n z n t  q u L  d z u x  A o n c t i o n t  c t n t  t o u t
. t - z u z . t  a n g u m z n t |  l J l A ' s L b L z , s  z t r  c o m m u n  0 u  b L z n  n ' c t n t  a u c u n  a u g u -
m e , n t  .  y t o t . r i b l - z  e n  c o m m u n .  c e ,  p L i n c i p e -  z , s t  o m n L p L a , A  a - n t  d a n Â
. { -a  th -e ,oL ie  , s impL .z  d -o -d  tqysz .s ,  z t  c ' o -d t  {u i  Qu i  en  r ra t t i , cuL iQ)L
y t z n m e , t  d e  c o r n p t t o n d n _ e  n - a  p o r L t t z  d z  L a .  c . { , a u , s à  ( 3 ) ,  E n  z I d e t , . t i
La  {ane t ion  F  z t  X -a .  Ion "c t i t : r t  G  r tn t  uy t  a_ t tgumzn t  y - t c t , s . t . t bLà"  zn
c0mmun,  c .e ,L  doncL .Lon . , s  au lLo rL l  ; t ouL  .Lz t tna  aLgLLmQ,n t^  I JoA ,s ib I_o - . t
e n  c o m m u n .  D a n , s  c . L A  c r s n d . L t i . a n l  ,  t , c t u t  c e  c l u i  n z n r l  ! - a .  d r t n c t i o n
F  , s  i gn i I i a "n tz  t t zv td t ta  La  do  nc t . -a  n  G  . t  i gn id ian tz  ,  e t  t nv  Q , tL^  a , -
m e - n t .  0 n ,  L a -  d r t n c t i a n  F  n ' e t t  y t c t , 5  , s . L â n i [ i . a n t z  t - v Q , c  c o m m e  a t L -
g u m z n t  L a  d o n c , t . i t n  I  p , L L z - m ê m e , .  D , o ù . -  i , . ( - - . t u i t  a . I , o r , L  q u z  I a
I o n c L i c ; n  F  n ' Q . 4 1  p a L  . t i g n i ( i c t n t z  n o l r  y t L - u l  a r t L c  r a .  A c t n c t i o n  G
c o m m Q -  a n q u m e , r  t  .
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Voyonsr  pour  te rm ine r ,  comment  ra  théor ie  s imp le  des  t ypes
p e r m e t  d e  r é s o u d r e  l e  p a r a d o x e  d i t  " d e  l a  p r o p r i é t é  i m p r é d i c a b l e " .
ce paradoxe est  p lus connu sous une autne iormutat io; ;* î ;ê- fo11mu-ce  pa radoxe  es t  p lus  connu  sous  une  au tne  to rmu la t i on l l l

l a t i o n  e n  t e r m e s  d e  c l a s s e s  :  l e  p a r a d o x e  a  t r a i t  a l o r s ,  n o n  p - 1  ' s
à  " l a  p r o p r i é t é  i m p r é d i c a b r e " ,  m a l s  à  " l a  c l a s s e  d . e s  c l a s s e s  q u i
ne  se  con t iennen t  pas  e l l eè :mêmes"

Le  pa radoxe  "de  la  p rop r ié té  impréd icab te "  peu t  ê t re  énoncé
comme sui t  :

r 1  a r r i v e  q u ' u n e  p r o p r i é t é  p u i s s e  ê t r e  a t t r i b u é e  à  e l l e -
m ê m e  ;  p a r  e x e m p l e ,  1 a  p r o p r i é t é  d ' ê t r e  a b s t r a j - t ,  a u  s e n s  d . ' ê t r e
un  ob je t  poss ib le  pour  l a  pensée ,  es t  e l ïè rmê lne  abs t ra i te  en  ce
s e n s  t  a p p e l o n s  d e  t e l r e s  p r o p r i é t é s ,  d e s  p r o p r i é t é s  p r é d i c a b l e s .
Par  oppos i t i on ,  on  appe l re ra  " impréd icabre i '  une  p rop r iE tE-quT- ;e
peu t  pas  ê t re  a t t r i buée  à  e l re :même ;  pa r  exemp lè ,  

- l a  
p rop r i c t c

d t ê t r e  c o n c r e t ,  a u  s e n s  d t ê t r e  r r n  o h i p t . n s s i b l e  d e s  s è n s ,  n t e s t
p a s  e t 1 é : m 6 Ç ' . ; ; . ; ; r ;  ; " - ; ; - " à " . 1 " ' i "  Ë i . = . i o n  q u , o n  p e u t  a l o r s
s e  D o s e r  e s t  c e r r e  d e  s a v o i r  s i  l a  p r o p r i é t é  " i m p r é d . i c a b l e " , e l l e -
m ê m e ,  e s t  o u  n o n  i m p r é d i c a b l e .  o r ,  s i  l a  o r o p r i è t c  i m p r é d i c a b l e
e s t  i m p r é d i c a b l e ,  e r l e  n e  p e u t  p a s  ê t r e  a t t r i È u é e  à  e l i e - m ê m e , e t ,
p a r t a n t ,  e r r e  e s t  p r é d i c a b l e  i  s i ,  a u  c o n t r a i r e ,  l a  p r o p r i é t é  i m -
p r é d i c a b l - e  n r e s t  p a s  i m p r é d i c a b l e ,  e l l e  p e u t  ê t r e  a t t r i Ë u é e  à
e l l e - m ê m e ,  ê t ,  p a r t a n t ,  e l l e  e s t  i m p r é d i ô a b l e .

La  théor ie  s imp le  des  t ypes  pe rmet  de  résoudre  re  pa radoxe
d e  R u s s e l r  e n  m o n t r a n t  q u e  l a  f o r m u l a t i o n  d e  c e  p a r a d . o x e  n ' e s t
p a s  c o n f o r m e  a u x  e x i g e n c e s  d e  l - a  h i é r a r c h i e  d e s  L y p e s .  E n  e f f e t ,
que l  que  so i t  l e  t ype  augue l  appar t i en t  l a  p rop r iê lé  " impréd . i ca -
b 1 e " ,  c e t t e  p r o p r i é t é  a p p a r t i e n t  à  u n  t y p e  à é t é r m i n é ,  e t  c e  t y p e
e s t -  u n i q u e  p o u r  I a  p r o p r i é t é .  o r ,  i l  n ' e s t  p a s  p e r m i s  d e  p r e r d r e
comme a rgument  d 'une  fonc t ion  une  en t i t é  du  même type  que  la
f o n c t i o n .

L A T H E O R I E  S I M P L E D E S  T Y P E S E T S Y S T E M E  D E S P R I N C I P I AL E

M A T H E M A T  I  C A

uans  res  I1 r lnc l_p ra  l l a themat i ca ,
q u e n t  u n  p r i n c i p e  q u r i l s  a p p e l l e n t  " F? y " " : .  

u n  p r i n c i p e  q u '  i l s  a p p e l r e n t  " p r i n c i p e  d e  l - ' a m b i q - r r " - é  s v s -
t ê m a t i g u e " ,  p r i n c j - p e  e n  v e r t u  d u q u e f  o n  c o n v i e n t  d e  n e  c a s  i n d i -
q u e r  l e  t y p e  d e s  s y m b o l e s  q u i  o c c u r r e n t  d a n s  u n e  f o r m . u l - è ,  c e c l
a f i n  d e  p o u v o i r  p r é s e r v e r  l e  c a r a c t è r e  d e  q é n é r a r i t é  c e s  - c r s
m a t h é m a t i q u e s .

C ' e s t  a i n s i  q u t o n  é c r i r a  " t l r x  v  t u Q x "  s a n s  d . o n c
q u e l  t y p e  a p p a r t i e n t  I a  p r o p r i é t é  O .  L ' i d é e  n ' e s + -
l - i e u  i c i  d e  n r i m p o r t e  q u e l l e  p r o p r i é t é  d e  n ' i m p o r l e
m a i s  b i e n  d e  n ' i m p o r t e  q u e l l e  p r o p r i é t é  d u  t y p e  l ,
t e  q u e l l e  p r o p r i é t é  d u  t y p e  2 ,  e t  a i n s i  d e  s u i t e .

D a n s  l e s  P r i n c i p i a  M a t h e m a t i c a ,  R u s s e l r  e t  w h i t e h e a c  a o o l jY t ! - -

a : q  -  ?  ^  1 - i o n . | -

Y . - - - ] y U ,
: 5  -  l  i n n n r -_  -  r r r r  v v i
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donc  que  l -a  fo rnu le  fonc t i cnne  en  que lque  so r te  comme un  schéma
e t  t i e n t  l i e u  a r i n s i  d ' u n  n c r m b r e  i n d é f i n i  r l e  f o r m u l e s ,  l e s  f o r m u -
i - e s  " , f r x  v  *  e , * t t ,  t ' ô " x . t ' n ,  

ô " X t r ,  e t  a i n s i  d e  s u i t e .r - r z 2

E s t - c e  à  d i r e  m a i n t e n a n t  q u ' o n  v a  p c . r u v o i r  é l a b o r e r  l e  s y s _

l : y "  
d e s  P r i l c i P i a  } l a t h e r n a t i c q  s a n s  a v o i i  à  f a i r e  i n t e r v e n i r  l a

t n e o r r e  s r m p r e  d e s  t y p e s  ?  p f u s  : x a c t e m e n t ,  s a n s  a v o i r  à  f a i r e
i n t e r v e n i r  d r a u t r e s  c o n d i t i o T r s  q u e  c e l l e s  g u i  l i e n t  p a r  e x e m p l e
u n e  f o r m u l e  t e l r e  g u e  " ô . , * " u -  ^ . 4 ) r X " ,  à  s a v o i r  q u e  d a n s  c e t t e  f o r -
m u l e  i l  c o n v i e n t  q u e  x  s ô i t  d ' u n ' t y p e  i m m é d i a t e m e n t  i n f é r i e u r  à
c e l u i  u "  ô  t  ,  e t  d o n c  d u  t y p e  o  ?  L a  q u e s t i o n  n ' e s t  p a s  a u s s i
s i m p J - e  q u e t c e r a .  N o r - r s  a v o n s ,  e n  e f  f e t ,  à  t e n i r  

" o * p l e  
d e s  r a p -

p o r t s  d e  t y p e  q u i  t i e n t  d a n s  u n e  m ê m e  f o r m u l e  l e s  d i r f ê r e n t e s
fonc t ions  qu i  i n te rv iennen t  dans  ce t te  fo rmu le .  Resardons  ce la
d e  p l u s  p r è s

c o n s i d é r o n s  d ' a b o r d  u n  e x e n p l e .  s u p p o s o n s  q u e  1 a  f o n c t i o n
0x  so i t  s ign i f i an te  pour  un  a rg l rmen t  x  du  t ype  n  f  supposo . rs ,
d ' a u t r e  p a r t ,  g u €  l a  f o n c t i o n  r l x  s o i t  s i g n i i i a n t e  p o u i  u n  a r g u -
m e n t  x  d u  t y p e  n  +  1 .  D e  c e s  s u p p o s i t i o n s  i l  n e  s u i t  d ' a u c u n e
m a n i è r e  q u e  l a  f o n c t i o n  " O  x  v  { ,  x "  s o i t  e l l e - m ê m e  s i g n i f i a n t e .
A u  c o n t r a i r e .  s i  x  e s t  d u  t y p e  n ,  i l  n e  p e u t  p a s  r e n à r e  r l x  s i -
g n i f i a n t ,  € t ,  p a r t a n t ,  i r  n e  p e u t  p a =  r e n d r e  " ô  x  v  û  x ' ,  s i g n i -
f i a n t ;  s i  x  e s t  d u  t y p e  n  +  1 ,  i l  n e  r e n d . r a  s i q n i f i a n t ,  d e  m ê m e ,
q u e  p x ;  e t  s i  x  e s t  d ' u n  t o u t  a u t r e  t y p e  q u e  n  o u  n  +  r ,  i t  n e
r e n d r a  n i  Q x  n i  r l ; x  s i g n i f i a n t s .  a i n s i ,  p o u r  q u e  l a  f o n c t i o n
"  Q x  v  r J . r x "  s o i t  s i g n i f i a n t e ,  i r  c o n v i e n l  q u e  1 e s  f o n c t i o n s  Q x  e t
{ , x  a ien t  l es  mêmes  t ypes  d 'a rguments .pa r  co r i séquen t ,  pour  que  ra
fonc t ion  "o  *  y  U  x "  pu isse  in te rven i r  dans  un  sys tème de  log ique ,
i l  f aud ra  gu 'e l re  so i t  accompagnée  de  la  c rause  l r re  1es  foncÈ ions
Qx  e t  { i x  on t  des  a rguments  qu i  son t  d .u  même Eype ,  sans  quo i  l a
fonc t ion  g loba le  dev ra  ê t re  cons id .é rée  comme nôn  s ign i f i an te ,  e t
donc  f i na lemen t  comme non  ex i s tan te .

Voyons comment Ia théor ie
un  sys tème de  log ique  te l  que  le
t i o n n e l l e s  é l é m e n t a i r e s .

s imp le  des  t ypes  in te rv ien t  dans
c a l c u l  d e s  f o n c t i o n s  p r o p o s i -

P o u r  d é f i n i r  l a  n o t i o n  d e  f r - r n r - f  i n n  n
taire, partons de ra norio" u:"n::;:: i :T"i ' : i : ; i ; i : :""Ji: ;#s i t i on  a tomigue  es t  une  p ropos i t i on  qu i  n 'es t  co r iposée  d 'a f f i î e
au t re  p ropos i t i on  e t  gu i  ne  con t ien t  aucune  va r iab le .  une  p ropo-
si t ig{r  { ro}écu}ai le est  un complexe de proposiL ions atomi_que;Ë;:
s t r u r t  à  r ' a i d e  d e  c o n n e c t e u r s  l o g i q u e s .  u n e  p r o p o s i t i o n  é l é m e n -
t a i r e e s t u n e p r o p o s i t i o n a t o m i g u e o u m o 1 é c u l f f i
p ropgs i l i onne l l e  é lémen ta i re  es t  une  exp ress i -on  qu i  con t ïê iE î ié
o u  p l u s  i  e s t  t e l l e  q u e  l o r s { u ' o n  a t t r i b u e
à  c e s  r . ' a r i a b l e s  d e s  v a l - e u r s  c l é t e r n i n é e s ,  1 ' e x n r e s - s i o n  r e p r é s e n t e
u n e  p r o p o s i t i o n  é l é m e n t a i r e .  s o n t  d o n c  d e s  f ô n c t i o n s  p r ô p o s i -
t i o n n e l l e s  é l é m e n t a i r e s ,  1 e s  e x p r e s s i o n s  " p "  ,  " a f  "  ,  

, , r , , -  e t c .
S o n t  é g a l e m e n t  d e s  f o n c t i o n s  l r r o p o s i t i o n n e l l e s  é 1 é m e n t a i r e s ,  l e s
e x p r e s s i o n  " + x ' l  ,  " , 1 , x " ,  , ' + y " ,  e t c .  f , e s  p r e m i è r e s  e x p r e s s i o n s
s o n t  d e s  f o n c t - i r ) n q  n r r i  n n r  ^ e s  p r o p o s i t l o n s  c o m m e  a r g u m e n t s  ; l e s
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second .es  exp ress ions  son t  des  fonc t ions  qu i  on t  comme a rguments
d e s  s u j e t s  o u  c o n s t i t u a n t s  d e  p r o p o s i t i o n s  a t o m i q u e s .  D a n s  c e
q u i  s u i t ,  n o u s  a p p e l l e r o n s  l e s  f o n c t i o n s  p r o p o s i t i o n n e l l e s  é r é -
m e n t a i r e s ,  s i m p l e m e n t ,  d e s  f  o n c t i _ o n s .

R e m a r : q u o n s  m a i n t e n a n t  c e  q u i  s u i t .  o n  p o u r r a i t  d i s t i n g u e r
d i f f é r e n t s  t y p e s  p a r m i  l e s  p r o p o s i t i o n s  :  p a r  e x e m p l e ,  d i s -
t i n g u e r  e n t r e  l a  p r o p o s i t i o n  " s o c r a t e  e s t  m o r t e 1 " ,  p r o p o s i t i o n
q u i  a t t r i b u e  u n e  p r o p r i é t é  à  u n  i n d i v i d u ,  e t  l a  p r o p o s i t i o n  " L a
d i v i s i b i l i t é  e s t  i m p r é d i c a b r e " r  p r o p o s i t i o n  q u i  a t t r i b u e  u n e  p r o -
p r i é t é  à  u n e  f o n c t i o n  ;  r i e n  n ' e m p ê c h e  c e p e n d a n t  d e  r e l i e r  p a r
d e s  c o n n e c t e u r s  r o g i q u e s  d e s  p r o p o s j - t i o n s  q u i  a p p a r t i e n d r a i e n t  à
d e s  t y p e s  d i f f é r e n t s  ;  o n  p e u t  d o n c  c o n s i d é r e r  q u e  t o u t e s  l e s
p r o p o s i t i o n s  a p p a r t i - e n n e n t  f i n a l e m e n t  a u  m ê m e  t y p e ,  p u i s q u , a u s s i
b i e n  u n e  e x p r e s s i o n  c o t n m e  " p  o u  q "  r e s t e  s i g n i f i a n t e  l o r s g u e
ce t te  exp ress ion  p rend  co tnme a rguments  des  p ropos i t j -ons  qu i  ap -
p a r t i e n n e n t  à  d e s  t y p e s  d i f f é r e n t s .  P a r  c o n t r e ,  n o u s  I ' a v o n s  v u ,
u n e  e x p r e s s i o n  t e r l e  q u e  " Q x  o u  r f x "  n ' e s t  p l u s  s i g n i f i a n t e  s i  O
e s t  s i g n i f i a n t  p o u r  u n  a r g u m e n t  d ' u n  a u t r e  t y p e  q u e  1 ' a r g u m e n t  d e
i J ,  .  E t  c ' e s t  p o u r q u o i  i l  n e  s u f  f  i r a  p a s ,  p o u r  c o n s t r u i r e  I e  c a l -
c u l  d e s  f o n c t i o n s ,  d e  p a r t i r  d u  c a l c u l  d e s  p r o p o s i t i o n s  e t  d e
s u b s t i t u e r  d a n s  l e s  l o i - s  d e  c e  c a l - c u l  p a r t o u t  " ô x " ,  " 0 y " ,  " , J r x " ,
e t c .  a u x  e x p r e s s i o n s  t t p t t  

,  
t t q t t  

,  
t t r "  

,  g t c .

U n e  p r e m i è r e  d i f f é r e n c e  a p p a r a î t  d é j à  a u  n i v e a u  d e s  r è g l e s
d e  f o r m a t i o n  d e s  d e u x  c a l c u l s .  L a  c a l c u l  d e s  p r o p o s i t i o n s  c o n -
t i e n t  I a  r è g l e  " s i  p  e t  q  s o n t  d e s  p r o p o s i t i o n s ,  ( p  o u  q )  e s t  u n e
p r o p o s j - t i o n " .  L e  c a 1 c u l  d e s  f o n c t i o n s ,  I u i ,  n e  p e u t  p a s  c o n t e n i r
l a  r è g l e  " s i  Q x  e t  r . f . r x  s o n t  d e s  f o n c t i o n s ,  a l o r s  ( ô x  o u  ù x )  e s t
u n e  f o n c t i o n " .  D r a u t r e  p a r t ,  i I  e s t  c l a i r  q u e ,  a u  n i v e a u  d e s
l o i s ,  n o u s  a v o n s  d a n s  l e  c a l c u l  d e s  p r o p o s i t i o n s  " p  i m p l i g u e  q u e
q  imp l ique  p " ,  ma is  que  nous  ne  pouvons  pas  avo i r  dans  le  ca l cu l
d e s  f o n c t i o n s  " Q x  i m p l i q u e  q u e  r f x  i m p l i q u e  g x " .

L e  c a l c u l  d e s  f o n c t i o n s  c o n t i e n d r a  d e u x  e s p è c e s  d e  l o i s .  L e s
l o i s  d e  l a  p r e m i - è r e  e s p è c e  s e r o n t  d e  l a  f o r m e  " L a  f o n c t i o n  f  e s t
v a l i d e "  ;  c e t t e  a s s e r t i o n  d o i t  ê t r e  j - n t e r p r é t é e  c o m m e  t e n a n t  l i e u
d e  I ' a s s e r t i o n  " L a  f o n c t i o n  f  e s t  s i g n i f i a n t e  e t  l a  f o n c t i o n  f
e s t  v a l i d e "  ;  p o u r  d é m o n t r e r  l a  l o i  " L a  f o n c t i o n  f  e s t  v a l i d e "  r i l
f a u d r a  d o n c  d ' a b o r d  d é m o n t r e r  q u e  l a  f o n c t i o n  f  e s t  s i g n i f i a n t e ,
o n  d i r a  a u s s i  " e x i s t e " ,  e t  e n s u i t e  m o n t r e r  q u e  l a  f o n c t i o n  f  e s t
v a l i d e ,  c e  q u i  r e î Ï e n t  à  m o n t r e r  q u e  l - a  f o n c t i o n  f  e s t  u n e  i n s -
t a n c e  s u b s t i t u t i v e  d ' u n e  l o i  d u  c a l c u l  d e s  p r o p o s i t i o n s .  L e s  l o i s
d e  I a  s e c o n d e  e s p è c e  s e r o n t  d e  l a  f o r m e  " S i  t e 1 l e  c o n d i t i o n  d e
s i g n i f i a n c e  e s t  r é a l i s é e ,  l a  f o n c t i o n  f  e s t  v a l i d e "  ;  c e t t e  a s -
s e r t i o n  d o i t  ê t r e  i n t e r p r é t é e  c o m m e  t e n a n t  l i e u  d e  I ' a s s e r t r o n
" S i  t e 1 1 e  c o n d i t i o n  e s t  r é a l i s é e ,  I a  f o n c t i o n  f  e s t  s l g n : . f : - a n t e ;
l a  f o n c t i o n  f  e s t  a l o r s  v a l i d e "  ;  p o u r  d é m o n t r e r  f a  i o :  " S i  t e l l e
c o n d i t j . o n  d e  s i g n i f  i a n c e  e s t  r é a l i s é e ,  l a  f o n c t i o n  f  e s t  i ' a l - i C e " ,
i l  f a u d r a  d o n c  d ' a b o r d  d é m o n t r e r  q u e  s i  c e t t e  c c n c j i t : - c ; :  e s t  r é a -
l i s é e ,  l a  f o n c t i - o n  f  e s t  s i g n i f  i a n t e ,  e t  e n s u i t e  m o n t r e r  q u e  l - a
f o n c t i o n  f  e s t  u n e  i n s t a n c e  s u b s t i t u t i v e  d ' u n e  l o i  i , : ; a i : u i  d e s
p r o p o s i - t i o n s .
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P o u r  c o n s t r u i r e  l e  c a r c u l  d e s  f o n c t i o n s ,  o n  a j o u t e  a u  c a r -
cu l  des  p ropos i t i ons  les  deux  ax iomes  su ivan ts  :

A x i o m e  r .  s i  { x  e s t  s i g n i f i a n t ,  a l o r s  s i  a  e s t  d u  m ê m e
' F r rno  n r ro  I - - - - l ]L y À , s  g u c  À . ,  9 a  e s t  s i g n i f i a n t ,  € t ,  i n v e r s e r n e n t ,  s i  Q x  e s t  s i g n i l
f i a n t ,  a l o r s  s i  ô a  e s t  s i g n i f i a n t ,  a  e s t  d u  m ê m e  t y p e  q u e  x .

Une  conséquence  de  ce t  ax iome es t  que  tous
I e s  a r g u m e n t s  p o s s i b l e s  d o u n e  m ê m e  f o n c t i o n  d o i v e n t  ê t r e  d u  m ê m e
t y p e .  c a r ,  s i  x  e t  a  s o n t  d e s  a r g u m e n t s  p o s s i b l e s  d e  l a  f o n c -
t i o n  0 x ,  a l o r s  0 x  e t  Q a  s o n t  s i g n i f i _ a n t s ,  è t ,  p a r t a n t ,  x  e t  a
sont  du même type.

A x i o m e  I I .  S i l  p o u r  u n  a ,  i I  y  a  u n e  p r o p o s i t i o n  0 a ,alors i I  y-â- f f ie fonct ion , fx ,  et  i ,nver-sement.

L ' e x p r e s s i o n  " ê t r e  d u  m ê m e  t y p e  q u e , '  u t i r i s é e  d a n s  1 ' a x i o m e  r
se ra  dé f in ie  comme su i t  :

r d é e  p r i m i t i v e  :  r n d i v i d u  :  x  e s t  u n  i n d i v i d u  s i  x  n ' e s t
n i  u n e  p r o p o s i t i o n ,  n i  u n e  f o n c t i o n .

Dé f in i t i on  d  " ' ê t re  du  même tyDe  que"  :  u  e t  v  son t  du
même type s i

( f )  u  e t  v  s o n t  d e s  i n d i v i d u s ,

(2 )  u  e t  v  son t  des  fonc t ions  ayan t  d .es  a rgumgnts  du
même type,

( 3 )  u  e t  u n e  f o n c t i o n ,  e t  v  s a  n é g a t i o n ,

( 4 )  u  e s t  l a  f o n c t i o n  g x  o u  r a  f o n c t i o n  r p x ,  e t  v  e s t  l a
f o n c t i o n  " $ x  o u  { r x " ,

( 5 )  u  e t  v  s o n t  d e s  p r o p o s i t i o n s  ( é l é m e n t a i r e s ) .

A  pa r t i r  de  ces  ax iomes ,  on  peu t  démont re r  l es  anarogues
d e s  r è g l e s  d e  f o r m a t i o n  d u  c a l c u l  d e s  p r o p o s j _ t i o n s .

" s i  0 x  e s t  u n e  f o n c t i o n ,  i r  e x i s t e  u n e  f o n c t i o n  n o n
) x " .  E n  e f f e t ,  s i  g x e s t  u n e  f o n c t i o n ,  i l  e x i s t e  u n e  p r o p o s i t i o n
i  a  ;  pa r  conséquen t ,  i l  ex i s te  une  p ropos i t i on  non  q  a - ,  cec i  en
v e r t u  d e  I ' i d é e  p r i m i t i v e  d e  r a  n é g a t i ô n  ( c a r c u r  d e s  p r o p o s i -
t i o n s )  ;  d ' o ù  i 1  s u i t  q u ' i l  e x i s t e  u n e  f o n c t i o n  n o n  6 x .

" s i  Q x  e t  r f x  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  d u  m ê m e  t y p e ,  i r  e x i s t e
u n e  f o n c t i o n  ( q x  o u  r ! x )  " .  E n  e f f e t ,  s i  o x  e t  r l x  s ô n t  d e s  f o n c -
t i ons  du  même ' cype ,  ces  f  onc t ions  on t  d .es  a rguments  qu i  son t  tous
d u . m ê m e  t y p e  i  o t r .  d e  c e  q u e  O x  e s t  u n e  f o n c t i o n ,  i l  s u i t  q u ' i l
e x i s t e  u n e  p r o p o s i t i o n  g a ,  e t  d e  c e  q u e  r f x  e s t  u n e  f o n c t i o n ,  i l
s u i t  q u ' i l  e x i s t e  u n e  p r o p o s i t i o r ]  r p b ,  e t  d o n c  a u s s i  u n e  p r o p o s i -
t i on  { . ra ,  pu isgue  a  e t  b  son t  du  ràême type  ;  i l  ex i s te  donc  une
p r o p o s i t i o n  " 6 a - o u  { a " ,  c e c i  e n  v e r t u  à é  f  i d é e  p r i m i t i v e  d e  f a
d i s j o n c t i o n  ;  d ' o ù  i l  s u i t  q u ' i l  e x i s t e  u n e  f o n c l i o n  l x  o u , l , x " .

u n e  f o i s  a c q u i s e s  l e s  r è g l e s  d e  f o r m a t i o n  d u  c a r c u r  d e sf o n c t i o n s ,  o n  p o u r - r a  d é m o n t r e r - l e i  r à i s - â à  . .  c a r c u r .
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S o i t  à  d é m o n t r e r  " p x  o u  n o n  , f  x " .  O n  m o n t r e  d . , a b o r d  g u e
c e t t e  f o n c t i o n  e x i s t e .  E n  e f f e t ,  l a  f o n c t i o n  n o n  g x  e x i s t , e ,  ê t
e l l e  e s t  d u  m ê m e  t y p e  q u e  f a  f o n c t i o n  g x ,  d . o n c  l a  f o n c t i o n  " g x  o u
Q x "  e x i s t e .  O n  m o n t r e  e n s u i t e  q u e  c e t t e  f o n c t i o n  e s t  u n e  i n s t a n -

i f u : i ? : : i t u t i v e  
d ' u n e  l o i  d u  c a t - c u l  d e s  p r o p o s i t i o n s ,  c e  q u i  e s t _

s o i t  à  d é m o n t r e r  " s i  o x  e t  r f x  s o n t  d e s  f o n c t - i o n s  c l u  m ê -
m e  t y p e ,  a l o r s  ' 0 x  i m p l i q u e  q u e  r j . ,  x  i m p l i q u e  Q x , " .  O n  d . é m o n t r e
c e t t e  l o i  é c r i t e  e n  n o t a t i o n  p r i m i t i v e  :  " s i  , g x  e 1 -  1 i x  s o n t  d e s
f o n c t i o n s  d u  m ê m e  t y p e ,  a l o r s  ' n o n  

$ x  o u  ( n o n  û x  o u  Q x ) " ' .  O n
d é m o n t r e  d ' a b o r d  q u e  s i  g x  e t  q r x  s o n t  d u  m ê m e  t y p e ,  l a  f o n c t i o n
e x j - s t e .  E n  e f f e t ,  s i  ô x  e t  ù x  s o n t  d u  m ê m e  t y p e ,  l e s  f o n c t i o n s
non  { . , x  e t  0x  son t  du  même type ,  e t  donc  i I  ex i s te  une  fonc t ion
" n o n  U x  c u  ô x "  i  o r  r  l a  f o n c t i o n  n o n  Q x  e s t  d u  m ê m e  t y p e  q u e  l a
fonc t ion  "non  q rx  ou  ôx " ,  pu isque  non  Qx  es t  d .u  même type  que  Qx ,
e t  que  4x  es t  du  même type  que  "non  ux  ou  ôx "  , -  donc  la  fonc t ion
" n o n  0 x  o u  ( n o n  i p x  o u  Q x )  "  e x i s t e .  D ' a u t r e  p a r t ,  i l  e s t  c l a i r
q u e  c e t t e  f o n c t i o n  e s t  u n e  i n s t a n c e  s u b s t i t u t i v e  d e  l - a  l o i  " n o n
p  o - L r  ( n o n  q  o u  p )  " r  l o i  q u i  e s t  é q u i v a l e n t e  à  l a  l o i  " p  i m p l i q u e
q u e  q  i m p l i q u e  p " .

I  N T R O D U C T  I  O N LA T H E O R ] E  R A M I F I E E  D E S  T Y P E S

L a  t h é o r i e  s i m p l e  d e s  t y p e s  n e  s u f f i t  p a s  à  f a i r e  d r o i t  a u
p r i n c i p e  d u  c e r c l e  v i c i e u x .  C o n s i d é r o n s  p a r  e x e m p l e  l a  f o n c t i o n
p r o p o s i t i o n n e l r e  ( e ) .  0 x .  R i e n  d a n s  l a  t h é o r i e  s i m p l e  d e s  t y p e s
n ' i n t e r d i t  d e  c o n s i d é r e r  c o f i r m e  u n e  p r o p r i é t é  0  d e  x ,  l a  p r o p r i é -
t é  m ê m e  d r a v o i r  t o u t e s  l e s  p r o p r i é t é s  0 .  E n  d ' a u t r e s  t e r m e s ,
r i e n  d a n s  l a  t h é o r i e  s i m p l e  d e s  t y p e s  n ' i n t e r d i t  d e  s u p p o s e r  q u e
I a  f o n c t i o n  ( 0 ) .  g x  e s t  u n e  d e s  v a l e u r s  d e  l a  f o n c t i o n  ô x  e l l e -
m ê m e .  O r ,  u n e  t e 1 l e  s u p p o s i t i o n  s e r a i t  c o n t r a i r e  a u  p r i n c i p e  d u
c e r c l e  v i c i e u x .  C a r ,  e n  v e r t u  d e  c e  p r i n c i p e ,  l a  f o n c t i o n  ( 0 ) .
ô x ,  q u i  i m p l i q u e  u n e  r é f é r e n c e  à  l - a  t o t a l i t é  d e s  v a l e u r s  d e  l _ a
f o n c t i o n  0 x ,  n e  p e u t  ê t r e  e l l e - m ê m e  u n  é I é m e n t  d e  c e t t e  t o t a l i t é ,
c ' e s t - à - d i r e  n e  p e u t  ê t r e  e l l e - m ê m e  u n e  d e s  v a l e u r s  d e  I a  f o n c -
t i o n  ô x  ( r ) .

C ' e s t  p o u r  r e m é d j - e r  à  u n e  t e l l e  s i t u a t i o n  q u e  l a  t h é o r i e
r a m i f  i é e  d e s  t y p e s  i r r t r o d u i t  e n t r e  l e s  f  o n c t i o n s  C ' u n  n ê r n e  t y p e
d ê - m æ a r c h i e  d ' o r d r e s .  o n  n e  p o u r r a  d . o n c  p l u s  d i r e  d ' u n  a r -
g u m e n t  x  q u ' i }  s a t i s f a i t  " t o u t e s  l e s  f o n c t i o n s  ô " ,  n a i s  s e u L e m e n t
q u e  c e t  a r g u m e n t  s a t i s f a i t  " t o u t e s  l e s  f o n c t j - o n s  i  C ' u n  o r d r e
d o n n é  n " .  O r ,  c o f i r m e  n o u s  I e  v e r r o n s  p l u s  l o i n ,  I a  p : o p r i é ' _ é  d e
s a t i s f a i r e  t o u t e s  I e s  f o n c t i o n s  d ' u n  o r d r e  d o n n é  n  i ' e s t  o a s
e l l e - m ê m e  u n e  f o n c t i o r :  d ' o r d r e  n ,  m a i s  u n e  f o n c t r c n  C ' o : d r e  n  +  l .

( r )  L a  [ o n e t i o n  ( 7 a ]  . O x ,  c t u i .
l -a to ta.[- i l ,"e dz's v aLeunl
mô-me  ,  ê . t nz  eL I - z -mô ,mz  une

impL ic lue .  e -X- I - z  auJ  5
dz l -ct  {o nct l -ct  t1 ù X ,

det  v ct .Le-unA de,  t -a

a
d z
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D a n s  c e t t e  p e r s p e c t i v e ,  1 a  p r o p r i é t é  q u e  p o s s é d e r a i t  x  d e  s a t i s -
fa i re  tou tes  les  fonc t ions  0  ne  pour ra  p lus  ê t re  cons ic lé rée  comme
u n e  d e s  v a l e u r s  d e  l a  f o n c t i o n  0  e r l e - m ê m e .  E t  c e r a  s u f f i t  n o n
seu . l -emen t  pour  fa i re  d ro i t  au  p r inc ipe  du  ce rc le  v i c ieux ,  ma is
encore '  comme nous  Ie  r ze r rons r  pour  éca r te r  des  pa radoxes  comme
c e l u i  " d e  l r a d j e c t i f  h é t é r o l o g i q u e " .

Nous  ve r rons  que  la  théor ie  rami f i ée  des  t ypes  es t  en  réa -
r i t é  u n e  t h é o r i e  t r o p  s t r i c t e .  c ' e s t  a i n s i  q u e  è i  o n  v e u t  s e
c o n f o r m e r  à  l a  h i - é r a r c h i e  d e s  o r d r e s ,  i l  n e  s e r a  p r u s  p o s s i b r e  d e
f o u r n i r  u n e  d é f i n i t i o n  s a t i s f a i s a n t e  d e  f  i d e n t i t é .  r , â  h i é r a r -
c h i e  d e s  o r d r e s ,  d ' a u t r e  p a r t ,  n e  p e r m e t  p l u s  d e  f o r m u l e r  l e
p r i n c i p e  d e  l r i n d u c t i o n  m a t h é m a t i q u e  d a n s  t o u t e  s a  g é n é r a l i t é .
En f in ,  l a  h ié ra rch ie  des  o rd res  mène  à  devo i r  abandonner  ce r ta i -
n e s  p a r t i e s  e s s e n t i e l l e s  d e  I ' a n a r y s e ,  c e l l e s  o ù  i n t e r v i e n t  l a
n o t i o n  d e  " b o . . .  = r . p é I i = g . g " ,  c e t t e  n o t i o n  n ' é t a n t  p l u s  d é f i n i s -
s a b I e d e 1 a @ l 1 e e n t e r m e s d e 1 a n o t i ô n d e ' ' c o u p u -
r e r t .  

+

Pour  pa re r  à  ces  désavan tages  de  ra  théor ie  rami f i ée  des
types ,  Russer r  e t  wh i tehead  on t  i n t rodu i t  un  ax iome d i t  "de  ré -
d u c t i b i l i t é " .  c e t  a x i o m e ,  n o u s  r e  v e r r o n s ,  d o i t  p e r m e t t r e  d e
rEduEe-âns  ce r ta ines  cond i t i ons ,  ra  d i f f é rence  c lans  I ' o rd . re
d e s  f o n c t i o n s .

L ' a x i o m e  d e  r é d u c t i b i l i t é ,  c e p e n d a n t ,  n e  p o s s è d e  p a s  l ' é v i -
d e n c e  q u ' o n  e s t  e n  d r o i t  d ' e x i g e r  d ' u n  a x i o m e  l ô g i q u e .  R u s s e l l
e t  wh i tehead  reconna issen t  ce  fa i t ,  ma is  i r s  ne  vo ien t  pas  com-
m e n t  i r  s e r a i t  p o s s i b l e  d e  s e  p a s s e r  d e  I ' a x i o m e .  D a n s  u n  c a s ,
c e p e n d a n t ,  c e l u i  d e  I ' i n d u c t i o n  m a t h é m a t i q u e ,  l e s  a u t e u r s  o n t
r é u s s i  à  f o r m u l e r  l e s  d é f i n i t i o n s  r e q u i s e è  s a n s  r e c o u r i r  à  I ' a x i -
ome de  réduc t ib i l i t é .

S  T R U C  Ï U R  E D E L A  T H E O R  I  E R A M I F I E E  D E S  T Y P E S

rn t rodu isons  d 'abord  la  no t ion  de  fo . " t i o r  p ropo= i t i .
é l é m e n t a i r e  d '  i n d i v i d u .

A  ce t te  f i -n ,  nous  rappe lons  p réa lab lemen t  guerques  no t ions
connues .  une  p ropos i t i on  a tomique  es t  une  p ropos i t i on  de  ra
forme

R l a  ( " a

R r a b  ( " a

R r a b c  ( " a ,

a  I a  p r o p r i é t é  R r " ) ,  o u
es t  dans  I a  re l a t i on  R ,  à  b "  )  r  ou

b  e t  c  s o n t  d a n s  l a  r e l a t i o n  R . " ) ,  e t c .

une  ca rac té r i s t i que  essen t ie l l e  de  1a  p ropos i t i on  a tomique  es t
a i n s i  q u e  r a  p r o p o s i t i o n  a t o m i g u e  n ' e s t  c ô m p o s é e  d ' a u c u i e  a u t r e
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p r o p o s i t i o n .  a ,  b ,  c , . . . ,  1 e s  s u j e t s  d e s  p r o p o s i t i o n s  a t o m i g u e s ,
s o n t  a p o e r é s  d e s  i n d i v i d u s .  ( r r  e s t  à  n o t e r  q u e  l e s  i n d i v i d u s ,
su je ts  des  p ropos i tT6 [s -a tomiques ,  ne  son t  pâs  nécessa i remen t  des
i n d i v i d u s  a u  s e n s  d e  l - a  t h é o r i e  s i m p l e  d e s  t y p e s ;  e n  e f f e t ,  u n e
f o n c t i o n ,  u n e  c l a s s e  o u  u n e  r e l a t i o n  p e u v e n t  f o r t  b i e n  c o n s t j - t u e r
i e  s u j e t  d ' u n e  p r o p o s i t i o n  a t o m i q u e ) .  A  p a r t i r  d e  p r o p o s i t i o n s
a t o m i q u e s ,  o n  p e u t  c o n s t r u i r e ,  à  l - ' a i d e  d e  c o n n e c t e u r s  l o g i q u e s ,
d e s  p r o p o s i t i o n s  n o u v e l l e s ,  a p p e l é e s  " p r o p o s i t i o n s  m o l é c u l a i r e s " .
Une proposi t ion molécul-a i re est  une combinaison f inTë-Eê-pr6!oEi-
t i o n s  a t o m i g u e s .  o n  a p p e l l e  l e s  p r o p o s i t i o n s  a t o m i q u e s  o u  m c _ r l é -
c u l a i r e s ,  d e s  p r o p o s i t i o n s  é I é m e n t a i r e s .  U n e  c a r a c t é r i s t r q u e  e s -
s e n r - i e r l e  d e  1 a  p r o p o s i t i o n - E 1 E m e n t a i r e ,  c ' e s t  q u e  1 a  p r o p o s i t i o n
é l é m e n t a i r e  n e  c o n t i e n t  a u c u n e  e x p r e s s i o n  q u i  i m p t i q u e r a i t  u n e
q u a n t i f i c a t i o n ,  t e l l e s  l e s  e x p r e s s i o n s  " t o u t " ,  " q u e l q u e " ,  " a u c u n " ,

O n  a p p e l l e r a  " f o n c t i o n  p r o p o s i t i o n n e l - l e  é I é m e n t a i r e  d '  i n d i -
v i d u "  t o u t e  e x p r e s s i
E T E f r e n t a i r e  r e s  n o m s  d r i n d i v i d . u  p a r  d é s  v a r i a b l e s  d ' i n à i v i d u .

Cons idé rons  ma in tenan t  Ie  doma ine  fo rmé de  tou tes  les  fonc -
t i o n s  p r o p o s i t i o n n e l l e s  é l é m e n t a i r e s  d ' i n d i v i d u  q u i  s o n t  d ' u n
m ê m e  t y p e  d o n n é  t ( I e s  i n d i - v i d u s ,  a r g u m e n t s  d e s  f o n c t i o n s ,  s e r o n t
du  t ype  t  -  f  )  .  La  théor ie  rami f i ée  des  t ypes  peu t  a lo rs  ê t re
déf  in ie conrme une t f r  ontrer  comment on
p e u t ,  p â r  g é n é r a l i s a t i o n s  e t  q u a n t i f i c a t i o n s  s u c c e s s i v e s  d e s
f o n c t i o n s  é l é m e n t a i r e s  d ' i n d i v i d u  d u  t y p e  t ,  e n g e n d r e r  I ' e n s e m -
b l e  d e s  f o n c t i o n s  p r o p o s i t i o n n e l l e s  d u  t y p e  t  s e l o n  u n e  h i é r a r -
c h i e  d r o r d r e s .

On  commence  pa r  i n t rodu i re  l a  no t ion  de  mat r i ce .  Une  ma-
t r i ce  es t  une  fonc t ion  qu i  ne  con t ien t  aucune  vEGEfe  apparen te ,
c ' e s t - à - d i r e  q u i  n e  c o n t i e n t  a u c u n e  v a r i a b l e  l i é e

I I  e s t  c l a i r  o u e  t o u t e  f o n c t i o n  p r o p o s i t i o n n e l l e  é 1 é m e n -
t a i r e  d ' i n d i v i d u  e s t  u n e  m a t r i c e .  U n e  m a t r i c e  q u i  e s t  u n e  f o n c -
t i o n  p r o p o s i t i o n n e l l e  é l é m e n t a i r e  d ' i n d i v i d u  e s t  a p p e l é e  u n e
m a t r i c e  d u  p r e m i e r  o r d r e .  S o n t  a i n s i  d e s  m a t r i c e s  d u  c r e m i e r
o r d r e ,  I e s  f o n c t i o n s

R r *  ' R 2 x x , n r x  >  R a y .

A  p a r t i r  d ' u n e  m a t r i c e  d u  p r e m i e r  o r d r e ,  i l  e s t  p o s s i b l e
d r o b t e n i r  d e  n o u v e l l e s  f o n c t i o n s  p r o p o s i t i o n n e l l e s ,  e n  q u a n t i -
f i a n t  u n e  o u  p l u s i e u r s  d e s  v a r i a b l e s  d ' i n d i v i d u  q u i  o c c u r r e n t
d a n s  I a  m a t r i c e .  ( O n  v e i l l e r a  à  n e  p a s  q u a n t i f i e r  t o u t e s  l c s  v a -
r i a b l e s  d ' i n d i v i d u ,  s a n s  q u o i  o n  o b t i e n d r a  n o n  p l u s  u n e  f o n c t i o n
m a i s  u n e  p r o p o s i t i o n  ! ) .  O n  a p p e l l e r a  " f o n c t i o n  d u  p r e m i e r  o r -
d r e "  t o u t e  f o n c t i o n  q u i  o u  b i e n  e s t  u n e  m a t r i c e  d u  p r e m i e r  o r d r e
ou  b ien  es t  ob te . r r . t .  â  pa r t i r  d 'une  mat r i ce  du  p ren ià r  o rd re  pa r
l a  g u a n t i f i c a t i o n  d e  v a r i a b l e s  d ' i n d i v i d u .  V o i c i  q u e l g u e s  e x e m -
p l e s  d e  f o n c t i o n s  d u  p r e m i e r  o r d r e  q u i  n e  s o n t  p a s  d e s  m a t r i c e s
du  p remie r  o rd re  :
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( x ) . R r x y , ( x ) : R , x .  ) . R , y ,
I  1 -

( l x )  . R r y .

Tou te  fonc t ion  du  p remie r  o rd re .  es t  une  fonc t ion  p ropos i - t i onne l l e
d ' i n d i v i d u .  I r { a i s  u n e  f o n c t i o n  c l u  p r e m i e r  o r d r e  q ù i  ; r ' e s t  p a s
u n e  m a t r i c e  d u  p r e m i e r  o r d r e  n ' e s t  p a s  u n e  f o n c t i o n  p r o p o s i t i o n -
ne l l e  é lémen ta i re  d ' i nd i v idu  ;  e l i e  es t  une  fonc t ion  qu i  a  conrme
va leu rs  Tës -p r@s i t i ons  qu i  ne  son t  pas  des  p ropos i t i ons  é rémen-
t a i r e s ,  m a i s  c e  q u ' o n  a p p e t r e  d e s  p r o p o s i t i o n é  g ê n é r a r e s .

une  mat r i ce  du  second  o rd re  es t  une  mat r i ce  qu i  con t ien t
pa rm i  ses  a rguments  a [ -mo ïns -une  mat r i ce  du  p remie i  o rd re ,  e t
don t  tous  1es  au t res  a rguments  son t  des  ind iv idus .  une  mat r l ce
du  second  o rd re  es t  une  fonc t ion  qu i  résu l te  d 'une  mat r i ce  du
premie r  o rd re  pa r  l a  généra l i sa t i on  d 'au  mo ins  une  fonc t ion  du
premie r  o rd re .  Son t  a ins i  des  mat r i ces  du  second  o rd re ,  1es
f o n c t i o n s .

0 x ,  0  ( x , y )  ,  ô x  )  O y ,  o ù  {  e s t  u n e  v a r i a b r e
de  f  onc t ion  du  p remie r  o rd . re .

A  p a r t i r  d r u n e  m a t r i c e  d u  s e c o n d  o r d r e ,  i l  e s t  p o s s i b r e  d '
ob ten i r  de  nouve l l es  fonc t ions  p ropos i t i onne l l es ,  en  iuan t i f i an tu n e  o u  p l u s i e u r s  d e s  v a r i a b l e s  ( v a r i a b l e s  d ' i n d i v i d u ,  v a r i a b r e
d e  f o n c t i o n )  q u i  o c c u r r e n t  d a n s  r a  m a t r i - c e .  ( r c i ,  à  n o u v e a u ,  o n
aura  so in  de  ne .  pas  quan t i f i e r  t ou tes  les  va r iab les  qu i  occu r ren t
d a n s  l a  m a t r i c e ) .  O n  a p p e l l e r a  " f o n c t i o n  d u  s e c o n d  o ' r d r e "  t o u t e
f o n c t i o n q u i o u b i e n e s t u n e m a t r i c e d . u s e f f i " " - à = i
ob tenue  à  pa r t i r  d 'une  rna t r i ce  du  second  o rd re  pa r  l a  quan t i f i ca -
t i on  de  va r iab les .  son t  pa r  exemp le  des  fonc t ions  du  second .
o rd re ,  Ies  exp ress ions  su ivan tes  :

( x )  . ô x ,  ( x )  ( y )  . ô  ( x , y )  ,
( 0  )  . + x ,  ( O  )  ( x )  . 0  ( x , y 1  ,

où  0  e t  t  son t  des  va r iab les  de  fonc t ion

( x ) : 0 x .  3  . 0 y ,
( 0 ) ( x ) ( y ) : 0 x . 2 . û y ,

du premier  ordre.

Une mat r i ce  du  t ro i s ième o rd re
conme une matr ice @
mat r i ce  du  second  o rd re ,  e t  don t  tous
des  mat r i ces  du  p remie r  o rd re  ou  des
t ro i s ième o rd re  e t  l es  fonc t ions  qu i
f i ca t i -on  de  va r iab les  fo rmeron t  a lo rs

s e r a  d é f i n i e ,  à  s o n  t o u r ,
ses  a rguments  au  mo ins  une

Ies  au t res  a rguments  son t
ind iv idus .  Les  mat r i ces  du
en  résu l ten t  pa r  l a  quan t i -

ensemb le  les  fonc t ions  du
t r o i s i è m e  o r d r e .  E t  a i n s i  d e  s u i t e .

on  d i ra  qu 'une  fonc t ion  p ropos i t i onner le  es t  p réd ica t i ve
lo rsque  ce t te  fonc t ion  es t  une  mat r i ce .

c ' e s t  e n  t e r m e s  d e  l a  n o t i o n  d e  f o n c t i o n  p r o p o s i t i o n n e l r e
p r é d i c a t i v e  q u e  s e r a  é n o n c é  I ' a x i o m e  d i t  " d e  r é d u c t i b i l i t é "  .
on déf in i t  d 'abord quand deux fonct ions proposTEïonnêTTes-sont
équ iva len tes  :
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Deux  fonc t ions  p ropos i t i onne l " Ies  à  un  a rgument  son t
é q u i v a l e n t e s  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  f e s  d e u x  f o n c t i o n s  o n t  l e s  m ê m e s
va leu rs  de  vé r i t é  pour  l es  mêmes  a rguments .

C e  p o i n t  é t a n t  a c q u i s ,
su i . t  :

Tou te  fonc t ion
va len te  à  une  fonc t ion
m e n t .

o n  é n o n c e  I ' a x i o m e  d e  r é d u c t i b i l i t é  c o m m e

p r o p o s i t i o n n e l l e  à  u n  a r g u m e n t  e s t  é q u i -
p ropos i t i onne l l e  p réd ica t i ve  du  même a rqu -

S o i t  O x  e t  f x  d e s  f o n c t i o n s  p r o p o s i t i o n n e l l e s  d o n t  I ' o r d r e
n ' e s t  p a s  s p é c i f i é  e t  d o n t  I ' a r g u m e n t  x  e s t  u n  i n d i v i d t t  o u  u n e
f o n c t i o n  d e  n ' i m p o r t e  q u e l  o r d r e .  S i  f x  e s t  u n e  f o n c t i o n  p r é d i -

c a t i v e ,  n o u s  é c r i r o n s  f ! x .  E c r i v o n s ,  d ' a u t r e  p a r t ,  0 x  =  f x  p o u r

marquer  que  Sx  es t  équ iva len t  à  f x .  Nous  pouvons  a lo rs ,  à  l -a

s u i t e  d e  R u s s e l l  e t  W h i t e h e a d ,  é c r j - r e  c o l n m e  s u i t  I ' a x i o m e  d e  r é -

d u c t i b i l i t é  :

( l f ) : 0 x ' =  .  f ! x .
X

P o u r  d e s  f o n c t i o n s  p r o p o s i t i o n n e l l e s  à  d e u x ,  t r o i s  e t ,  d l

une  man iè re  généra le ,  à  n  a rguments ,  des  fo rmu la t i ons  co r respon-
d a n t e s  d e  I ' a x i o m e  d e  r é d u c t i b i l i t é  p o u r r o n t  ê t r e  i n t r o d u i t e s
s ' i I  y  a  l i e u .  ( f f  c o n v i e n d r a  n a t u r e l f e m e n t  d ' é t a b l i r  à  c h a q u e

f o i s  p r é a l a b l e m e n t  u n e  d é f i n i t i o n  c o n c o r d a n t e  d e  l ' é q u i v a l e n c e

e n t r e  d e u x  f o n c t i o n s  p r o p o s i t i o n n e l l e s )  .

L , e x p o s é  q u i  p r é c è d e  s e  r é f è r e  a u  p a r a g r a p h e  
x t 2  

d e s  P r i n -

c i p i a  M a t h è m a t i c - a .  M a i s  d a n s  I ' i n t r o d u c t i o n - à  I a  p r e m i è r e  ê A T -

f f i a g e , u n e d é f i n i t i o n d i f f é r e n t e e s t d o n n é e d e l a
n o t i o n  d e  f o n c t i o n  p r é d i c a t i v e .  U n e  f o n c t i o n  p r é d i c a t i v e  y  e s t

dé f in ie  co f l rme  une  fônc t îonEu f  es t  d 'un  o rd re  imméd ia tement  supé-

r i e u r  à  s o n  a r g u m e n t ,  c ' e s t - à - d i r e  q u ' u n e  f o n c t i o n  e s t  p r é d i c a -

t i v e  l o r s q u ' e l l e  a  I ' o r d r e  l e  p l u s  b a s  c o m p a t i b l e  a v e c  I e  f a i t

d ' a v o i r  I ' a r g u m e n t  g u ' e 1 l e  3 .  L e s  d e u x  d é f i n i t i o n s  n e  s e  r e c o u -

v r e n t  p a s . C o n s i d é r o n s , p a r  e x e m p l e , l a  f o n c t i o n  ( x ) . R x y  E n  v e r t u
d e  t a  à é f i n i t i o n  d o n n é e  d a n s  l e  p a r a g r a p h e  : 1 I 2 ,  c e t t e  f o n c t i o n

n ' e s t  p a s  p r é d i c a t i v e  p a r c e  q u ' e l l e  n ' e s t  p a s  u n e  m a t r i c e  ;  p a r

c o n t r e ,  e n  v e r t u  d e  I a  d é f i n i t i o n  d o n n é e  d a n s  I ' i n t r o C u c t i o n ,  I a

f o n c t i o n  e s t  p r é d i c a t i v e ,  à  s a v o i r  p a r  f e  s i m p l e  f a i t  q u ' e l l e

es t  une  fonc t ion  du  Premie r  o rd re .

C ' e s t  1 a  d é f i n i t i o n  d o n n é e  d a n s  I ' i n t r o d u c t l c n  q u e  n o u s

a d o p t e r o n s  d a n s  l a  s u i t e  d e  n o t r e  e x p o s é .  C e t t e  d é f i n i t i o n ,  e n

e f f à t ,  p a I  l e s  c o n s é q u e n c e s  q u ' e l l e  a u t o r i s e  à  t i r e r  d e  l ' a x i o m e

d e  r é d u ô t i b i l i t é ,  p e r m e t ,  m i e u x  q u e  I ' a u t r e  d é f i n i t i o n ,  d e  c o m -

p r e n d r e  c o m m e n t  i l  f a u t  r é s o u d . r e  l e s  d i f f i c u l t é s  l i é e s  à  l a  h i é -

r a r c h i e  d e s  o r d r e s .
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L A T H E O R I E  D E S  T Y P E S E T P A R A D O X E D E G R E L L I N G

Voyons  comment  Ia  théor ie  rami f i ée  des  t ypes  pe rmet  d 'éca r -

t e r  u n  p a r a d o x e  c o n m e  c e l u i  d i t  " d e  I ' a d j e c t i f  h é t é r o l o g i q u e " ,
pa radoxe  dû  à  Gre l l i ng .  Le  pa radoxe  de  Gre l l i ng  es t  Ie  su i van t  :

I l  a r r i v e  q u ' u n  a d j e c t i f  d é s i g n e  u n e  p r o p r i é t é  q u i  p e u t

ê t re  a t t r i buée  à  1 'ad jec t i f  l u i -même ;  pa r  exemp le ,  l e  mo t  " f ran -

ç a i s "  e s t  l u i - m ê m e  f r a n ç a i s  ;  a p p e l o n s  d e  t e l s  a d j e c t i f s ,  d e s

àd jec t i f s  au to log iques .  Par  oppos i t i on ,  on  appe l le ra  "h iQ !@fo-
gique" un adjecEïF-@T désigne une propr j -été qui  ne peut  pas être

âEËTbuée  à  I ' ad jec t i f  l u i -même ;  pa r  exemp le ,  Ie  mo t  " Iong"  n '

es t  pas  lu i -même 1ong .  La  ques t ion  qu 'on  peu t  a lo rs  se  poser  es t

c e l l e - c i  :  e s t - c e  q u e  I ' a d j e c t i f  " h é t é r o l o g i q u e "  e s t  l u i - m ê m e
hé té ro log ique  ?  On  vo i t  imméd ia tement  que  ce t te  ques t ion  mène  à

u n e  c o n t r a d i c t i o n .  C a r ,  s i  I ' a d j e c t i f  " h é t é r o l o g i q u e "  e s t  h é t é -
ro log ique ,  i l  dés igne  une  p rop r ié té  qu i  ne  peu t  pas  lu i  ê t re  a t -

t r i b u é e ,  ê L ,  p a r t a n t ,  i I  n ' e s t  p a s  h é t é r o l o g i q u e  i  s i ,  a u  c o n -
t r a i r e ,  I ' a d j e c t i f  " h é t é r o l o g i q u e "  n ' e s t  p a s  h é t é r o l o g i g u e ,  i I
d é s i g n e  u n e  p r o p r i é t é  q u i  p e u t  l u i  ê t r e  a t t r i b u é e ,  ê t ,  p a r t a n t ,

i l  e s t  h é t é r o l o g i q u e .

La  théor j -e  rami f i ée  des  t ypes  pe rmet  d 'éca r te r  Ie  pa radoxe

de  Gre l t i ng ,  en  mon t ran t  que  Ia  fo rmu la t i on  de  ce  pa radoxe  n 'es t
pas  con fo rme aux  ex iqences  de  la  h ié ra rch ie  des  o rd res .

Pour  l e  vo i r ,  examinons ,  d 'un  po in t  de  vue  fo rme l ,  comment
on  passe ,  dans  le  pa radoxe  de  Gre l l i ng ,  Pâr  exemp le  de  la  p rémis -

s e  " I ' a d j e c t i f  
' h é t é r o l o g i - q u e '  e s t  h é t é r o l o g i q u e "  à  I a  c o n c l u s i o n

" I ' a d j e c t i f  ' h é t é r o l o g i q u e '  n ' e s t  p a s  h é t é r o l o g i q u e " .

S o i t  $  n ' i m p o r t e  q u e l l e  p r o p r i é t é .  E t  s o i t  R  I a  r e l a t i o n
qu i  ex i s te  en t re  un  ad jec t i f  e t  l a  p rop r ié té  que  ce t  ad iec t i f
d é s i g n e .  R e p r é s e n t o n s  p a r  ' H e t '  l a  p r o p r i é t é  d ' ê t r e  h é t é r o l o g i -
gu€ ,  e t  cons idé rons  a ins i  I ' exp ress ion  'He t t  comme une  ab rév ia -
€ i o n  d e  I ' a d j e c t i f  " h é t é r o l o g i q u e " .  D a n s  l e  p a r a d o x e  d e  G r e 1 l i n g ,
o n  p a r t ,  p o u r  c o m m e n c e r ,  d e  l a  d é f i n i t i o n  d e  1 ' e x p r e s s i o n  " x  e s t
hé té ro log ique"  :

H e t ( x ) .  =  
D f .  

r  l 0  :  x R 0 . ' " 0 ( x )  ( 1 ) .

O n  c o n s i d è r e  a l o r s  I e  c a s  o ù  x  e s t  I ' a d j e c t i f  " h é t é r o l o g i q u e "
lu i -même :

H e t ( ' H e t ' ) . >  :  l 0  :  ' H e t ' R Ô . ' !  0 ( ' H e t ' )  ( 2 \

D e  I a  s u p p o s i t i o n  q u e  1 ' a d j e c t i f  " h é t é r o l o g i g u e "  d é s i g n e  u n e  p r o -
p r ié té  ,  on  conc lu t ,  sémant iquement ,  euê  ce t te  p rop r ié té  es t  l a
p r o p r i é t é  d ' ê t r e  h é t é r o l o g i q u e ,  c e  q u i  d o n n e  :

L E

H e t ( ' H e t ' ) .  =  :  ' H e t ' R H e t . t  H e t  ( ' H e t ' )  ( 3 )
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E n f i n ,  p â r  u n e  a p p l i c a t i o n  d ' u n  p r i n c i p e  d e  l o g i q u e  p r o p o s i t i o n -
1 9 r l e ,  l e  p r i n c i p e  " d e  s i m p l i f i c a t i o n " ,  o n  o b t i e n t  a - p . r t i ,  d "
( 3 )  :

i { e t  ( ' H e t ' ) . f , t  F { o f  l r H ê . t - r \
t

R e m a r q u o n s  m a i n t e n a n t  q u e ,  e n  v e r t u  d e  l a  t h é o r i e  r a m i f i é e
d e s  t y p e s ,  i l  c o n v i e n t  q u e  d . a n s  l a  f o r m u l e  ( 1 )  l a  f o n c t l o n  $ x
s o i t  r i m i t é e  à  u n  o r d r e  d é t e r m i n é .  s o i t  n  c e t  o r d r e .  L a  f o n c -
t i o n  H e t ( x )  e s t  a r o r s  u n e  f o n c t i o n  d ' u n  o r d r e  s u p é r i e u r  à  n .
D a n s  c e s  c o n d i t i o n s ,  l a  f o n c t i o n  H e t ( x )  n e  p e u t  p a s  ê t r e  c o n s i d é -
r é e  c o m m e  u n e  d e s  v a l e u r s  d e  l a  f o n c t i o n  0 x  e l l e l m ê m e .  r r  r é s u l -
! g  d "  r à  q u e  n o u s  n e  p o u v o n s  p a s ,  p o u r  o b t e n i r  ( 3 )  à  p a r t i r  d e
( 2 ) ,  s u b s t i t u e r  d a n s  ( 2 )  ' H e t l  à  ' ô ' .

o n  p e u t  r é s u m e r  l r e s s e n t i e l -  d e  c e  q u i  p r é c è d e  e n  d . i s a n t  q u e ,
d a n s  l e  p a r a d o x e  d e  G r e l l i n g ,  I ' a d j e c t i f  ' , h é l é r o l o g i q u e "  n ' e s È
p a s  u n  a d j e c t i f  d a n s  l e  m ê m è  s e r r s  q u e  l e s  a d j e c t i f i  d - o n t  o n  d j _ t
q u ' i l s  s o n t  o u  n e  s o n t  p a s  h é t é r o l ô g i q u e s .  p a r  c e t t e  r e m a r q u e  l e
p a r a d o x e  d e  G r e r r i n g  s e  t r o u v e  ê t r e  r é s o l u ,  p u i s q u ' o n  n ' a  p i u s
a l o r s  à  s e  d e m a n d e r  s i  I ' a d j e c t i f  " h é t é r o l o g i g u e ' i  e s t  o u  n - ' e s t
p a s  h é t é r o l o g i q u e .

O n  p o u r r a i t  s e  p o s e r  l a  q u e s t i o n  i n t é r e s s a n t e  d e  s a v o i r  s i
I ' a x i o m e  d e  r é d u c t i b i r i t é  n e  v i e n d . r a i t  p a s  i c i  c o m p e n s e r  l - e s  e f  -
f e t s  r e s t r i c t i f s  d e  r a  t h é o r i e  r a m i f i é e  d e s  t y p e s .  E n  d ' a u t r e s
t e r m e s ,  s i  n o u s  a d o p t o n s  I ' a x i o m e  d e  r é d u c t i b i l i t é ,  n ' a l l o n s - n o u s
p a s  v o i r  r é a p p a r a î t r e  ] e s  p a r a d o x e s  s é m a n t i q u e s ,  € t ,  d a n s  I ' e s -
p è c g ,  r e  p a r a d o x e  d e  G r e r r i n g  ?  c o m m e  I ' a  f a i t  r e m a r q u e r  R a m s e y ,
c e  d a n g e r  n ' e x i s t e  p a s ,  e t  c e t t e  s i t u a t i o n  e s t  d u e  p r é c i s é m e n t  â u
c a r a c t è r e  s é m a n t i q u e  d e s  p a r a d o x e s .  E n  e f f e t ,  d e  c è  q u e  I ' a d j e c -

! i f  " h é t é r o l o g i q u e "  d é s i g n e  l a  p r o p r i é t é  d ' ê t r e  h é t é r o l o g i q u e  e t
d e  c e  q u ' i r  e x i s t e  u n e  p r o p r i é t é  p r é d i c a t i v e  é q u i v a l e n t e  à  l a
p r o p r i é t é  d ' ê t r e  h é t é r o l o g i q u e ,  i r  n e  s u i t  d . ' a u c u n e  m a n i è r e  q u e
i l  a d j e c t i f  " h é t é r o l o g i q u e "  d é s i g n e  c e t t e  p r o p r i é t é  p r é d i c a t i v e
é q u i v a l e n t e .

L A  T H E O R I E  D E S T Y P E S  E T L A D E F I N I T I O N  D E L  '  I  D E N T  I  T E

( 4 )

L ' i d e n t i t é  e s t  h a b i t u e l l e m e n t  d é f  i n i e  c o m m e  s u i - t  i

( 0 )  : 0 x . > .  ô y ,x = y . = D f :

c e  q u i  s i g n i f i e  :  x  e t
t o u t e s  l e s  p r o p r i é t é s

s o n t  i d e n t i g u e s  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  y  a
x .d e

L e  p r o b r è m e  d e  l a  d é f i n i t i o n  d e  l - ' i c e n t i t é  e s t  a r o r s  i e
s u i - v a n t .  L a  d é f  i n i t i o n  d e  I ' i d e n t i t é  c o n t r e v r - e n t  à  l a  t h é o r i e



r a m i f  i é e  d e s  t - y p e s ,  p u j - s q u ' e l l e
p r i é t é s  s a n s  s p é c i f i e r  g u e l  e s t
d ' a u t r e  p a r t ,  i l  e s t  c l a i r  g u e
q u e s  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  x  e t  y
m u n ,  q u e l  q u e  s o i t  l ' o r d r e  d e
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s e  r é f è r e  à  u n e  t o t a l i t é  d e  p r o -
I ' o r d r e  d e  c e s  p r o p r i é t é s .  M a i s ,
i n tu i t i vement  x  e t  y  son t  i den t i -
on t  tou tes  leu rs  p rop r ié tés  en  co f l r -- . -

c e s  p r o p r r e t e s .

I l  semb le  b ien  que  le  p rob lème a ins i  posé  so i t  i nsu rmon ta -
b1e .  Nous  ne  pouvons  pas  l im i te r  l es  p rop r ié tés  de  x  e t  de  y  à
des  p rop r ié tés  pa r  exemp le  du  p remie r  o rd re  ;  i l  se ra i t  en  e f fe t
i n c o n c e v a b l - e  d ' a f f i r m e r  q u e  x  e t  y  s o n t  i d e n t i q u e s  a l o r s  q u ' i l s
d i f f è r e n t  p a r  u n e  o u  p l u s i e u r s  p r o p r i é t é s  d u  s e c o n d  o r d r e .  B i e n
en tendu ,  s i  nous  posons  gue  x  e t  y  on t  tou tes  leu rs  p rop r ié tés
du  second  o rd re  en  commun,  i 1  en  résu l te ra  gue  x  e t  y  on t  tou tes
l -eu rs  p rop r i -é tés  du  p remie r  o rd re  en  commun (en  e f fe t ,  l a  p rop r ié -
té  d 'avo i r  t ou tes  les  p rop r ié tés  du  p remie r  o rd re  qu i  appar t i en -
nen t  à  x  es t  une  p rop r ié té  du  second  o rd re  qu i  appar t i en t  à  x ) ;
m a i s  a l o r s ,  à  n o u v e a u ,  l e  f a i t  q u e  x  e t  y  a i e n t  t o u t e s  r e u r s  p r o -
p r i é t é s  d u  s e c o n d  o r d r e  e n  c o r r m u n ,  n ' e x c l u t  p a s  g u ' i I s  d i f f è r e n t
pa r  une  ou  p lus ieu rs  p rop r ié tés  du  t ro i s ième o rd re .

D a n s  I e  c a d r e  d e  l a  t h é o r i e  r a m i f i é e  d e s  t y p e s ,  i 1  n ' e s t
d o n c  p a s  p o s s i b l e  d e  f o r m u l e r  u n e  d é f i n i t i o n  s a t i s f a i s a n t e  d e
I ' i d e n t i t é .  L e  m i e u x  q u e  n o u s  p o u r r i o n s  f a i r e ,  c ' e s t  d e  r e m p l a -
c e r ,  d a n s  I a  d é f i n j - t i o n  d e  I ' i d e n t i t é ,  r e  d é f i n i s s a n t  p a r  r r e s -
q u i s s e  d ' u n e  c o n j o n c t i o n  i n f i n i e  d e  d é f i n i s s a n t s  l i m i t ê s ,  c h a c u n ,
à  un  o rd re  dé te rm iné  :

x  =  y .  =  
D f  :  0 r x ) a  o r v . ô 2 x ) a - Q 7 y . + r x

Ma is  ce  se ra i t  1à  une  so lu t i on  t rompeuse ,  ca r  une  énuméra t ion ,
r o r s g u ' e l 1 e  d o i t  s e  p o u r s u i v r e  à  r ' i n f i n i ,  n e  p e u t  d o n n e r  u n e
d é f i n i t i o n  c o m p l è t e .

S i  n o u s  a v o n s  r e c o u r s  à  r ' a x i o m e  d e  r é d u c t i b i r i t é ,  n o u s
pour rons  fo rmu le r  une  dé f in i t i on  sa t i s fa i san te  de  i l i den t i t é .
A p p e l o n s  " p r o p r i é t é  p r é d i c a t j - v e "  d ' u n  o b j e t ,  t o u t e  f o n c t i o n  p r é -
d i c a t i v e  g u e  s a t i s f a i t  c e t  o b j e t .  E t  p o u r  m a r q u e r  q u ' u n e  p r o -
p r i é t é  0  e s t  p r é d i c a t i v e ,  é c r i v o n s  " O ! x " .  N o u s  p o u v o n s  a l o r s
f o r m u l e r  l a  d é f i n i t i o n  d e  I ' i _ d e n t i t é  c o m m e  s u i t  :

x  =  y .  =  
D f  :  ( $ )  :  { ! x . > . 0 ! y ,

C ' e s t - à - d i r e :  x  e t  y  s o n t  i d e n t i q u e s  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  y  a
t o u t e s  l e s  p r o p r i é t é s  p r é d i c a t i v e s  d e  x .  E n  e f f e t ,  e n  v e r t u  d e
I ' a x i o m e  d e  r é d u c t i b i l i t é ,  t o u t e  f o n c t i o n  à  u n  a r g u m e n t  e s t  é q u i -
va len te  à  une  fonc t ion  p réd ica t i ve  de  ce t  a rgument .  s i  donc  x
e t  y  o n t  t o u t e s  l e u r s  p r o p r i é t é s  p r é d i c a t i v e s  e n  c o m m u n ,  i l  e s t
c l a i r  g u ' i l  n r e s t  p a s  p o s s i b l e ,  d a n s  c e s  c o n d i t i o n s r  g u ê  x  e t  y
d i f f è r e n t  p a r  u n e  o u  p l u s i e u r s  p r o o r i é t é s  d ' u n  o r c l r e  s u p é r i e u r  à
I r o r d r e  p r é d i c a t i f .  ( S u p p o s o n s ,  e n  e f f e t ,  e u ' i l  e x i s t e  u n e  p r o -
p r i é t é  d e  x  q u e  y  n e  p o s s è d e  p a s ,  p r o p r i é t é  d ' u n  o r d r e  s u p é r i e u r
à  r ' o r d r e  d e s  p r o p r i é t é s  p r é d i c a t i v e s  d e  x  ;  c e t t e  p r o p r i é t é  d e
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I  s e r a  é q u i v a l e n t e  à  u n e  p r o p r i é t é  p r é d i c a t i v e  d e  x  ;  d ' o t i  i l
f  a u d r a i t  c o n c l u r e  q u ' i 1  e x i s t e  u n e  p r o p r i é t é  p r é d i c a t j _ v e  d . e  x
q u e  y  n e  p o s s è d e  p a s ) .

s i  n o u s  l i m i t o n s  r e  c h a m p  d ' a p p l i c a t i o n  d e  I ' i d e n t i t é  à  d e s
o b j e t s  q u i  s o n t  d e s  i n d i v i d u s  a u  s e n s  d . e  l a  t h é o r i e  r a m i f i é e  d e s
t y p e s ,  n o u s  p o u v o n s  F o Ï m u l e r  r a  d é f i n i t i o n  d e  I ' i d e n t i t é  d e  l a
man iè re  su ivan te  :

x  e t  y  son t  i den t iques  s i  e t  seu lemen t  s i  x  e t  v  on t
tou tes  leu rs  p rop r ié tés  du  p remie r  o rd re  en  co f l rmun .

E n  e f f e t ,  u n e  c o n s é q u e n c e  d e  I ' a x i o m e  d e  r é d u c t i b i l i t é  e s t  q u e
t o u t e  f o n c t i o n  d ' i n d i v i d u  e s t  é g u i v a l e n t e  à  u n e  f o n c t i o n  d u  p r e -
m i e r  o r d r e .  C a r  t o u t e  f o n c t i o n  d ' i n d i v i d u  e s t  é q u i v a l e n t e  à  u n e
f o n c t i o n  p r é d i c a t i v e  d ' i n d i v i d u ,  e t  t o u t e  f o n c t i o n  p r é d i c a t i v e
d ' i n d i v i d u  e s t ,  p a r  l a  d é f i n i t i o n  m ê m e  d e  l a  n o t i o n  d e  f o n c t i o n
p r é d i c a t i v e ,  u n e  f o n c t i o n  d u  p r e m i e r  o r d r e .

L A  T H E O R  I  E D E S  T Y P E S E T L A  N O T  I  O N D E  B O R N E  S U P E R  I  E U R E

Rapperons ,  pour  commencer ,  comment  on  peu t  dé f in i r  ra  no -
t i on  de  bo rne  supér ieu re  en  te rmes  de  la  no t ion  de  coupure .

Par tons  de  1a  dé f in i t i on  du  nombre  rée r  donnée  pa r  Dedek ind :

on  apper re  "coupure "  des  ra t i onne ls ,  t ou te  pa i re  o rdonnée
<4 ,  B>  te l l e  que

f )  A  e t  B  s o n t  n o n  v i d e s ,

2 )  A U B  e s t  I ' e n s e m b l e  d e s  r a t i o n n e l s ,

3 )  s i  x é A  e t  y e B ,  a l o r s  x < y ,  c ' e s t - à - d i r e  g u e  t o u t  é f é -
men t  de  A  p récède  tou t  é Iémen t  de  B .

Un
r a t i o n n e l s .

nombre  rée l  es t  a lo rs  dé f in i  comme u n e  c o u p u r e  d e s

R u s s e l l a  d o n n é  u n e  f o r m u l a t i o n  q u e l q u e  p e u  s i m p l i f i é e  d e  r a
d é f i n i t i o n  d e  D e d e k i n d .  I I  d é f i n i t  l e  n o m b r e  r é e I  c o m m e  u n e  c o u -
p u r e  i n f é r i e u r e  d e s  r a t i o n n e l s .  S o i t  R a  I ' e n s e m b l e  d e s  r a t i o n -
n e l s .  u n e  c o u p u r e  i n f é r i e u r e  d e s  r a t i o n n e l s  e s t  u n  e n s e m b r e  A
te l  que

I )  A  e s t  n o n  v i d e ,

2 )  A c R a ,

3 )  s i  x e A  e t  y e ( R a . " , A )  a l o r S  *  {  y ,  c ' e s t - à - d i r e  g u e .
t o u t  é I é m e n t  d e  A  p r é c è d e  t o u t  r a t i o n n e l  h o r s  d e  A ,
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4 )  p o u r  t o u t  x s A ,  i l  e x i s t e  u n  y e A  t e l  g u e  x  (  y ,
c r e s t - à - d i r e  q u e  A  n ' a  p a s  d e  p l u s  g r a n a  é f é m e i i .

I n t r o d u i s o n s  m a l n t e n a n t  l a  n o t i o n  d e  b o r n e  s u p é r i e u r e .  S o i t
E  un  ensembre  de  nombres  rée ls .  on  apper le  "bo rne  supér ieu re ' ,  d .e
E ,  une  coupure  in fé r ieu re  des  ra t i onne ls  qu i_  f f i
m e m b r e s  d e  E ,  c r e s t - à - d i r e  u n e  c o u p u r e  i n f é r i e u r e  d e s  r a t i o n n e l s
qu i  con t ien t  comme é lémen ts  e t  comme seu ls  é lémen ts  tous  les  ra -
t i onners  qu i  son t  é lémen ts  d 'un  que lconque  membre  de  E .

ces  po in t s  é tan t  acqu i s rexam inons  que r re  es t  r a  d i f f i cu r t é
l iée à  Ia  not ion de borne supér ieure.

E n  v e r t u  d e  I a  t h é o r i e  d e s  c l a s s e s  e x p o s é e  d a n s  l e s  p r i n c i -
Pj-a Mathemat ica,  chaque c l -asse peut  être considérée comrne cïasse
de  tous  les  ob je ts  qu i  sa t i s fon t  une  fonc t ion  p ropos i t i onne l l e
donnée .  Tou te  c lasse  es t  en  ce  sens  dé te rm inéè  pà r  une  fonc t ion
propos i t i onne l - l e .  

_Nous  pouvons  exp r imer  ce la  en  d . i san t  que  tou te
c l a s s e  a  s a  c a r a c t é r i s t i q u e  d é f i n i s s a n t e .

Les  nombres  rée1s ,  dé f in i s  pa r  Ie  p rocédé  des  coupures  in -
fé r ieu res ,  son t  des  c rasses  de  ra l i onne l - s .  un  nombre  rée r  adonc
u n e  c a r a c t é r i s t i q u e  d é f i n i s s a n t e r  e u i  e s t  u n e  f o n c t i o n  d e  r a t i o n -
ne ls .  o r ,  en  ve r tu  de  la  théor ie  i am i f i ée  des  t ypes ,  i r  conv ie r r t
que  tou te  ca rac té r i s t i que  dé f in i ssan te ,  pâ r  ce la  même qu 'e r re  es t
une  fonc t j -on  p ropos i t i onne l re ,  so i t  l im i l ée  à  un  o rd . re  donné .ce t
o rd re  es t  f i n i ,  é tan t  donné  que  le  nombre  des  a rguments  e t  d .es
va r iab les  apparen tes  dans  une  fonc t ion  es t  l u i -méme f i n i .  Appe-
l o n s  n  I ' o r d r e  l e  p r u s  é t e v é  q u e  1 ' o n  r e n c o n t r e  p a r m i  l e s  c a r a c -
t é r i s t i q u e s  q u i  d é f i n i s s e n t  l é s  r é e l s .  c o n s i d é r ô n s  a l o r s  u n  e n -
s e m b l e  E  d e  r é e l s  d o n t  l e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d é f i n i s s a n t e s  s o n t  d e
I ' o rd re  n .  En  ve r tu  de  ce  qu i  p récède ,  l a  bo rne  supér ieu re  de
I rensemb le  E  pour ra  ê t re  ana lysée  co lnme Ia  c lasse  aê  tous  Ies  ra -
t i onne ls  qu i  sa t i s fon t  Ia  fonc t ion  de  sa t i s fa i re  une  que lconque
d e s  f o n c t i o n s  d ' o r d r e  n  q u i  d é t e r m i n e n t  r e s  m e m b r e s  a e  s .  o r r e n
ver tu  de  la  h ié ra rch ie  des  o rd res ,  l a  fonc t ion  de  sa t j - s fa j - re  une
g u e r c o n q u e  f o n c t i o n  d ' o r d r e  n ,  n ' e s t  p a s  e l l e - m ê m e  u n e  f o n c t i o n
d ' o r d r e  n ,  m a i s  u n e  f o n c t i o n  d ' o r d r e  n  +  r .  L a  c a r a c t é r i s t i q u e
dé f  i n i ssan te  de  la  bo rne  supér ieu re  de  I ' ensemb le  E  es t  d .onc  d 'un
ord re  supér ieu r  à  ce lu i  des  nombres  rée ls .  D 'où  i l  f au t  conc lu re
que  1a  bo rne  supér ieu re  de  I ' ensemb le  E  n 'es t  pas  e l re -même un
nombre  rée l .

La  d i f f i cu l té  l i ée  à  ta  no t ion  de  bo rne  supér ieu re  peu t  ê t re
l e v é e ,  s i  n o u s  a v o n s  r e c o u r s  à  l , ' a x i o m e  d e  r é d u c l i n i r i t e .  u n e
conséquence  év iden te  de  ce t  ax iome es t ,  en  e f fe t ,  guê  I ' o rd re  de
tou te  fonc t ion  non  p réd i - ca t i ve  peu t  ê t re  rédu i t  d 'âu  mo ins  un  de -
g r é .  o r ,  i l  e s t  c l a i r  g u e  r a  c â r a c t é r i s t i q u e  d é f i n i s s a n t e  d . e  r a
borne  supér ieu re  de  i l ensembre  E  n 'es t  pas  une  fonc t ion  p réd ica -
t i ve ,  é tan t  donné  que  ce t te  ca rac té r i s t i que  es t  une  fonc t ion  de
r a t i o n n e l s  e t  q u e  r e s  r a t i o n n e l s  s o n t ,  p i r  h y p o t h è s e ,  d ' o r d r e  i n -
f é r i e u r  à  n .  L ' o r d r e  n  +  I  d e  l a  c a r a c i c r i s l i q u e  d é i i - n i s s a n t e  d e
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I a  b o r n e  s u p é r i e u r e  d e  I ' e n s e m b l e
d r e  n  q u i  e s t  c e l u i  d e s  r é e l s .

E  p e u t  d o n c  ê t r e  r a m e n é  à  1 ' o r -

L A  T H E O R I E  D E S  T Y P E S E T L E P R O B L E M E  D E  L I I N D U C T I O N  M A T H E -

M A T  I  Q U E

S e l o n  P . M . ,  I ' i n d u c t i o n  m a t h é m a t i q u e
p l i c a t i o n  à  l a  s u i t e  n a t u r e l l e  d e s  n o m b f e s
a p p l i c a b l e  à  t o u t e s  l e s  r e l a t i o n s ,  à  s a v o i r
t r a l e  d ' u n e  r e l a t i o n .

n ' e s t  a u t r e  q u e  f ' a p -
d ' u n e  n o t i - o n  q u i  e s t

I a  n o t i o n  d e  1 ' a n c e s -

S o i t  R  u n e  r e l a t i o n .  L ' a n c e s t r a l e  d e  R  e s t  n o t é e  R
L ' e x p r e s s i o n  " x R * y "  s e  l i r a  " x  e s t  I ' a n c ê t r e  d e  y  r e r a t i v ë m e n t  à
l a  r e l - a t i o n  R " ;  

^ o n  
p e u t  a u s s i  l a  l i r e  " y  a p p a r t i e n t  à  l a  s u i t e

fo rmée  pa r  l a  re la t i on  R  e t  commençan t  pa r  x "  ou ,  encore ,  " y  es t
i den t ique  à  x  ou  y  su i t  x  dans  ra  su i te  fo rmée  pa r  l a  re ra t i on
R t t .

L a  d é f i n i t i o n  d e  I ' a n c e s t r a l e  d ' u n e  r e l a t i o n  e s t  l a  s u i v a n -
t e :

x  e s t  l r a n c ê t r e  d e  y  s i  e t  s e u l e m e n t  s i ,  p o u r  t o u t e  p r o -
p r i é t é  S ,  I e  f a i t  q u e  y  a  l a  p r o p r i é t é  q  r é s u l t e  d u  f a i t  q u e

r )  x  a  l a  p r o p r i é t é  Q ,

2 )  p o u r  t o u t  z  e L  t o u t  w ,  s i  z  a  L a  r e l a t j _ o n  R  à  w ,
a l o r s ,  s i  z  a  l a  p r o p r i é t é  ô ,  w  a  l a  p r o p r i é t é  0 .

E n  d ' a u t r e s  t e r m e s ,  x  e s t  I ' a n c ê t r e  d e  y  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  y  a
t o u t e s  l e s  p r o p r i é t é s  d e  x  q u i  s o n t  h é r é d i t a i r e s  d a n s  r a  s u i t e
f o r m é e  p a r  l a  r e l a t i o n  R .  o n  p e u t  n o t e r  l a  d é f i n i t i o n  q u i  p r é c è -
de comme sui t  :

x R * y  =  
D f  

z R w .  >  
z r w . Q z " + \ n t  r  r ô . 0 x > 0 y

Pour  m ieux  comprendre  ce t te  dé f in i t i on ,  i n te rp ré tons  "y
s u i t  x  d a n s  1 a  s u i t e  R "  c o f l r m e  s i g n i f i a n t  " x  a  l a  r e l a t i o n  R  à  y ,
o u  x  a  l a  r e l a t i o n  R  à  z  q u i  l u i - m ê m e  a  I a  r e l a t i o n  R  à  y ,  o u . . . " .
D a n s  c e s  c o n d i - t i o n s ,  i l  e s t  c l a i r  q u e  s i  x  a  l a  p r o p r i é t é  S  e t
q u e  +  e s t  h é r é d i t a i r e  d a n s  I a  s u j - t e  R ,  a l o r s  y  a  l a  p r o p r i é t é  O .
E n  e f f e t ,  x  e s t  I ' a n c ê t r e  d e  y .  A i n s i ,  p r e m i e r  c a s ,  x  e s t  i d e n -
t i q u e  à  y  :  i l  e s t  i m m é d i a t  q u e  y  a  I a  p r o p r i é t é  ô ;  d e u x i è m e  c a s ,
x  a  Ia  re la t i on  R  à  y  :  y  a  l a  p rop r ié té  0  en  ve r tu  Ae-EcTause
( f )  e t  d ' u n e  a p p l i c a t i o n  d e  l a  c l a u s e  ( 2 )  ;  t r o i s i è m e  c a s ,  x  a
la re lat ion R à z qui  lu i -même a la re lat ion-n E- l -  :  J l i l Ia pro-
p r i é t é  0  e n  v e r t u  d e  l a  c l a u s e  ( 1 )  e t  d ' u n e  d o u b l e  a p o l i c a t i o n d e
l - a  c l a u s e  ( 2 )  ;  e t  a i n s i  d e  s u i t e .
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L a  d é f i n i t i o n  d e  1 ' a n c e s t r a l e  d ' u n e  r e l a t i o n ,  d é f i n i t i o n
é l a b o r é e  p a r  P . M . ,  s r i n s p i r e  d e  c e l 1 e  d o n n é e  p a r  F r e g e  d a n s  r a
B e g r i f f s s c h r i f t .  E r e g e  e s t  l a  p r e m i e r  à  a v o i r  c h e r c h é  à  d é f i n i r
r o g i q u e m e n t  1 ' o r d r e  d a n s  u n e  s u i t e .  o n  p e u t  f o r m u l e r  l a  d é f i n i -
t i on  de  F rege  en  ces  te rmes  :

y  su i t  x  dans  la  su i te  fo rmée  oa r  Ia  re la t i on  R  s i  e t
s e u r e m e n t  s i  p o u r  n ' i m p o r t e  q u e r r e  p r o p r i é t é  g ,  r e  f a i t  q u e  y  a
la  p rop r ié té  Q  peu t  ê t re  é tab l i  à  pa r t i r  des  deux  seu les  cond i -
t i ons  su ivan tes  :

1 )  s i  x  a  l a  r e l a t i o n  R  à  z ,  a l o r s  z  à  l a  p r o p r i é t é
0 ,

2 )  p o u r  t o u t  z  e L  t o u t  w ,  s i  z  a  L a  r e l a t i o n  R  à  w ,
a l o r s  s i  z  a  l a  p r o p r i é t é  O ,  v r  a  I a  p r o p r i é t é  O .

E n  f a i t '  c e  q u e  F r e g e  d é f i n i t  a i n s i ,  c e  n ' e s t  p a s  l , a n c e s -
t r a l e  d e  R ,  m a i ?  c e  g u ' o n  a p p e l l e  l ' a n c e s t r a l e  p r o p r è  d e  R .  O n
d i t  que  x  es t  I ' ancê t re  p rop re  de  y  s  j -  e t  seu re t6T-E i  y  su i t  x
dans  la  su i te  R .  Le  rappor t  en t re  l es  deux  no t ions  es t  d .onc  que
x  es t  i l ancê t re  de  y  s i  e t  seu rement  s i  x  es t  i den t ique  à  v  ou  x
e s t  I ' a n c ê t r e  p r o p r e  d e  y .

En  dés ignan t  I '  ances t ra le  p rop re  de  R  pa r  R  ^a ,  on  peu t  no -
ter  la déf in i - t ion de Frege conrme sui t  :  W'

" * @ Y  
=  

D f  , R * . ) r , * .  S z > o w  :  x R z > S z .  :  > r o y .

On vo i t  f ac i l emen t  que  s i  x \ ^12  au  sens  de  F rege ,  a lo rs
xR*y  au  sens  de  P .M.  Supposonsren-e f fe t ,  que  x \ - ; r  au  sens  d .e
Frege .  Pour  mon t re r  gue  xR*y  au  sens  de  p . l 4 . r i r t ' f au t  é tab l i r  que
s i  0  e s t  h é r é d i t a i r e  e t  q u e ^ g x ,  a l o r s  g y .  O r ,  s i  g x ,  a l o r s ,  e n
ver tu  du  ca rac tè re  hé réd i ta i re  de  Q,  xRz>gz ,  ê t ,  donc ,  en  ve r tu
d e  I a  d é f i n i t i o n  d e  F r e g e ,  $ y .

r i d é e  g u e  I ' i n d u c t i o n  m a t h é m a t i q u e  r é s u r t e  d ' u n e  a p p l i c a -
t i o n  d e  I a  n o t i o n  d e  l r a n c e s t r a l e  d ' u n e  r e r a t i o n ,  c r e s t  l à - a u s s i
une_  idée  rep r i se  à  F rege .  s i  F rege  a  consac ré  une  pa r t i e  en t i&e

9 :  
I a  B e g r i f f s s c h r i f t  à  r ' é r a b o r a t i o n  d ' u n e  d é f i n i t i o n  r o g i q u e d e

| o r d r e  d a n s  u n e  s u i t e ,  c ' e s t  p a r c e  q u ' i l  c o n s i d è r e ,  c o û r m e  I ' a t -
teste les Grunl l l -agen, la sui te naturel le d.es nombres comme un cas
par t i cu l i eF -FGë-su i te  R ,  êL ,  p rus  lo in ,  I ' i nd .uc t ion  mathémat i -
que  conme un  cas  pa r t i cu l i e r  d 'un  ra i sonnement  app l i cab le  à  tou te
s u i t e .

Comment  fau t - i I  comprendre  ce t te  i dée  que  I ' i nduc t ion  mathé-
m a t i - q u e  r é s u l t e  d ' u n e  a p p l i c a t i o n  d e  r a  n o t i o n  d e  I ' a n c e s t r a r e
d ' u n e  r e r a t i o n  ?  R e g a r d o n s  c e l a  d e  p r u s  p r è s .  E n  u t i r i s a n t  l a
d é f i n i t i o n  d e  I ' a n c e s t r a l e  d . ' u n e  r e l a t i o n  R ,  o n  p e u t  c o n s t r u i r e
Ie  ra i sonnement  su i van t  :
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x a Ia propr j -été 0 ,
I a  p rop r ié té  0  es t  hé réd i ta i re  dans  la  su i te  R

s i  y  es t  i den t ique  à  x  ou  s i  y  su i t  x  dans  la  su i te  R ,
a l o r s  y  a  l a  p r o p r i é t é  ô .

Appe lons  ce  ra i sonnement ,  re  ra i sonnernen t  i nduc t i f .  ce  gue  Rus-
s e l l e t W h i t e h e a d v e u I e n t d i r e , c ' e S t q u e f f i i o n m a € h é m a t i -
que  es t  un  cas  pa r t i cu l i e r  du  ra i sonnement  i nduc t i f .  L r i nduc t . i on
mathémat ique ,  en  e f fe t ,  es t  un  ra i sonnement  qu i  conc lu t  au  fa i t
que  tou t  nombre  na tu re l  a  l a  p rop r ié té  O ,  en  pa r tan t  du  doubre
fa i t  gue  o  a  ra  p rop r ié té  0  e t  que  tou t  successeur  imméd ia t  d 'un
nombre  na tu re l  qu i  au ra i t  l a  p rop r ié té  g  a  l u i -même ra  p rop r ié té
S  -  Cons idé rons  a lo rs  Ia  success ion  imméd ia te  de  deux  nômbres  na -
t u r e l s  c o m m e  u n  c a s  p a r t i c u l i e r  d ' u n e  r e l a t i o n  R ,  ê t ,  d . ' a u t r e
par t '  i n te rp ré tons  le  fa i t  d 'ê t re  un  nombre  na tu re l  comme Ie  fa i t
d 'ê t re  i den t ique  à  o  ou  de  su iv re  o  d .ans  ra  su i te  na tu re l re  des
n o m b r e s .  I I  e s t  c l a i r  q u e  I ' i n d u c t i o n  m a t h é m a t i q u e ,  a i n s i  i n t e r -
p r é t é e ,  e s t  u n  c a s  p a r t i c u l i e r  d u  r a i s o n n e m e n t  i n d u c t i f .

R e v e n o n s  à  l a  d é f i n i t i o n  d e  I ' a n c e s t r a l e  d r u n e  r e r a t i o n .
c e t t e  d é f i n i t i o n ,  t e l l e  g u e  n o u s  1 ' a v o n s  f o r m u l é e ,  n , e s t  p a s  c o n -
fo rme aux  ex igences  de  ra  théor ie  rami f i ée  des  t ypes ,  pa rèe  qu ' i l
n ' e s t  p a s  s p é c i f i é  q u e l  e s t  | o r d r e  d e s  p r o p r i é t é é  0 .  

- l l o u s  
â 1 -

l o n s  r e n c o n t r e r  i c i  l e s  m ê m e s  d i f f i c u l t é s  s u e  l o r s  d e  l a  d é f i n i -
t i o n  d e  l r i d e n t i t é .

Supposons ,  en  e f fe t ,  guê  nous  p ren ions ,  pour  commencer ,
comme p rop r ié tés  hé réd i ta i res  de  x  des  p rop r ié tés  du  p remj_er  o r -
d r e .  D a n s  c e s  c o n d i t i o n s ,  n o u s  f o r m u l e r o n s  l a  d é f i n i t i o n  d e  l l
a n c e s t r a l e  d ' u n e  r e l a t i o n  d e  l a  m a n i è r e  s u i v a n t e  :  x R * y  s i g n i f i e
p a r  d é f i n i t i o n

z R w ' > r r r  0 l " t Q 1 *  t  t * . , ' 0 t * t o t Y

Le  po in t  su i van t  es t  a lo rs  de  savo i r  s i  nous  pour rons  dédu i re  de
l a  f o r m u r e  ( 1 )  r a  c o n d i t i o n  q u e  y  a  t o u t e s  l e s  p r o p r i é t é s  h é r é d i -
ta i res  du  second  o rd re  qu i  apnar t i ennen t  à  x ,  cond i t i on  gu 'on
peut formuler  conme sui t  I

( r )

z R w  ' > ,  
, * ' Q  2 ' *  z *  

I  ?  ^  ' Q  t x > Ô  c Yv 2  L  L

Remarguons ,  pour  commencer ,  que  Ia  fo rmu le  (2 )
t i on  de  déduc t ib i l i t é  mu tue l l -e  avec  la  fo rmu le

z R w  ' > z  
, w ' Q  2 z ) Q  2 w  

:  e  ' Q  , x  
=  4  , Y

c e  q u ' i l  f a u t  d o n c  e x a m i n e r ,  c r e s t  s i  l a  f o r m u l e  ( l )  a u t o r i s e  r a
f o r m u l e  ( 3 ) .  P r e n o n s  a l o r s  p a r  e x e m p l e  l e  c a s  o ù  g . ;  =  ( 4 , ) .
0 t * .  O n  v o i t  q u e  I a  f o r m u l e  ( I )  a u t o r i s e  l a  f o r m u l é  r

( 2 )

es t  dans  une  re la -
q r r  i  r z : n f  o

( 3 )

z R w . > r . r . 0 t " " r r . t r _ r :  f . S r x l r o r y  ( 4 )
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o r ,  l a  f o r m u ' u  
1 r * r o r  

0 1 y  i m p r i g u e  l a  f o r m u l e  ( o r ) o t * . 3 .  ( 0 r ) 0 r v .
A ins i ,  l a  f o rmu le (1 ;  r  au to r i se ra  l a  f o rmu le

z R w ' > ' ' * ' 0 r " ' r . * t t  :  )  :  ( 0 1 ) o l x ' ) '  ( 0 r ) 0 r v

) : ' r * t r r . o  ( 5 ) '

r l  r es te ra i t  donc  à  mon t re r  gue  1 ' an técéden t  de  ra  f o rmure  (3 ) ,1 ' e x p r e s s i o n  z R w . ) r , r . Q  
2 z > Q  r û ,  c , e s t _ a _ à i r e  I , e x p r e s s i o n

' o t ' t " , ,  '  ( O i ) +  
r z . t -  

( ô r ; 0 r " ,  i m p r i q u e  1 ' a n t é c é d e n t  d e  l a  f o r m u l e
( 5 )  ,  I ' e x p r e s s i o n  z R w .  )
dirricire de ;;; r*i;i::î;ii"'i*lii.".:::':i:::'rl: ;;:;,::"""t ous  l es  cas  ( r ' imp r i ca t i on  es t  và rab le  pa r  exempre  l o r sque  redomaine des propr ié tés du premier  ordre àst  r imi té  à  des fonct ionsrog iques ;  f  impr icat ion e-s t_va lab le  égaiement  rorsque re  domairedes propr ié tés du premier  ordre est  t iÉ i te  à  une ; ; ; i ;  p ropr iéré) .

De ce qu i  précède,  i '  su i t  que s i  nous voul0ns appt iquer  1 ,induct ion mathémat ique à des propf  ie tés c lu  second ord. re ,  i1  nesuf f i t  pas que-ces propr ié tés so ient  r rc ràa i - ta i res ,  i r  iâ r r r  encoreq l t  les  -propr ié tés àu premier  ordre gu i  les  composent  so ient  e l les-mêmes  hé réd i_ ta i r es .  e "  d ' au t res  t e r r i es ,  s i  Q  2 ; -  
= -  iO  r  l  O , " ,  i l  ne

suf f i t  pas,  conme nous I 'avons vu,  gue nous avons

z R w ' > " , w ' Q  
2 z > Q  2 w ,  c ' e s t - à - d i r e  

" * * t , , *  
:  ( O r )  0 a z . e .  1 r r ,

o  r t '
f I  faut  encore gue nous ayons

z R w ' = ' ' w ' 0 1 " " , * ' o ' '

or, comme le font remarguer les auteurs d.es principia Mathematica,c res t  l à  une  conséquencd  f acheuse ,  ca r  i r  ex r s te  des  p rop r i é tésimpor tantes du second ordre auxquel les  nous vourons appl iquer  I ,induct ion mathémat ique et  qu i  so-nt  d .onc Ààréd i ta i res,  arors  gueles propr ié tés du premier  ôrdre qu i  res  composent  ne re  sont  pas.Tel  es t  par  exemplè le  cas de cef ta ines propr ié tés de ra  formexR*2 . { r z  qu i  son t  t e l 1es  gue  nous  avons

x R * z . 0 r z . z R w  r u  r r ' . x R * w . 0 l r  ,

a l o r s  que  nous  n tavons  Das

o  r z  - z R w  , ,  
,  r * . 0  r * .

S j -  nous  adop tons  f ' ax iome de
p a r e r  a u x  d i f f i c u l t é s  e u i  p r é c è d e n t
s a t i s f a i s a n t e  d e  l _ , a n c e s t r â t e  d ' u n e
s u i t  :

r é d u c t i b i l i t é ,  n o u s  p o u r r o n s
e t  f o r r n u l e r  u n e  d é f i n i t i o n
re la t i on ,  à  savo i r  comme
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x R * y .  =  
D f  .  t  z P < w . ) 2 , r . 0  ! z ê 0  ! w :  t r 0  ! x s 0  ! y .

E n  e f f e t ,  s i  y  p o s s è d e  t o u t e s  r e s  p r o p r i é t é s  h é r é d i t a i r e s  p r é d i -
ca t i ves  qu i  appar t i ennen t  à  x ,  i r  es t  imposs ib re ,  en  ve r tu  de
I ' a x i o m e  d e  r é d u c t i b i l i t é r  e u ê  y  n e  p o s s è d e  p a s  t o u t e s  l e s  p r o -
p r i é t é s  h é r é d i t a i r e s  d ' o r d r e  s u p c r i e u r  q u i  a p o a r t i e n n e n t  à  x .
ca r ,  so i t  0  r . ,  une  p rop r ié té  hé réd i ta i re  non  p iéa ica t i ve  appar te -
n a n t  à  x .  "  D a n s  c e s  c o n d i t i o n s ,  i l  e x i s t e ,  e n  v e r t u  d . e  I ' a x i o -
me de  réduc t ib i l i t é ,  une  p rop r ié té  p réd ica t i ve  équ iva len te  0n
a p p a r t e n a n t  e l l - e  a u s s i  à  x .  O r ,  d e  c e  q u e  O r ,  

" t  
0 p  s o n t  d e s

fonc t ions  équ iva len tes ,  e t  donc  des  fonc t ions  qu i  èon t  sa t i s fa i -
tes  pa r  l es  mêmes  a rguments ,  i l  su i t  gue  

" t  
0n  es t  hé réd i ta i re ,

0 n  . = l  h é r é d i t a i r e .  O r  O p  a p p a r t i e n t  à  x .  D o n c  0 o  a p p a r t i e n t  à

y .  D r o ù  i I  s u i t  q u e  O r ,  é g a l e m e n t  a p p a r t i e n t  à  y .

D a n s  l r a p p e n d i c e  B  a u x  p r i n c i p i a  M a t h e m a t i c a ,  R u s s e r r  e t
W h i t e h e a d  o n t  m o n t r é  q u ' i l  n '  f a i r e  a p p e l  à
I ' a x i o m e  d e  r é d u c t i b i l i t é  p o u r  a r r i v e r  à  u n e  d é f i n i t i o n  s a t i s -
f a i s a n t e  d e  I ' a n c e s t r a l e  d ' u n e  r e r a t i - o n .  D a n s  l e  c a s  d e  r a  n o -
t i o n  d ' i d e n t i t é ,  o n  d e v a i t ,  e n  I ' a b s e n c e  d e  i l a x i o m e  d e  r é d u c t i -
b i l i t é ,  r e c o u r i r  à  u n e  s u i t e  i n f i n i e  d e  d é f i n i t i o n s  r e l a t i v e s ,
c h a c u n e ,  à  u n  o r d r e  d é t e r m i n é .  D a n s  I e  c a s  p r é s e n t ,  o n  p o u r r a ,
a u  c o n t r a i r e ,  s e  s u f f i r e  d ' u n e  s e u r e  d é f i n i t i o n  q u i  p e r m è t t r a  d e
c o u v r i r  t o u s  l e s  o r d r e s .  R e g a r d o n s  c e l a  d e  p l u s  p r è s .

P a r t o n s  d e  f  i d é e  g u e  x  e s t  I ' a n c ê t r e  d e  y  s i  e t  s e u r e m e n t
s i  y  a  tou tes  les  p rop r ié tés  hé réd i ta i res  qu i  appar t i ennen t  à  x .
Posons  a lo rs r  pour  co rnmencer ,  gue  xR*ay r  où  m es t  n ' impor te  quer
o r d r e ,  s i g n i f i e  p a r  d é f i n i t i o n

z R w . ) z r w . 0 6 2 " 0 * w  r  t  
ô * . 0 * x > ô * y

5 ,  a l o r s  R .  =  R  -- x m x 5

I I  s u i t  d e  I à  q u e

s i  m  )  5 ,  a l o r s  x R x 5 y .  ,  
* , y . * * * * y  

( 2 )

A i n s i ,  e n  v e r t u  d e  ( 2 )  ,  d e  c e  q u e  y  a  t o u t e s  l e s  p r o p r i é t é s  h é r é -
d i t a i r e s  d e  I ' o r d r e  5  q u i  a p p a r t i e n n e n t  à  x ,  i l  s u i t  q u e  y  a
tou tes  les  p rop r ié tés  hé réd i ta i res  de  I ' o rd re  6  qu i  appar t i en ren t
à  x ,  t o u t e s  l e s  p r o p r i é t é s  h é r é d i t a i r e s  d e  1 ' o r d r e  7  q u i  a p p a r -
t i e n n e n t  à  x ,  e t  a i n s i  d e  s u i t e .  1 1  e s t  c l a i r ,  d ' a u t r e  p a r t , q u e

Or,  comme on le
Mathemat i ca ,  i l

s i m )

mon t re  en  dé ta i !  dans  I ' append ice  B  des  p r inc lp ia
e s t  p o s s i b l e  d ' é t a b l i r  q u e

( r )

s i _  m  =  n  +  I ,  a l o r s  * R * * y . t * r 1 r . * R *  
. r y  

( 3 )
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E n  e f f e t ,  a v o i r  t o u t e s  l e s  p r o p r i é t é s  h é r é d i t a i r e s  d e  l , o r d r e  nq u i  a p p a r t i e n n e n t  à  x  e s t  r r i "  p r o p r i é t é  d e  l , o r d r e  m ,  q u i  e s t  h é -réd i ta i re ,  e t  qu i  appar t i en t  à -x  
- ;  

y  .  ao . rc  ce t te  p rop r ié té  ;  ya  d o n c  é g a l e m e n t  t o u t e s  l e s  p r o p r i é t é s  h é r é d i t a i r e s  d e  l , o r d r e  nq u i  a p p a r t i e n n e l t _ i  x ,  a  p a i t i i .  a e  ( 3 ) ,  i l  s e r a  t o u j o u r s  p o s s i _b l e  d r o b t e n i r ,  à  l r a i d e  d , i r n  n o m b r e  f i n i  d , é t a p e s r  e u ê

s i  l <  m  <  5 ,  a l o r s  * R x 5 y . t * r y . * R * * y

âi l ] i ; " i "oX"Tf l - j :^(1): . .?" : . :_q:? y a roures res propr iérés héré-
tà:i::'ï"1".].::*:^l r::"îli:l!l:il;"i:;';: ii==li:o;J:';""
:"T:":.,1::.ni::'::l::- l:::uil":::: i; i' J.âi"'i nïi "";;;.Ii.3.,,,.,,t
lr3"ïi.S",.1.:*n:?l:iu::"^laaFi;"1;"; àà"ïi"iuïË'r"13î':;;:::
:l: iî:":^r^:, ^.:: ::l: i_.d" suite. N;;;-p"J,,â,,I ';;;",.:;Ërii5"l
:î:,:::"u?,î"^3"),p.::?1", er p1u" pà.tià;ii;;"*;;; '.; 'ï: i iI""l=
:::::Î:,-i3 

"-:i^l 
1i t:I:'; ;;"5;;;.5;;;Ë;-il:';i';'""i"I:I5"'3!

#= 99s+ropr i€ !és.  o;
I ' a n c e s t r a l e  d ' u n e  r e l a t i o n ,  e n t e n c r e z  r r n ê  ; À . . ,  - i * * ' ^ i " î r '  = ,
tous  les  o rd res ,  en  posan t  gue

,  entendez une déf in i t ion$T-Eôuvre

( 4 )

x R * Y .  =  
D f .  t  z R w . ) 2 , w . 0 5 , r O r r  , " ,  . 0 o x : ç ^ "

v 5

La  dé f in i - t i on  qu i  p récède  es t  une  p ropos i t i on  déduc t i vement  p rusfa ib le  que  ra  dé f in i t i on  fo rmurée  à "  L " ; ; ; :  d .  p rop r ié tés  p réd i_ca t i ves '  cons idé rons  pa r  exemp le  te  cas  où  , ro r r=  avons  a f fa i re  àdes  p rop r ié tés  du  qua t l i ème o rà re .  pa r ia . , t  a .  1a  dé f in i t i on  fo r_
i " ï î : " : i " : i : i : :  

de  p rop r ié tés  p réd ica r i ves ,  nous  pouvons  conc ru re

x R * y . = .  :  z R w . = r r * . Q  
4 r " + 4 *  , ) ô  q . ô  q * r  0 4 y

En par tan t  au  con t ra i re  de  ra  dé f in i t i on  fo rmurée  en  te rmes  depropr ié tés  du  c inqu ième o rd re ,  nous  pour rons  seu lement  conc ru re
à  I ' i m p l i c a t i o n

x R * Y . 3 .  :  z R w . t r , * . Q 4 2 4 4 w  t r ô 4 .  0 4 x e 0 a y

c e t t e  s i t u a t i o n  e s t  d u e  a u  f a i t  q u e  l a  d é f i n i t i o n  f o r m u l é e  e n
t e r m e s  d e  p r o p r i é t é s  p r é d i c a t i v e s  o p è r e  c o n j o i n t e m e n t  à  l - ' a x i o m e
d e  r é d u c t i b i l i t é ,  e t  q u ' i 1  n ' y  a  p a ! ,  d a n s  r e s  p r i n c i p i a  l 1 a t h e m a -
F i "? l_un  équ iva len t  l og j_que  à  ce t  ax iome.  Au  f f f i
l a  d é f i n i t i o n  f o r m u r é e  e n  t e r m e s  d e  p r o p r i é t é s  p r é à i c a t i v e s  e s t
la  su i van te  :
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pour  tout  n  :  x  est  l rancêt re  de y  s i
a  toutes les  propr ié tés héréd i ta i res d 'ordre n
à  x .

La portée de la définit ion formulée en termes
c inquième ordre est  au cont ra i re  ce l le-c i  i

pour tout n égal ou supérieur à 5 : x
y  s l  e t  seu lement  s i  y  a  toutes les  propr ié tés
dre n qui appart iennent à x i

e t  seu lement  s i  y
qui appart iennent

de propr ié tés du

es t  I ' ancê t re  de
hé réd i t a i r es  d ' o r -

cet te  condi t ion,  qu i  es t  p lus  rest re in te  que la  précédente,  es t
en faj-t  équivalente à Ia suivante 3

x est  I 'ancêt re  de y  s i  e t  seu lement  s i  pour  tout  n  y  a
toutes les  propr lé tés héréd i ta i res d 'ordre n  qu l  appar t iennent  à
x .

La  ques t i on  se  pose  dès  l o r s  de  savo i r  s ' i l  es t  poss ib l e ,
en  I ' absence  de  I r ax iome  de  réduc t i b i t i t é ,  d ' app l i que r  l - ' i nduc -
t ion mathémat ique à des propr ié tés d 'un ordre in fér ieur  à  5 .
Considérons par exemple Ie cas où nous avons affaire à des pro-
pr ié tés du second ordre.  A par t i r  de la  première déf in i t ion de
1 'ances t ra l e  d ' une  re l a t i on ,  dé f i n i t i on  f o rmu lée  en  t e rmes  de
propriétés prédicatives, on peut construire Ie raisonnement induc*-
t i f  su ivant ,  ra isonnement  gu 'on reguier t  pour  1 'app l icat ion de
I ' induct ion mathémat ique à des propr ié tés du second ordre :

x  a  Ia  propr ié tê  O 2
Ia  propr j -é tê  +2 est  héréd i ta i re  dans la  su i te  R

s i  y  es t  i den t ique  à  x  ou  s i  y  su i t  x  dans  Ia
su i te  R ,  a lo rs  y  a  Ia  p rop r ié t6  0  2

En  e f fe t ,  l a  c lause  "y  es t  i den t ique  à  x  ou  y  su i t  x "  es t  i den t i -
gùê ,  en  ve r tu  de  la  dé f in i t i on ,  à  l a  cond i t i on  "y  a  tou tes  les
p rop r ié tés  hé réd i ta i res  p réd ica t i ves  qu i  appar t i ennen t  à  x " ,  e t
c e t t e  c o n d i t i o n ,  à  s o n  t o u r ,  e s t  é q u i v a l e n t e ,  e n  v e r t u  d e  I ' a x i o -
me de  réduc t ib i l i t é ,  à  Ia  cond i t i on  "y  a  tou tes  1es  p rop r ié tés
héréd i ta i res  du  second  o rd re  qu i  appar t i ennen t  à  x " .  Pa r  con t re ,
à  p a r t i r  d e  I a  s e c o n d e  d é f i n i t i o n  d e  I ' a n c e s t r a l e  d ' u n e  r e l a t i o n ,
dé f in i t i on  fo rmu lée  en  te rmes  de  p rop r ié tés  du  c inqu ième o rd re ,
on  ne  pour ra ,  semb le - t - i l ,  cons t ru i re  que  le  seu l  ra i sonnement
i -nduct i f  suivant  :

x a Ia  propr ié t6  0  5
la  propr ié té  05 est  héréd i ta i re  dans Ia  su i te  R

s i  y  es t  i den t ique  à  x  ou  s i  y  su i t  x
s u i t e  R ,  a l o r s  y  a  I a  p r o p r i é t é  0 5 .

I I  n ' e s t  p a s  d i f f i c i l e ,  c e p e n d a n t ,  d e  m o n t r e r
t ru i re  Ie  ra i sonnement  i nduc t i f  ( f )  éga lement

d a n s  l a

q u ' o n  p e u t  c o n s -
à  p a r t i r  d e  l a
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s e c o n d e  d é f i n i t i o n  d . e  I ' a n c e s t r a l e
r a i s o n n e m e n t  ( t )  e s t  é q u i v a l e n t  a u
d é p l a ç a n t  d a n s  ( t )  I ' a n t é c é d e n t  d e
q ê e

d  ' u n e  r e l - a t i o n .  E n  e f  f  e t ,  l e
r a l s o n n e m e n t  q u ' o n  o b t i e n t  e n
l a  c o n c l - u s i o n  v e r s  l e s  p r é m i s -

x  a  l a  p rop r  féLê  Q 2
l a  p r o p r i é L ê  q 2  e s t  h é r é d i t a i r e  d a n s  l a  s u i _ t e
y  e s t  i d e n t i q u e  à  x  o u  y  s u i t  x  d . a n s  l a  s u i t e

y  a  t - a  p r o p r i é t é  0 " .
L

o r ,  d a n s  l e  r a i s o n n e m e n t  ( 2 ) ,  l a  c l a u s e  " y  e s t  i d e n t i q u e  à  x  o u
y  s u i t  x "  e s t  é q u i v a l e n t e ,  e n  v e r t u  d e  ] a  s e c o n d e  d é f i n i t i o n  d . e
I ' a n c e s t r a l e  d . ' u n e  r e r a t i o n ,  à  r a  c o n d i t i o n  ' , y  a  t o u t e s  J - e s  p r o -
p r i é t é s  h é r é d i t a i r e s  d e  l - ' o r d r e  5  q u i  a p p a r t i e n n e n t  à  x , ' .
M a i s ,  n o u s  a v o n s  v u  q u e  s i  y  a  t o u [ e s  r è s  p r o p r i é t é s  h é r é d i t a i r e s
d "  

.  J ' o r d r e  5  q u i  a p p a r t i - e n n é n t  à  x ,  y  a  é g â r e m e n t  t o u t e s  l e s  p r o -
p r i é t é s  h é r é d i t a i r e s  d e  l - ' o r d r e  2  q u i  a p p a r t i e n n e n t  à  x .  L a  p r é _
m i s s e  " y  e s t  i d e n t i q u e  à  x  o u  y  s u i t  x  d . a n s  l a  s u i t e  R ' ,  a u t o r i s e
9 9 " .  l a  p r é m i s s e  a d d i t i o n n e r r e  " y  a  t o u t e s  r e s  p r o p r i - é t é s  d e
I ' o r d r e  2  q u i  s o n t  h é r é d i t a i r e s  à a n s  l a  s u i t e  R  e t  q u i  a p p a r t i e n -
n e n t  à  x -  E t  c e f a  s u f f i t  p o u r  q u ' o n  p u i s s e  p a s s e r  d a n s  r e  r a i -
s o n n e m e n t  ( 2 )  d e s  p r é m i s s e s  à  l a  c o n c l u s i o n .

R

R


