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L T PRoJET DES Gnurunucrru

-  L e s  G r u n d r g r g e n  d e r  A r i t h m e t , i k ,  p u b i i é s  e n  l B B 4 ,  f o n c  p a r -
i - i e  du  p rog ramme log is t i que  de  F reqe ,  p rog ra rnme qu i  v i se r  pour
I ' e s s e n t i e r ,  à  m o n t r e r  q u e  I ' a r i t h m é t i q u e  e s t  u n e  b r a n c h e  d . e  l a
l o g i q u e .

r l  s e m b r e  q u e  c e  s o i t  d è s  1 a  p r e m i è r e  a n n é e  d e  s o n  e n s e i -

3::i: :h! iïi "ËiïË+ËFï*" in i5 " î; :H"i: ": :";:";ï i, i' J3fi î,: "" : : =
c e t t e  é p o q u e  d u  r i r r r e  d e  H .  s e e g e r ,  D i e  E l e m e n t e  d e r  a i i t h m e t i k ,
t i i r den  schurun te r r i ch t  bearbe i te !_ .  ( ce  compEé re@'

h r i f t e n ) .

Q u a t r e  a n s  p l u s  t a r d ,  d a n s  l a  B e g r i f f s s c h r i f t  ( I B l 9 ) ,
F r e g e  a n n o n c e  l e s  d i f f é r e n t e s  é t a p e s  @ e .  p o u r
I ' e s s e n t i e l ,  i l  s ' a g i t  d e  p r o u v e r  I e s  l o i s  f o n d a m e n t a l - e s  d e  I ' a r j - -
: h m é t i q u e .  M a i s  q u ' e s t - c e  q u ' u n e  p r e u v e  ?  F r e g e  d i s t i n g r r e
en t re  p reuves  pu rement  l og iques  e t  p reuves  appuyées  su r  d .es  fa i t s
e m p i r j - q u e s .  E n  a r j - t h m é t i q u e ,  d i t - i l ,  r e s  p r e u v e s  s e  d . o i v e n t  d '
ê t r e  p u r e m e n t  l o g i q u e s .  o r ,  p o u r  q u ' i l  s o i t  p o s s i b l e  c l ' é l a b o r e r
J e s  p r e u v e s  p u r e m e n t  l o g i q u e s  p o u r  t o u t e s  r e s  l o i s  d e  1 ' a r i t h m é -
: l q u e ,  i r  e s t  c l a i r  g u ' i - l  f a u t  a v o i r  p r é a l a b l e m e n t  d é f i n i  l e s
: o n c e p t s  d e  b a s e  d e  l - ' a r i t h m é t i q u e  e n  t e r m e s  e x c l u s i v e m e n t  d e  n o -
: i o n s  l o g i g u e s .  E t  F r e g e  n e  p e n s e  p a s  i c i  s e u l e m e n t  a u  c o n c e p t
l e  n o m b r e .  r l  p e n s e  e n c o r e ,  p r i n c i p a l e m e n t ,  a u x  c o n c e p t s  q u i  i m -
c l i q u e n t  u n e  i d é e  d ' o r d r e ,  t e l l e  f a  n o t i o n  d . ' i n d u c t i o n  m a t h é m a t i -
f u e  ,  t e l l e s  e n c o r e  l e s  n o t i o r i s  d e  r e l a t i o n  c o m m e  ' , p 1 u s  g r a n d  g u d ' ,'  é g a l  à " ,  " p r u s  p e t i t  e u € " ,  c o n c e p t s  q u e  F r e g e  d é f i n i r a  e n  t e r -
n e s  d u  c o n c e p t  g é n é r a l  d " ' o r d r e  d a n s  u n e  s u i t e ' , .  c e s  c o n s i d é r a -' " i ons  on t  amené  F rege  à  subd iv i se r  son  p roq ranme en  fes  é tapes
s u c c e s s i v e s  s u i v a n t e s  :

( 1 )  d é f  i n i r  l e  c o n c e p t  d " ' o r d r e  d . a n s  u n e  s u i t e "  d ' u n e
r a n i è r e  p u r e m e n t  l o g i g u e ,

( 2 )  à  I ' a i d e  d u  c o n c e p t  d r " o r d r e  d a n s  u n e  s u i - t e "  e t  d e  n o -
t i o n s  p u r e m e n t  l o g i q u e s  ,  d é f  i i r i r  l e s  c o n c e p t s  d . e  b a s e  d e  l _ ' a r i -
' t - h m 6 f  i  n r r o

( 3 )  d é m o n t r e r  l e s  l o i s  f o n d . a m e n t a l - e s  d e  I ' a r i t h m é t i q u e , e n
s ' a i d a n t  u n i q u e m e n t  d e s  c o n c e p t s  d e  b a s e  d c  I ' a r i t h m é t i q u e ,  e t  c i e
r a  l o g i q u e .

L a  p r e m i è r e  é t a p e  e s t  r é a l i s é e  c l a n s  l a  B e g r i f f s s c h r i f t  e l l e - m ê m e ,
p r u s  p a r t i c u r i è r e m e n t  d . a n s  l a  t r o i s i è m e  p a r t i e  d e  c e t  o u v r a g e .
L a  s e c o n d e  é t a p e '  c o n s a c r é e  d o n c  à  l a  c l é f i n i L i o n  d e s  c o n c e p t s  d e
b a s e  d e  I ' a r i t h m é t i q u c ,  f a i t  l , o b j e t  d e s  G r u n d . l a s e n .
E n f  i n ,  I a  d e r n i è r e  é t a p e ,  e u i  c o n s t i t u e  e n G u è t d e - s o r t e  u n e
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démons t ra t i on  pa r  l es  fa i t s  du  p rog ranme rog is t i que ,  es t  déve lop -
pée  tou t  au  J -ong  des  deux  tomes  des  c rundgese tze  de r  A r i t hmet i k
( r 8 9 3 ,  r 9 o 3 ) .

_  Le  p ro je t  des  Grund lagen  es t  c lonc  de  dé f in i r  res  concep ts
de  base  de  I ' a r i t hmétEuê-ATîne  man iè re  pu rement  l og ique .  Dans
I ' e s p è c e ,  I e  c o n c e p t  d e  n o m b r e .  D ' u n e  m à n i è r e  g é n é i a i e ,  d é f i n i r
ce  qu 'es t  re  nombre  ca rd ina l  i  en  pa r t i cu l i e r ,  mon t re ,  ôom*e1 ton
peu t  dé f in i r  chacun  des  nombres  de  la  su i te  des  nombres  na tu re l - s .

c ' e s t  e n  c h e r c h a n t  à  d é d u i r e  c e r t a i n e s  p r o p r i é t é s  d e  r a
su i te  des  nombres  na tu re rs ,  gu€  F rege  en  v in t  â  é r roq r re .  ra  poss i -
b i l i t é  de  fonder  l og iquement  I ' i nduè t ion  mathémat i c rue .

Nous  aborderons  d 'abord  le  p rob lème de  I '  i nd .uc t ion  mathé-
mat ique .  Ensu i te ,  nous  ana lyse ron i  l a  man iè re  don t  F rege  dé f in i t
re  nombre  ca rd ina r .  En f in ,  nous  examinerons  la  p rocédu ie  qu '
adop te  F rege  pour  dé f in i r  1es  nombres  pa r t i cu l i e rs .

L e p r o b i  è m e d e I  '  ' i n d u c t i  o n  m a t h é m a t i  q u e .

Frege  a  donc  évoqué  dans  res  Grundragen  Ia  poss ib i l i t é  de
fonder  rog iquement  i l i nduc t ion  maEEEtâ t ï@.  r i  es t  poss ib re ,  en
e f f e t ,  e n  p a r t a n t  d e s  i n d i c a t i o n s  f o u r n i é s  p a r  F r e g e ,  d e  p r é s e n -
te r  I ' i nduc t ion  mathémat ique  sous  la  fo rme d 'un  .aLsonnement  don t
l a  v a l i d i t é  e s t  u n e  c o n s é q u e n c e  d i r e c t e  d e  l a  d é f j - n i t i o n ,  d o n n é e
d a n s  l a  B e g r i f f s s c h r i f t ,  d u  c o n c e p t  d r " o r d r e  d a n s  u n e  s u i t e " .

A .  ! a - d É f i n i t i o n  l o g i g u e  d u _ c g n c e p t _ d " ' o r d r e  É a ! s _ u n e _ s g i ! e : .

P o u r  F r e g e ,  u n e  E g è t e  e s t  u n  c e r t a i n  n o m b r e  d ' o b j e t s  r e r i é s
entre eux par une reïâEï6n binaire.

F rege  ind ique ,  pour  conmencer ,  ra  s ign i f i ca t i on  qu , i r  f aud ra
a c c o r d e r  à  u n e  e x p r e s s i o n  t e l l e  g u e  ' f ( x , y ) '  :

A f f i r m e r  q u e  f ( x r y ) ,  c ' e s t  d i r e  q u e  q u e l  q u e  s o i t  x  e t
q u e l  g u e  s o i t  y ,  e l  q u e l l e  q u e  s o i t  l a  p r o c é d u r e - f ,  y  e s t  l e  r é -
s u l t a t  d e  I ' a p p l i c a t i o n  d e  f  à  x

s e r o n  F r e Ç e ,  l a  s i g n i - f i c a t i o n  q u ' o n  d o i t  a c c o r d e r  à  u n e  e x p r € s -
s i o n  t e 1 1 e  q u e  ' f ( x r y ) '  p e u t  e n c o r e  ê t r e  t r a d u i t e ,  d e  m a n i ô r e
équ iva lenLe ,  comme su i t  :

A f f i r m e r  q u e  f  ( x , y )  ,  c ' e s t  d i r e  q u e  q u e l  q u e  s o i t  x  e t
q u e l  q u e  s o i t  y ,  e t  q u e l l e  q u e  s o i t  l a  r e r a t i o n  f r  !  e s t  d . a n s  l a
r e l a t i o n  f  à  x .
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F r e g e  d é f i n i t  e n s u i t e  q u a n d  u n e  p r o p r i é t é  e s t  h é r é d i t a i r e
d a n s  u n e  s u i t e .  U n e  p r o p r i é t é  F  e s t  h é r é d i t a i r e  d a n s  L t n e  s p i t e
f  ,  s i  i - a  c o n d i t i o n  s u i v a n t e  e s t  s a t i s f a i t e  :

s i  x  a  r a  p r o p r i é t é  F ,  a l o r s  t o u t  o b j e t  q u i  e s t  l e  r é s u l -
t a t  d e  I ' a p p l i c a t i o n  d e  f  à  x  a  l a  p r o p r i é t é  F .

A  p a r t i r  d e  1 à  F r e g e  e n t r e p r e n d  d e  d é f i n i r  r e  c o n c e p t  d " ' o r -
d r e  d a n s  u n e  s u j - t e " .  c e  q u ' i l  v a  c l é f i n i r ,  c ' e s t  q u a n d  à a . r s  r , n "
s u i t e  f  u n  é l é m e n t  y  s u i t  u n  é 1 é m e n t  x .  L r j d é e  e s t  g u e  c l a n s  u n e
su i te  f  un  é Iément  y  s [ ïE  un  é lémen t  x  l o rsque

y  e s t  l e  r é s u l t a t  d e  I ' a p p l i c a t i c n  d e  f  à  x ,  o u  y  e s t  l e
r é s u l t a t  d e  I ' a p p l i c a t i o n  d e  f  à  z  q u i  e s t  l e  : : é s u l t â E  â e  I ' a p -
p l i c a t i o n  d e  f  à  x ,  o u  y  e s t -  l c  r é s u r t a t  d e  I ' a p p i i c a t i o n  d e  i  à
w  q u i  e s t  l e  r é s u r t a t  d e  l ' a o p l i c a t i o n  d e  f  à  z  q u i  e s t  1 e  r é s r r r -
t a t  d e  I ' a p p l i c a t i o n  d e  f  à  x ,  o u  e t  a i n s i  d e  s u i t e .

s e u l e m e n t ,  u n e  é n u m é r a t i o n ,  l o r s q u ' e l l e  d o i t  e n  p r i n c i p e  s e  p o u r -
su iv re  à  f  i n f i . n i ,  ne  peu t .  donner :  une  r i é f i n i t i on  comp lé t -e .  a
c e l a  s r a j o u t e ,  d a n s  l e  c a s  p r é s e n t ,  g u ' u n e  e x p r e s s i o - n  t e r l e  q u e
" e t  a i n s i  d e  s u i t e "  i m p l i q u e  e l l e - m ê m e  f  i d é e  d ' o r d . r e  d a n s  u n e
s d i t e .  C ' e s t  p r é c i s é m e n t  I a  n o t i o n  d . e  f \ r o p r i é t é  i r é r é d i t a i r e  q u i
v a  p e r m e t t r e  à  F r e g e  d e  s u r m o n t e r  c e s  d i f f i c i : l t é s  e n  s u b s u m a n t
1 ' e n s e m b l e  d e s  a p p l i c a t i o n s  p o s s i b l e s  c l e  f  s o u s  u n e  l o i  u n i g u e .

F r e g e  f o r m u l e  s a  d é f i n i t i o n  e n  c e s  t e r m e s  :

y  s u i t  x
que l l e  p rop r i é té
b l i  à  pa r t i r  des

( 1 )  s i

( 2 )  F
ê i
D I

d a n s  l a  s u i t e  f  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  p o u r  n ' i m p o r t e
F ,  l e  f a i t  q u e  y  a  I a  p r o p r i é t é  F  p e u t  ê t r e  é t a -
d e u x  s e u l e s  c o n d i t i o n s  s u i v a n c e s  :

f  ( x ,  z )  ,  a l o r s  p  ( z )  ,

e s t  h é r é d i t a i r e ,  c ' e s t - à - d i r e  q u e  s i  F ( x ) ,  a l o r s
f  ( x , z ) ,  F ( z ) .

F rege  dé f in i ra  encore  quand  y  appar t i en t  à  l a  su i te  f  commen-
çan t  avec  x  :

y  appar t i en t  à  l a  su i te  f  commençan t  avec  x  l o rsque  y  su i t
x  o u  q u e  y  e s t  i d e n t i q u e  à  x .

C e t t e  d e u x i è m e  d é f i n i t i o n  a  p o u r  o b j e t  d e  d é f i n i r  l _ ' o r d r e  d a n s
u n e  s u i t e  q u i  n ' e s t  p a s  L i m i t é e  a u x  s u c c e s s e u r s  d e  x ,  m a i s  q u i
a u  c o n t r a i r e ,  c o n t i e n c l r a i t  x  l u i - m ê m e .

" y  s u i t  x "  s e  t r a d u i r a i t  a u j o u r d ' h u i
p r o p r e  C e  y " .  S o i t  R ( = f )  u n e  r e l a t i o n .
p r e  d e  R  e s t  l a  r : e l a t i o n  s u i v a n t e  :

ï ( R x y  =  ( R x y )  v  ( 1 2 )  ( n x z  n  R z y )  u  ( l z )

p a r  " x  e s t  u n  a n c ê t r e
* R  o u  l  t  a n c e s t r a l e  p r o -

( l  w ) ( R x z n R z v J n R v r y )  U . .

x "  s e  t r a d u i r a i t  a u -
R ( = f )  u n e  r e l a t i o n .

"12  appar t i en t  à  l a  su i t -e  commenÇant  pa r
j o u r d r h u i  p a r  " x  e s t  u n  a n c ê t r e  d e  y " .  S ô i t
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@ R  o u  I ' a n c e s t r a l e  d e  R  e s t  I a  r e l a t i o n  s u i v a n t e  :

@ n t y  =  ( * :  

" ) U t  
R * Y .

B .  L e _  f o n d e m e n t

Cons idé rons  I
nement suivant  :

_ l  g g i q ! e _  d e _  l ' i n d u c t i  o !  _ m g t h é m a ! i  g u g .

i nduc t ion  mathémat ique  sous  Ia  fo rme du  ra i son -

o  a  Ia  p rop r ié té  F

s i  un  nombre  na tu re l  n  a  l a  p rop r ié té  F ,  a lo rs  m,  l e  suc -
cesseur  imméd ia t  de  n  dans  Ia  su i te  des  nombres  na tu re l s ,
a  l a  p rop r ié té  F

tou t  nombre  na tu re l  n  a  Ia  p rop r ié té  F .

S i  on  veu t  fonder  l og iquement  I ' i nduc t ion  mathémat ique '  i 1
fau t ,  d i t  F rege ,  cons idé re r  Ia  su i te  des  nombres  na tu re l s  con rme
u n  c a s  p a r t i c u l i e r  d ' u n e  s u i t e  e n  g é n é r a l .  I n t e r p r é t o n s  f ( n ' m )
conrme la  re la t i on  "m succède  imméd ia tement  à  n  dans  la  su i te  des
n o m b r e s  n a t u r e l s "  ( G r u n d l a g e n ,  $  B I )  ;  f  e s t  d o n c  a l o r s  u n e  r e l a -
t i on  qu i  re l i e ,  deux  à  deux ,  Ies  te rmes  de  la  su i te  des  nombres
na tu re l s ,  de  so r te  que  Ia  su i te  des  nombres  na tu re l s  peu t  e l l e -
même ê t re  cons idé rée  comme une  su i te  f .

Pa r tan t  des  ind ica t ions  de  F rege ,  e t  u t i l i san t  Ia  no ta t i on
qu i  Iu i  es t  p rop re ,  nous  pouvons  re fo rmu le r  l ' j - nduc t ion  mathéma-
t ique comme sui t  :

r-r (o)
s i  F ( n )  e t  f  ( n , m ) ,  a l o r s  F ( m )

t ou t  nombre  na tu re l  n  a  l a  p rop r ié té  F .

Pour  mon t re r  que  I ' i nduc t ion  mathémat ique ,  a ins i  re fo rmu lée ,
es t  un  ra i sonnement  va l i de ,  i I  nous  su f f i ra ,  comme Ie  suggèren t
W.  e t  M .  Knea le  dans  leu r  Deve lopment  o f  f eg lg .  (p .  469)  ,  de  dé f i -
n i r  I e  nombre  na tu re l  pa r  f f i e  dans  Ia  su i te  des
nombres  na tu re l s ,  de  te l l e  man iè re  que

"n  es t  un  nombre  na tu re l "  s ign i f i e  l a  mêrne  chose  que

"n  es t  i den t ique  à  o  ou  su i t  o  dans  Ia  su i te  des  nombres
n a t u r e l s " .

A  pa r t i r  de  Ià ,  e t  compte  tenu  du  fa i t  que  la  su i te  des  nom-
bres  na tu re l s  es t  une  su i te  f ,  nous  pouvons  ma in tenan t  fo rmu le r
I ' i nduc t ion  mathémat igue  conme su i t  :

( i )  r ( o )

( 2 )  s i  F  ( n )  e t  f  ( n , m )  ,  a l o r s  F  ( m )

s i  n  =  o  o u  s i  n  s u i t  o  d a n s  I a  s u i t e  f ,  a l o r s  F  ( n )
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M o n t r o n s  q u e  I r i n d u c t i o n  m a t h é m a t i q u e ,  a i n s i  n o u v e l l e m e n t  r e -
f o r m u l é e ,  e s t  u n  r a i s o n n e m e n t  v a l i d e .

L e s  p r é m i s s e s  ( r )  e t  Q )  a u t o r i s e n t  c o n j o i n t e m e n t ,  à  t i t r e  d e
c o n c l u s i o n ,  l a  p r é m i s s e  a d d i t i o n n e l l e  " s i  f ( o r n ) ,  a l o r s  F ( n ) " .
D ' a u t r e  p a r t ,  d u  f a i t  q u e  F ( o )  ,  i I  s u i t  q u e  s i  n  =  o ,  a l o r s  F ( n )  ;
o n  p e u t  d o n c  r e m p l a c e r  l a  c o n c l u s i o n ,  d u  r a i s o n n e m e n t  p a r  l a  p r o -
p o s i t i o n  p l u s  s i m p l e  " s i  n  s u i t  o  d a n s  l a  s u i t e  f ,  a l o r s  F ( n ) .  f r i
d é p l a ç a n t  I ' a n t é c é d e n t  d e  l a  n o u v e l - I e  c o n c f u s i o n  v e r s  l e s  p r é m i s -
s e s ,  o n  o b t i e n t  a i n s i  I e  r a i s o n n e m e n t  s u i v a n t  .

( r )  F ( o )

( 2 )  s i  F ( n )  e t  f  ( n , m ) ,  a l o r s  F ( m )

( 3 )  s i  f  ( o , n )  ,  a l o r s  F  ( n )

( 4 )  n  s u i t  o  d a n s  l a  s u i t e  f

F ( n ) .

Or ,  l a  va l i d i t é  de  ce  ra i sonnement  su i t  imméd ia tement  de  Ia  dé f i -
n i t i o n ,  d o n n é e  d a n s  l a  B e g r i f f s s c h r i f t  ( S  2 6 ) ,  d e  1 ' o r d r e  d a n s
u n e  s u i t e  f "  E n  v e r t u  d e  c e t t e  d é f i n i t i o n ,  e n  e f f e t '  s i  Y  s u i t
x  d a n s  l a  s u i t e  f ,  o n  p e u t ,  q u e l l e  q u e  s o i t  l a  p r o p r i é t é  F ,  é t a -
b l i r  l a  c o n c l u s i o n  " y  a  l a  p r o p r i é t é  F "  à  p a r t i r  d e s  d e u x  s e u l e s
c o n d i t i o n s  " F  e s t  h é r é d i t a i r e  d a n s  I a  s u i t e  f "  e t  " l ' o b j e t  q u i
e s t  I e  r é s u l t a t  d e  I ' a p p l i c a t i o n  d e  f  à  x  a  l a  o r o p r i é t é  F " . C e I a
vau t  donc  en  pa r t i cu l i e r  dans  le  cas  de  no t re  ra i sonnement ,  où  o
p r e n d  I a  p l a c e  d e  x ,  e t  n  p r e n d  l a  p l a c e  d e  y ,  e t  o ù  l e s  p r é m i s -
s e s  Q )  e t  ( 3 )  e x p r i m e n t  r e s p e c t i v e m e n t  g u e  " F  e s t  h é r é d i t a i r e
d a n s  I a  s u j - t e  f "  e t  q u e  " l ' o b j e t  q u i  e s t  l e  r é s u l t a t  d e  I ' a p p l i -
c a t i o n  d e  f  à  o  a  I a  p r o p r i é t é  F " .

L A d é f i n i t i o n d u n o m b r e  c a r d i  n a l

Frege  a  Iu  I ' ouv rage  de  Can to r ,  Grund lagen  e ine r  a l l geme ine
I , 4 a n n i c h f a l t i g k e i t s l e h r e  ( f B B 3 ) ,  o u v r a
s e s  G r u n d l a g e n .

Examinons  la  dé f in i t i on  que  donne  Can to r  du  nombre  ca rd ina f .

P o u r  C a n t o r ,  u n  n o m b r e  c a r d i n a l  e s t  l e  n o m b r e  c a r d i n a l  d ' u n
e n s e m b l e ,  c ' e s t - à - d i r e  c e  q u ' i i  y  a  d e  c o m m u n  e n t r e  c e t  e n s e m 6 T e
e t  l e s  e n s e m b l e s  q u i  l u i  s o n t  é g u i v a l e n t s .  S e l o n  C a n t o r ,  I e  n o m -
b r e  c a r d i n a l  d ' u n  e n s e r n b l e  e s t  I e  c o n c e p t  g é n é r a l  q u i  r é s u l t e  d '
u n  e n s e m b l e  l o r s q u ' o n  f a i t  a b s t r a c t i o n  d e  1 ' o r d r e  d e s  é l é m e n t s  d e
I ' e n s e m b l e  a i n s i  q u e  d c  I a  q u a l i t é  p r o p r e  d e  c e s  é l é m e n t s .  ( P o u r

r a p p e l e r  c e t t e  d o u b l e  a b s t r a c t i o n  l o r s  d e  I a  d é s i c r n a t i o n  d ' u n

T T
t l .
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nombre  ca rd j -na l ,  Can to r  i n t rodu i t  deux  ba r res  ho r i zon ta les  qu . l_ I
p l a c e  a u - d e s s u s  d e  1 a  l - e t t r e  q u i  d é s i g n e  I ' e n s e m b r e ,  p a r  e x e m p l e ,
Ie  nombre  ca rd ina l  de  i l ensemb le  N  se ia  dés igné  pa r  i e ' s igne  r - f i t .

Pour  dé f in i r  re  nombre  ca rd ina l ,  can to r  a  donc  u t i l i sé  l a
no t ion  de  1 'équ iva lence  en t re  deux  ensemb les  :

Deux  ensembres  A  e t  B  son t  équ i_va len ts  s ' i r  ex i s te  une
cor respondance  b iun ivoque  en t re  eux ,  c 'es t -à -d i re  s ' i I  ex i s te  une
re la t i on  te l l e  que

tou t  é lémen t  de  A  es t  dans  ce t te  re ra t i on  avec
seu l  é Iémen t  de  B ,  e t  que

pour  tou t  é Iémen t  de  B ,  i I  ex i s te  un  e t  un  seu l
de  A  qu i  es t  dans  ce t te  re la t i on  avec  lu i .

un  e t  un

é1ément

La  no t ion  can to r ienne  de  nombre  ca rd ina l  f a i t  a ins i  i n te r -
ven i r  l es  no t ions  su ivan tes  :

ensemb le ,
é l é m e n t  d ' u n  e n s e m b l e ,
correspondance biunivoque .

F rege  approuve  la  dé f in i t i on  can to r ienne  du  nombre  ca rd ina l ,
m a i s  i I  l u i  r e p r o c h e  c e p e n d a n t  d ' u t i l i s e r  d e s  n o t i o n s  q u i  n ' o n t
p a s  é t é  d é f i n i e s  l o g i q u e m e n t .  c e  s o n t  c e s  d é f i n i t i o n s  q u e  F r e o , e
v a  c h e r c h e r  à  é l a b o r e r .

A u  l i e u  d e  I a  n o t i o n  d r r r é l é m e n t  d ' u n  e n s e m b l e " ,  F r e g e  u t i l i -
s e r a  l a  n o t i o n  d " ' o b j e t  t o m b a n t  s o u s  u n  c o n c e p t " .

A u  r i e u  d e  l a  n o t i o n  d " ' e n s e m b l e " ,  F r e g e  u t i l i s e r a  l a  n o t i o n
d e  l " ' e x t e n s i o n  d ' u n  c o n c e p t " ,  c e t t e  d . e r n i è r e  e x p r e s s i o n  p o u v a n t
ê t re  dé f in ie  conrme s ign j - f i an t  " ce  qu i  es t  fo rmé de  tous  lês  ob -
j e t s  q u i  t o m b e n t  s o u s  c e  c o n c e p t ,  e t  d e  c e s  o b j e t s  s e u r e m e n t " .

Les  no t ions  de  base  don t  pa r t  F rege  son t  donc  les  no t ions
l o g i q u e s  d e  " c o n c e p t "  e t  d e  " t o m b e r  s o u s  u n  c o n c e p t ' , .

F rege  do i t  encore  dé f in i r  l a  no t ion  de  "co r respond .ance  b iun i -
v o q u e " .  L a  c o r r e s p o n d a n c e  b i u n i v o q u e  ( b e i d e r s e i t s  è i n d e u t i g
Zuordnung)  se ra  dé f in ie  conrme co r respond@e res
o b j e t s  t o m b a n t  s o u s  u n  c o n c e p t  A  e t  l e s  o b j e t s  t o m b a n t  s o u s  u n
ô ^ n ^ ô ô ' F  E l

L e s  o b j e t s
b iun ivoque  avec
u n e  r e l a t i o n  R

I  )  t ou t
t i on  R  avec  un

tomban t  sous  un  concep t  A  son t  en  co r respondance
I e s  o b j e t s  t o m b a n t  s o u s  u n  c o n c e p t  B ,  S , i I  e x i s t e

t e l l e  g u e

o b j e t  t o m b a n t  s o u s  l e  c o n c e p t  A  e s t  d a n s  l a  r e l - a -
o b j e t  t o m b a n t  s o u s  l e  c o n c e p t  B ,
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2 )  p o L i r  t o u t  o b j e t  t o m b a n t  s o u s  r e  c o n c e p t  B ,  i r  y  a  u n
o b j e t  t o m b a n t  s o u s  l e  c o n c e p t  A  q u i  e s t  d . a n s  l a - r e l a t i o n  R  a v e c
l u i ,

3 )  s i  x  e s t  d a n s  l a  r e l a t i o n  R  a v e c  u n  o b j e t  y  e t  u n  o b j e t
z ,  a l o r s  y  e s t  i d e n t i q u e  à  z ,

4 )  s i  u n  o b j e t  x  e t  u n  o b j e t  y  s o n t  c h a c u n  d a n s  l a  r e l _ a -
t i o n  R  a v e c  u n  o b j e t  z ,  a l - o r s  x  e t  y  s o n t  i d e n t i q u e s .

F rege  do i t  ma in tenan t  mon t re r  conment  i l  f au t  a r t i cu le r  1 'en -
sembre  de  ces  no t ions  log iques  pour  dé f in i r  ce  que  can to r  appe-
l q i t  " 1 ' é q u i v a l e n c e  d e  d e u x  e n s e m b l - e s "  e t  p o u r ,  à  p a r t i r  d e - 1 à ,
d é f i n i r  c e  g u e  C a n t o r  a p p e l a i t  " l e  n o m b r e  c a r d i n a l  d ' u n  e n s e m b l e " .

A u  r i e u  d e  p a r l e r  d e  " l ' é q u i v a l - e n c e  d , u n  e n s e m b r e  A  e t  d ' u n
e n s e m b r e  B " ,  F r e g e  p a r l e r a  d e  " r ' é q u i n u m é r i c j _ t é  ( c l e i c h z a l i g k e i t )
d ' u n  c o n c e p t  A  e t  d ' u n  c o n c e p t  B "  i  

-

D e u x  c o n c e p t s  A  e t  B  s o n t  é q u i n u m é r i q u e s  s ' i l  e x i s t e  u n e
cor respondance  b iun ivoque  en t re  l es  ob je ts  tomban t  sous  1e  con-
c e p t  A  e t  l e s  o b j e t s  t o m b a n t  s o u s  l e  c o n c e p t  B .

D r a u t r e  p a r t ,  a u  l i e u  d e  p a r l e r  d u  n o m b r e  c a r d i n a l  d ' u n  e n -
semPle ,  F rege  pa r le ra  du  nombre  ca rd ina l  qu i  appaq t ien t  âTn  con-
c e p t .

La  dé f in i t i on  que  p ropose  F rege  du  nombre  ca rd ina l  es t  a lo rs
la  su ivan te  :

Le  nombre  ca rd ina r  qu i  appar t i en t  au  concep t  A  es t  I ' ex -
t e n s i o n  d u  c o n c e p t  " é q u i n u m é r i q u e  a u  c o n c e p t  A " .  

-

A ins i ,  a lo rs  que  Can to r  conceva i t  l e  nombre  ca rd ina l  comme
q u e r q u e  c h o s e  q r r ' l l  f a u t  p r é d i q u e r  d ' u n  e n s e m b l e ,  F r e g e  c o n ç o i t
l -e nombre cardinar comme quelque chose qui  appart ient  à un con-
c e p t .  P o u r  c a n t o r ,  " n  e s t  u n  n o m b r e  c a r d i n a l i '  s i g n i f i a i t  " i l
ex i s te  un  ensemb le  te l  que  n  es t  l e  nombre  ca rd inà l  de  ce t  en -
s e m b r e "  ;  p o u r  F r e g e ,  " n  e s t  u n  n o m b r e  c a r d . i n a l "  s i g n i f i e  " i 1
e x i s t e  u n  c o n c e p t  t e l  g u e  n  a p p a r t i e n t  à  c e  c o n c e p t i  .  D ' a u t r e
p a r t ,  1 à  o ù  C a n t o r  d é f i n i s s a i t  l e  n o m b r e  c a r d i n a l  d ' u n  e n s e m b l e
A  c o m m e  c e  q u ' i l  y  a  d e  c o n r m u n  e n t r e  I ' e n s e m b l e  A  e t  l e s  e n s e m -
b l e s  q u i  l u i  s o n t  é q u i v a l e n t s ,  F r e g e  d é f i n i t  l e  n o m b r e  c a r d i n a r
q u i  a p p a r t i e n t  à  u n  c o n c e p t  A  c o l n m e  l t e x t e n s i o n  d u  c o n c e n l - ' r 6 n r r i -
n u n é r i q u e  a u  c o n c e p t  A " .  

v Y u r

on  vo i t  donc  que  la  dé f in i t i - on  du  nombre  ca rd ina l  p roposée
p a r  F r e g e  n ' e s t  p a s  f o n d a m e n t a l e m e n t  d i s t i n c t e  d e  c e l l e  q u - r a v a i t
i n t rodu i - te  can to r .  Au  con t ra i re ,  i I  appara î t ,  à  pa r t i r  de  ce  qu i
p r é c è d e ,  g u €  I a  d é f i n i t i o n  é l a b o r é e  p a r - n r e g e  r é s ù r t e  p o u r  I ' e J -
s e n t i e l  d ' u n e  t r a n s p o s i t i o n  I o g i q u e  à e  t a  a é f i n i t i o n  c à n t o r i e n n e .
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n o m b r e s  n a t u r e l  s

P o u r  d é f i n i r  l e s  n o m b r e s  n a t u r e l s ,  o n  p a r t i r a  d e  l a  c o n d i - -
t i o n  g é n é r a l e  s o u s  l a q u e l l e  u n  o b j e t  e s t  u n  n o m b r e  c a r d i n a l ,  à

savoir  donc que

n  e s t  u n  n o m b r e  c a r d i n a l  s ' i l
a p p a r t i e n t  à  c e  c o n c e p t .

A i n s i ,  p o u r  d é f i n i r  l e  n o m b r e  1 2 ,  p a r
que l  concep t  l e  nombre  12  appar t i en t .

O  es t  l e  nombre

I  es t  l e  nombre

2  es t  l e  nombre

e x i s t e  u n  c o n c e p t  t e l  q u e  n

exemp le ,  on  examinera  à

L e  p r o b l è m e  e s t  c e p e n d a n t  q u ' i l  f a u t  c h e r c h e r  à  d é f i n i r  I e s

nombres  na tu re l s  d 'une  man iè re  pu rement  l og ique .  De  ce  po in t  de

v u e ,  i I  n e  s e r v i r a i t  à  r i e n  d e  v o u l o i r  d é f i n i r  I e  n o m b r e  1 2  e n
par tan t  du  fa i t ,  pa r  exemp le ,  gue  12  appar t i en t  au  concep t  "apô-
t r e "  :  u n e  d é f i n i t i o n  p u r e m e n t  l o g i q u e ,  e n  e f f e t ,  n e  p e u t  p a s

fa i re  i n te rven i - r  de  concep ts  emp i r i ques .

A f i n  d e  d é f i n i r  l e s  n o m b r e s  n a t u r e l s  d ' u n e  m a n i è r e  p u r e m e n t

log ique ,  F rege  va  rep rendre  une  idée  anc ienne  (avancée  dé jà  pa r

L e i b n i z ) ,  à  s a v o i r  q u ' i I  f a u t  c h e r c h e r  à  d é f i n i r  l e s  n o m b r e s  n a -

t u r e l s  l e s  u n s  e n  f O n c t i o n  d e s  a u t r e s ,  s e l o n  l a  p l a c e  q u ' i l s  o c -

c u p e n t  d a n s  l a  s u i t e  d e s  n o m b r e s  n a t u r e l s .  A i n s i ,  i I  f a u d r a  d é -

f i n i r  2  à  p a r t i r  d e  I  i  3  à  p a r t i r  d e  2  e t  d e  I  ;  e t c .  F r e q e

reproche  cèpendan t  à  ce t te  man iè re  hab i tue l l e  de  p rocéder  que  le

n o i r b r e  t  n ' y  a  p a s  é t é  d é f i n i ,  e t  q u e  l a  d é f i n i t i o n  p a r  e x e m p l e

d e  f r 3 "  c o m m è  " 2  +  1 "  p r é s u p p o s e  e l l e - m ê m e  l e s  l o i s  d e  l r a r i t h m é -

t i q u e .  F r e g e  p a r t i r a ,  l u i ,  d u  n o m b r e  O ,  p o u r  l e q u e l  i l  f o r m u l e r a

u n e  a é f i n i t i o n  p u r e m e n t  l o g i q u e  ( e n t e n d e z  :  u n e  d é f i n i t i o n  e n

t e r m e s  d e  n o t i o n s  p r r r e m e n t  l o g t i q u e s ) ,  e t  i I  d é f i n i r a  e n s u i t e ,  d '

une  man iè re  pu rement  l og ique ,  chaque  nombre  en  te rmes  des  nombres

q u i  I e  p r é c è â e n t  d a n s  I a  s u i t e .  F r e g e  o b t i e n t  a i n s i  I a  s é r i e

s u i v a n t e  d e  d é f i n i t i o n s  :

qu i  appar t i en t  au  concep t  " l o t  i den t ique
à  s o i - m ê m e " ,

qu i  appar t i en t  au  concep t  "  i den t ique  à  C"  ,

qu i  appar t i en t  au  concep t  "  i den t ique  à  O
o u  à  1 " ,

C e s  d é f i n i t i o n s  d e s  n o m b r e s  n a t u r e l s ,  b i e n  q u ' e 1 l e s  s ' i n s -

p i r e n t  d e  I ' o r d r e  d o n n é  d a n s  l a  s u i t e  d e s  n o m b r e s  n a t u r e l s ,  n e
' f o n t  

p a s  e l l e s - m ê m e s  i n t e r v e n i r  c e t  o r d r e  e x p l i c i t e m e n t .  E l l e s

n e  f o n t  d o n c  p a s  é t a t  d e  c e t  o r d r e .  E n  c e  s e n s '  l a  d é f i n i t i o n

q u e  d o n n e  F r e g e  d u  n o m b r e  l - ,  p a r  e x e m p l e ,  d i f f è r e  d i a m é t r a l e m e n t

d e  c e l l e  g u ' o n  a  I ' h a b i t u d e  d ' a d j o i n d r e  à  I ' a x i o m a t i q u e  d e  P e a n o ,

à  s a v o i r  q u e  I  e s t  l e  s u c c e s s e u r  d e  O  ( v o i r  P .  S u p p e s ,  A x i o m a t i c ,

s e t  T h e o r y ,  p p .  1 3 6 - 1 3 7 ) .  C h e z  P r e g e ,  c ' e s t  e n  q u e l q u e  s o r t e  l e

m o u v e m e n t  i n v e r s e  q u i  a  l i e u  :  à  p a r t i r  d e  l a  d é f i - n i t i o n  d e s  n o n r

b r e s  n a t u r e l s ,  o n  d é d u i r a  } a  p l a c e  q u ' o c c u p e n t  l - e s  n o m b r e s  d a n s

I a  s u i t e  c l e s  n o m b r e s  n a t u r e l s .  R e g a r d o n s  c e l a  d e  p l u s  p r è s .
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D é d u i r e  I a  p l a c e  q u ' o c c u p e n t  l e s  n o m b r e s  d a n s  I a  s u i t e  d e s
n o m b r e s  n a t u r e l s ,  c r e s t  é t a b l i r ,  d ' u n e  m a n i è r e  p u r e m e n t  l o g i g u e ,
pour  deux  nombres  m e t  n  cho is i s  adéqua tement ,  euê  n  su i t  j _mmé-
d ia temen t  m dans  Ia  su i te  des  nombres  na tu re l s .

L a  d é f i n i t i o n  q u e  p r o p o s e  F r e g e  d e  I a  r e l a t i o n  " n  s u i t  i m -
méd ia tement  m dans  la  su i te  des  nombres  na tu re l s "  es t  i n t imement
l i ée  - f  on  le  comprendra  m ieux  p lus  l o in  pa r  l es  exe rnp les  ->  non
seu lement  à  Ia  dé f in i t i on  du  no rnb re  ca rd ina l  comme te l ,  ma is  en -
co re  à  Ia  fo rme qénéra1e  de  la  dé f in i t i on  des  nombres  na tu re l s
p a r t i c u l i e r s  :

n  su i t  imméd ia tement  m dans  Ia  su i te  des  nombres  na tu re l s ,
s ' i l  e x j - s t e  u n  c o n c e p t  F  e t  u n  o b j e t  x  g u i  t o m b e  s o u s  c e  c o n c e p t
de  te l l e  man iè re  que  Ie  nombre  ca rd ina l  qu i  appar t i en t  au  con-
c e p t "  q u i  t o m b e  s o u s  F  m a i s  n ' e s t  p a s  i d e n t i q u e  à  x "  e s t  m .

En  p lus  de  la  dé f in i t j - on  des  nombres  na tu re l s  e t  de  Ia  dé -
f i n i t i on  de  Ia  re la t i on  "n  su i t  imméd ia tement  m dans  Ia  su i te  des
nombres  na tu re l s " ,  l es  déduc t ions  fe ron t  appe l  à  un  p r inc ipe  im-
por tan t ,  p r inc ipe  gue  F rege  démont re  dans  le  pa rag raphe  73  des
Grund lagen ,  e t  que  nous  appe l le rons  i c i ,  s imp lement ,  "Lo i  de
F r e g e "  :  

-

S i  un  concep t  A  es t  équ inumér ique  à  un  concep t  B ,  a lo rs  1 l
ex tens ion  du  concep t  "équ inumér ique  au  concep t  A"  es t  i den t ique
à  l r e x t e n s i o n  d u  c o n c e p t  " é q u i n u m é r i q u e  a u  c o n c e p t  8 " .  E n  d ' a u -
t res  te rmes ,  s i  un  concep t  A  es t  équ inumér ique  à  un  concep t  B ,
a lo rs  Ie  nombre  ca rd ina l  qu i  appar t i en t  au  concep t  A  es t  i den t i -
que  au  nombre  ca rd ina l  qu i  appar t i en t  au  concep t  B .

Cons idé rons  ma in tenan t  que lgues  exemp les .

Drune  man iè re  généra le ,  pour  mon t re r  qu 'un  nombre  n  su i t
imméd ia tement  un  nombre  m dans  la  su i te  des  nombres  na tu re l s ,  on
chois i ra conme concept F Ie concept auquel  n appart ient  par déf i -
n i t i on ,  e t  comme ob je t  x  l e  nombre  m lu i -même.

So i t  à  é tab l i r  que  I  su i t  imméd ia tement  O  dans  Ia  su i te  des
nombres  na tu re l s .

On chois i t  comme concept F le concept auquel  le nombre I
a p p a r t i e n t  p a r  d é f i n i t i o n ,  c ' e s t - à - d i r e  1 e  c o n c e p t  " i d e n t i q u e  à

O n  c h o i s i t ,  d r a u t r e  p a r t ,  c o n m e  o b j e t  x  l e  n o m b r e  O .

I1  fau t  a lo rs  é tab l i r  success ivement  que

( 1 )  O  t o m b e  s o u s  l e  c o n c e p t  " i d e n t i q u e  à  O " ,  q u e
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( 2 )  l e  n o m b r e  c a r c l i n a l  q u i  a p p a r t i e n t  a u  c o n c e p t  " i _ d e n -
t i q u e  à  O "  e s t  I ,  € t ,  e n f i n ,  g q e

( 3 )  O  e s t  I e  n o m b r e  c a r d i n a l  q u i  a p p a r t i e n t  a u  c o n c e p t
q u i  t o m b e  s o u s  l e  c o n c e p t  ' i d e n t i q u e  à  O '  m a i s  n '

e s t  p a s  i d e n t i q u e  à  O " .

L e  p o i n t  ( I )  e s t  é v i d e n t  p a r  l u i - m ê m e .

L e  p o i n t  ( 2 )  r é s u l t e  d e  l a  d é f i n i t i o n  m ê m e  d u  n o m b r e  t .

Q u a n t  a u  p o i n t  ( 3 ) ,  p o u r  I ' é t a b l i r ,  o n  r a i s o n n e  c o f l r m e  s u i t .

C e  q u i  t o m b e  s o u s  l e  c o n c e p t  " i d e n t i q u e  à  O "  e s t  i d e n t i q u e  à  O .
A i n s i ,  p o u r  é t a b l i r  I e  p o i n t  ( 3 ) ,  i l  s u f f i r a  d e  m o n t r e r  q u e  O  e s t
l e  n o m b r e  c a r d i n a l  q u i  a p p a r t i e n t  a u  c o n c e p t  " i d e n t i q u e  à  O  m a i s
non  iden t ique  à  O" .  Ma is  O  es t  pa r  dé f in i t i on  l -e  nombre  ca rd ina l
q u i  a p p a r t i e n t  a u  c o n c e p t  " n o n  i d e n t i q u e  à  s o i - m ê m e " .  O r ,  l e
concep t  "non  iden t ique  à  so i -même"  es t  équ inumér ique  au  concep t
" i d e n t i q u e  à  O  m a i s  n o n  i d e n t i q u e  à  O " .  D ' o ù  i l  s u i t ,  e n  v e r t u
d e  l a  l o i  d e  F r e g e r  e u ê  O  e s t  é g a l e m e n t  l e  n o m b r e  c a r d i n a l  q u i
a p p a r t i e n t  a u  c o n c e p t  " i d e n t i q u e  à  O  m a i s  n o n  i d e n t i q u e  à  O " .

S o i t  à  é t a b l i r  q u e  2  s u i t  i m m é d i a L e m e n t  I  d a n s  I a  s u i t e  d e s
n o m b r e s  n a t u r e l s .

On  cho is i t  comme concep t  F  l e  concep t  auque l  Ie  nombre  2
a p p a r t i e n t  p a r  d é f i n i t i o n ,  c ' e s t - à - d i r e  l e  c o n c e p t  " i d e n t i q u e  à
O  o u  I t ' .

O n  c h o i s i t ,  d ' a u t r e  p a r t ,  c o n u n e  o b j e t  x  I e  n o m b r e  1 .

I l  f a u t  a l o r s  é t a b l i r  s u c c e s s i v e m e n t  q u e

(  1 )  l -  t o rnbe  sous  le  concep t  '  i den t ique  à  O  ou  à  1 "  ,  que

( 2 )  1 e  n o m b r e  c a r d i n a l  q u i  a p p a r t i e n t  a u  c o n c e p t  " i d e n -
t i q u e  à  O  o u  à  I "  e s t  2 ,  ê t ,  e n f i n ,  g u ê

( 3 )  I  e s t  I e  n o m b r e  c a r d i n a l  q u i  a p p a r t i e n t  a u  c o n c e p t
q u i  t o m b e  s o u s  1 e  c o n c e p t  ' i d e n t i q u e  à  O  o u  à  I '

m a j - s  n ' e s t  p a s  i d e n t i q u e  à  I " .

L e  p o i n t  ( f )  e s t  é v i d e n t  p a r  l u i - m ê m e .

L e  p o i n t  ( 2 )  r é s u l t e  d e  I a  d é f i n i t i o n  m ê m e  d u  n o m b r e  2 .

Q u a n t  a u  p o i n t  ( 3 ) ,  o n  I ' é t a b l i t  c o m m e  s u i t .  C e  q u i  t o m b e
s o u s  I e  c o n c e p t  " i d e n t i q u e  à  O  o u  à  1 , "  e s t  i d e n t i q u e  à  O  o u  à  l - .
A i n s i ,  p o u r  é t a b l i r  l e  p o i n t  ( 3 ) ,  i l  s u f f i r a  d e  m o n t r e r  q u e  I  e s t
l e  nombre  ca rd ina l  c lu i  appar t i en t  au  concep t  " i den t ique  à  O  ou  à
I  m a i s  n o n  i d e n t i q u e  à  I  " .  M a i s  I  e s t  p a r  d é f i n i t i o n  l e  n o m b r e
c a r d i n a l  q u i  a p p a r t i e n t  a u  c o n c e p t  " i d e n t i q u e  à  o " .  o T ,  l e  c o n -
c e p t  "  i d e n t i q u e  à  O "  e s t  é q u i n u m é r i q u e  a u  c o n c e p t  "  i d e n t i q u c  à  O
o u  à  I  m a i s  n o n  i d e n t i q u e  à  1 " .  D ' o ù  i l  s u i t ,  e n  v e r t u  d e  l a  l o i
d o  F ' r e r r p  -  . n r ê  I  ^ ^ !  < * ^ 1 ^ - ^ ' ^ . t  1 e  n o m b f e  C a r d  i n a l  r r r l i  â n n a f  t i e n tu ç  r ! ç Y ç ,  Y u c  a  = 5 L  u Y q I E r t t ç r I L  L s  r l v t u u l ç  u q L u f r r q r  Y u f  

q y . L .

a u  c o n c e p t  " i d e n t i q u e  à  O  o u  à  1  m a i s  n o n  i d e n t i g u e  à  1 " .


