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0n remes DE LA DECOUVERTE PAR

r N F r N l r É s t m n l

Le rsNrz CALCUL

Ce sont  des recherches en géométr ie qui  ont  mené Leibniz à
Ia  découver te  du  ca lcu l  i -n f i n i t és ima l .

La  découver te  du  ca lcu1  d i f f é ren t ie l  es t  l i ée  à  1 'é tude  de
Ia déterminat ion de ta t f f ie ,  le problème di t
"des  tangen tes "  ;  l a  découver te  du  ca lcu l  i n téq ra1  es t  l i ée  à
I . é t u d e d u c a I c u l d e 1 ' a i - r e c o m p r i s f f i e , 1 e p r o b l è m e
d i t  "des  quad . ra tu res "  I  en f in ,  1a  déco .uve r te  de  I ' ex i s tenèe  d 'un
ca lcu l  eng loban t  dans  une  un i té  Ie  ca l cu l  d i f f é ren t ie l  e t  l e  ca l -
cu l  i n tég ra r ,  l a  découver te  donc  du  ca lcu r  i n f i n i t és imar  p rop re -
ment d i t ,  t rouve son or ig ine dans laf f i  rapport
ex i s tan t  en t re  l es  deux  p rob lèmes ,  l e  p rob lème des  tangen tes  e t
celu j -  des quadratures

PLAN

s e c t f o n  I .  L a  d é r i v é e  d é f i n i e  c o m m e  l a  p e n t e  d , u n e  c o u r b e  à

aborde a,,iouralffî'i: Ë:";iS:: ;::'ilin:::"3'r'âplïàE'u!"îï"13.?1"
de l imite introduite par cauchy. En même temps, on rapperte com-
nnenfrt- leut d.onner, âans re câdre du probrèmè des tan|àntes, une
in terpréta t ion géométr ique de la  dér ivée.

S e c t i o n  I I .  L ' i n t é g r a l e  d é f i n i e  c o m m e  l , e x p r e s l i o n  d e  I ' a i r e
c o m p

Lrob je t  de  ce t te  sec t ion  es t  de  rappere r  comment  on
aborde  au jou rd 'hu i  l e  p rob rème des  quadra tu res  à  1 'a ide  de  la  no -
t ion d.e l imi te,  et  comment on peut  donner,  d.ans le cadre du pro-
brème des quadratures,  une intèrprétat ion géométr ique de f  inté-
g r a I e .

s e c t i o n  I  I  I .  L e  p r o b L è m e  d e s  t a n g e n t e s  a v a n t  L e i  b n i z

Cette sect ion se compose de d.eux part ies :

4 . ,

DU

B .  L a  m é t h o d e  d ' I s a a c  B a r r o w .
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s e c t i o n  I V .  L e  p r o b l è m e  d e s  q u a d r a t u r e s  a v a n t  L e i b n i z .

Ce t te  sec t ion  se  compose  de  t ro i s  pa r t i es  :

A .  A rch imède  e t  Ia  quadra tu re  de  la  pa rabo le ,
B .  Pasca l  e t  l e  T ra i té  des  s inus  du  quar t  de  ce rc le ,
C .  L a  m é t h o d e  d ' I s a a c  B a r r o w .

S e c t i o n  V .  L a  d ê c o u v e r t e  p a r  B a r r o w  d u  " t h é o r è m e  f o n d a m e n t a l " .

a

A.  Le " théorème fondamenta l "  du ca lcu l  in f j -n i tés imal ,
B.  In terpréta t ion par  St ru ik  d 'un texte  de Barrow.

S e c t i o n  V I .  . L a  d é c o u v e r t e  p a r  L e i b n i z  d u  c a l c u l  i n f j n i t é s i m a l .

S O U R C E  S

The  on ig i u  o6  t hz  i n | i n i t zd ima l  ca l - cu lu t ,  bA  Ma tga . t t e t  E .
B a n o n  r  .

Thz  | t i a t g+q  o6  t l ' Le  eaLeu [ .u , s  and  i t r  devzLopmen l ,  bU  CanL  B .
Bo  qen ,

A  , s o u n c z  b o o h  i n  ^ a t l r e ^ o t i e a ,  1 2 0 0 - l S Q 9 ,  e d i t z d  b q  O . J .
Stttui lz,

The  t nea ,sunu  o6  ma t l t zma t i ca ,  2  voLume t ,  bq  Henn ie t t a .
M idon i c

S E C T I O N  I .  L A  D T R I V E E  D E F I N I E  C O M M E  L A  P I N T E  D ' U N I  C O U R B E
A  U N  P O I N T  V A R I A B L E  P .

La  pen te  d 'une  courbe  Y  =  f ( x )  au  po in t  P  es t  dé te r -
minée par la pente de la tangente à cet te courbe au point  p,  la
t a n g e n t e  t  ( v o i r  F i g .  f ) .

Pour pouvoir  déterminer la pente de la tangente au
po in t  P '  i I  nous  fau t  cons idé re r  un  po in t  de  la  cou rbe  vo is in  de
P,  un  po j -n t  P  r  .

A  t rave rs  l es  po in ts  P  e t  p  |  ,  nous  t raçons  une  l i gne
dro i te  qu i  rencon t re  1 'axe  des  x  e t  f o rme avec  ce ru i - c i  un  anq le
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a r .  N o u s . a p p e r o n s  r a  l i g n e  d r o i t e  q u i  t r a v e r s e  r e s  p o i n t s  p  e t
P ' ,  u n e  s é c a n t e  d e  l a  c o u r b e ,  l a  s é c a n t e  t ' .

Pour  dé te rm ine r  l a  pen te  de  Ia  tangen te  t ,  nous  a l -
l o n s  d ' a b o r d  d é t e r m i n e r  I a  p e n t e  d e  l a  s é c a n t e  t '  .  c e  d e r n i e r
p rob lème se  ramène  à  ce lu i  de  dé te rm ine r  l a  pen te  d 'une  l i gne
d r o i t e  d a n s  u n  p l a n  c a r L é s i e n .  A  t r a v e r s  f e  p o i n t  p ,  n o u s  t r a -
ç o n s  u n e  p a r a l l è l e  à  1 ' a x e  d e s  x ,  e t  à  p a r t i r  d u  p o i n t  p r ,  n o u s
t r a ç o n s  u n e  p e r p e n d i c u r a i r e  à  I ' a x e  d e s  x .  c e s  d e u x  d r o i t e s  s e
r e n c o n t r e n t  a u  p o i n t  e .  L a  p e n t e  d e  l a  s é c a n t e  t ,  e s t  d o n n é e
p a r  r a  t a n g e n t e  t r i - g o n o m é t r i q u e  d e  I ' a n g r e  a ' ,  c ' e s t - à - d i r e  p a r
l e  r a p p o r t  d e s  d r o i t e s  p ' e  e t  p e  :

p e n t e  d e  t t  =  t a n g  a t  =

S i  nous  rep résen tons
rence  pa r  ÂX,  nous  avons  :

p e n t e  d e  t ' -  ^ y  =  a f ( x )
^ x  ^ x

D l ô

D ô
= Y t - Y =* r - - x

1 ' o p é r a t i o n

f  ( x r )  -  f  ( x )
* r - x

d e  f a i r e  u n e  d i f f é -

(  r t c ,  1  ;

( X 1 ' Y ' '  )

L ' i d é e  e s t  a l o r s  I a  s u i v a n t e .  s i  x . ,  t e n d  v e r s  x ,  a l o r s  y ,  t e n d
v e r s  y ,  d e  s o r t e  q u e  l e  p o i - n t  p ' d e 3 c e n d  l e  l o n g  d e  l a  c ô r l r b e
vers  l e  po in t  P ,  ce  qu i  en t ra ine  que  la  pos i t i on  ae  ra  sécan te  se
rapproche  de  1a  pos i - t i on  de  la  tangen te .  La  tangen te  es t  a ins i
l e  l im i te  de  la  sécan te ,  e t  l a  pen te  de  la  tangen te  es t  l a  l im i te
de  la  pen te  de  Ia  sécan te  :
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pen te  de  t  =  l im i te  pen te  de  t '  =  l im i te
f  ( x r )  -  f  ( x )

* r -  *

l i m i t e  A Y = r i m i t e  ^ f ( x ) ,  l o r s q u e  A x
t e n d  v e r s  z ê r o .  ^ x  A x

Déf in i t i on  de  la d é r i v é e .  L a  f o n c t i o n  y  =  f ( x )
donne la hauteur de Ia courbe y = f  (x )  pour  Ia  va leur  x .  Nous
pouvons maintenant considérer
t j -on f  '  (x)  ,  gui  donne la pente
po in t  va r iab le  P .  On  appe l le
la  fonc t ion  f  ( x )  .

une  nouve l l e  fonc t ion  de  x ,  I a  fonc -
de la tangente à Ia courbe pour un

ce t te  fonc t ion  de  x ,  l a  dé r i vée  de

S E C T  I O N L ' I N T E G R A L E  D E F I N I E  C O M M E  L ' E X P R E S S I O NDE
L ' A I R E  C O M P R I S E  S O U S  U N E  C O U R B E .

S o i t  u n e  c o u r b e  y  =  f ( x ) .  C o n s i d é r o n s  a l o r s  I ' a i r e
dé l im i tée  au -dessus  pa r  l a  cou rbe  (vo i r  r i g .  2 ) ,  en -dessous  pa r
I ' axe  des  x ,  e t  à  gauche  e t  à  d ro i te  pa r  l es  pe rpend icu la i res  t ra -
cées  depu is  l a  cou rbe  ve rs  I ' axe  des  x  aux  po in ts  a  e t  b .

Le  p rob lème es t  de  ca lcu le r  1 'a i re  compr i se  sous  Ia
courbe.

(  r re  ,  2  )

I I

Y= f (  X  )
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Pour  résoudre  ce  p rob lème,  on  subd iv i se  f  i n te r -
va l l e  de  x  =  a  à  x  =  b  en  un  nombre  de  pe t i t s  sous - in te rva l l es .
on  t race  a ro rs  des  pe rpend icu la i res  depu is  l a  cou rbe  ve rs  1 ,axe
des  x  aux  po in ts  de  d i v i s ion .  Le  doma ine  es t  a ins i  subd iv i sé  en
un  nombre  de  pe t i t es  po r t i ons .  on  remp lace  ensu i te  chaque  pe t i t e
po r t i on  pa r  un  rec tang le  don t  l a  hau teu r  es t  cho is ie  comme é tan t
1a  moyenne  en t re  Ia  p lus  g rande  e t  Ia  p lus  pe t i t e  hau teu r  de  la
courbe  dans  la  po r t i on  cons idé rée .

L ra i re  compr i se  sous  Ia  courbe  se  p résen te  a lo rs
s o u s  l a  f o r m e  d ' u n e  s o m m e  d e  p e t i t s  r e c t a n g l e s .  M a i s  I ' a i r e  n t e s t
évidemment pas égale à cet te somme. cet te sonrme ne fa i t  qu 'appro-
c h e r  I ' a i r e  t o t a l e .  M a i s ,  d ' a u t r e  p a r t ,  i l  e s t  c l a i r  q u e  p l u s
g rand  es t  l e  nombre  des  rec tang les ,  e t  co r ré la t i vement  p rus  pe t i t
chague  rec tang le  en  pa r t i cu l i e r ,  me i l l eu re  se ra  1 'approx ima t ion
d e  l ' a i r e  p a r  l a  s o n m e .  D t o ù  f  i d é e  q u e  l r a i r e  n ' e s t  a u t r e  q u e
la l imi te de cet te somme, lorsque le nombre des termes croi t  indé-
f i n imen t ,  ou  lo rsque ,  co r ré ra t i vement ,  I a  l a rgeur  de  chaque  rec -
tang le  déc ro î t  de  man iè re  à  tendre  ve rs  zê ro .

y = f (x) .. "*;:i*Ës##ir*r*';"":ifl:":"ff:: :3."îTi:ïes..r.
d e  l - a  f o n c t i o n  y  =  f ( x )  d e  a  à  b .

S E C T I O N  I I I L I P R O B L E M E  D T S  T A N G E N T E S  A V A N T  L E I B N I Z .

A . A R C H I M E D E  E T LA T A N G E N T E L A  S P I R A L E .

Archimède a donné une méthode pour déterminer 1a tangente à
une  sp i ra le .

Dé f in i t i on  i e_ le_Epère le .  cons idé rons  une  l i gne  d ro i te ,  d .on t
une  Supposons  que  ce t te  d ro i te  e f i ec tue ,
à une v i tesse uni forme, un mouvement de rotat ion autour de son
extrémité f ixe dans un pran.  Ad.mettons gue,  en même temps, un
po in t  se  meu t  re  l ong  de  la  d ro i te ,  se ron  un  mouvement  un i fo rme,
en  pa r tance  de  l rex t rémi té  f i xe .  Nous  d i rons  que  ce  po in t  déc r i t
Ble spi{a le dans le p lan.  (pour Archimède, Ia spi f f i
f igure décr i te par Ie point  pendant que la droi te ef fectue un tour
c o m p l e t  d e  s o n  p o i n t  d e  d é p a r t  à  s o n  p o i n t  d ' a r r i v é e ) .

A rch imède  dé te rm ine  ra  tangen te  à  une  sp i ra le  au  po in t  p ,  en
cherchant à déterminer Ia d i rect ion du mouvement instàntané du
p o i n t  P ,  c ' e s t - à - d i r e  l a  d i r e c t i o n  d ' u n e  q u a n t i t é  i n f i n i t é s i m a l e
de mouvement du point  p.



6 -

Archimède analyse le mouvement instantané du point  p en deux
mouvements  pa r t i e rs ,  un  mouvement  Mr  ( vo i r  F ig .  3 )  dans  re  p ro -
rongement  de  la  d ro i te  oP  se lon  une  v i tesse  un i fo rme v r ,  e t  un
mouvement Mt perpendicula i re au mouvement Mr avec une v i tesse
var iab le  V t ,  v i t esse  d i rec tement  p ropor t i onne l le  à  l a  v i t esse  un i -
forme de Ia droi te OP et  d i rectement proport ionnel le à la longueur
du segment OP. - l

(  r re  ,  3  )

S i  on  conna î t  l es  v i tesses  Vr  e t  V t ,  a ins i  que  la  l ongueur  du
segrment OP, on pourra déterminer Ie rapport  entre Ie mouvement Mr
et  Ie mouvement Mt (qui  sont  des quant i tés inf in i tés imales de mou-
vement ) ,  e t  à  pa r t i r  de  1à  cons t ru i re  ce  que  les  pé r ipa té t i c iens
ont appelé le paral lé logramme des mouvements.

La di rect ion du mouvement instantané du point  P,  et  par là la
tangente à la spira le au point  P,  est  a lors déterminée conme étant
la d iagonale de ce paral lé logranme.

Remarquons que le mouvement du point  P,  en réa1i té,  ne se fa i t
pas  dans  Ia  d i rec t i on  de  PN,  ma is  dans  la  d i rec t i on  de  Ia  sp i ra le
e l l e -même.  Cependan t ,  pa rce  qu ' i l  s ' ag i t  i c i  de  quan t i t és  i n f i n i -
tésj -males de mouvement,  on considère que la tangente à la spira le
peu t  ê t re  i den t i f i ée  avec  1 'a rc  de  sp i ra le  l u i -même.  D 'a i l l eu rs ,
s i  on obt ient  que le mouvement du point  P se fa i t  d.ans Ia d i rec-
t i on  PN,  c 'es t  pa rce  que  le  mouvement  pa r t i e l  du  po in t  P ,  l e  mou-
vement Mt,  a été analysé comme perpendicula i re au mouvement par-
t i e l  Mr ,  a lo rs  que  Ie  mouvement  Mt  s 'e f fec tue  en  réa l i t é  dans  la
d i rec t i on  de  I ' a rc  de  ce rc le  de  rayon  OP (ma is  i c i ,  de  même que
t o u t - à - l ' h e u r e ,  p a r c e  q u ' i l  s ' a g i t  d e  q u a n t i t é s  i n f i n i t é s i m a l e s
de  mouvement ,  on  cons idè re  que ,  pu isque  1es  cô tés  MN e t  PR du  pa -
raI Ié logranrme sont  inf in iment proches,  Ia perpendicula i re peut
ê t r e  i d e n t i f i é e  à  1 ' a r c  d e  c e r c l e .

La  méthode  d 'A rch imède  annonce  Ia  mé thode  qu 'u t i l i se ra  Bar row
pour déterminer Ia tangente à une courbe (b ien que chez Barrow la



m é t h o d e  r é u s s i r a  f i n a l e m e n t  à  s ' a f f r a n c h i r  1 1 ' u n  r e c o u r s  à  d e s
no t ions  emprun tées  à  l a  c inémat ique)  :  au  l i eu  d .e  passer  pa r  l e
dé tou r  d 'une  sécan te ,  e t  de  concevo j - r  1a  tangen te  comme la  l im i -
te  de  ce t te  sécan te ,  on  p rocèdera  d i rec tement ,  comme chez  Arch i -
m è d e ,  à  l r i d e n t i f i c a t i o n  d ' u n e  p o r t i o n  i n f i n i t é s i m a l e  d e  I a  t a n -
gen te  e t  d 'une  po r t i on  in f i n i t és ima le  c1e  Ia  courbe .

L A  M E T H O D E D '  I S A A C  B A R R O W .

Voic i  comment Barrow procède pour déterminer la tangente
une  courbe .

S o i t  A P  e t  P M  ( v o i r  F i g .  4 )  d e u x
sect ionne une courbe donnée au point
à la courbe au point  M, tangente qui
a u  p o i n t  T .

l i gnes  d ro i tes  te l l es  que  PM
M.  So i t  a lo rs  MT Ia  tangen te
rencon t re  l a  l i qne  d ro i te  AP

Le  p rob lème es t  a lo rs  de  dé te rm ine r  l a  d i rec t i on  de  la  tan -
gen te  MT.  Comme la  l ongueur  de  Ia  d ro i te  P IU  es t  connuerce  p rob lè -
me se  ramène  à  ce lu i  de  ca lcu le r  l a  l ongueur  de  Ia  d ro i te  pT .

(  r re  ,  4  )

a
-

t

on  cons idè re  un  a rc  i n f i n imen t  pe t i t  MN de  ra  courbe .  A  t ra -
v e r s  N  o n  t r a c e  N R  p a r a r l è l e  à  A P ,  e t  N e  p a r a l l è t e  à  p M .  L ' i d é e
es t  a lo rs  de  compare r  PM e t  p r  en  comparan t  MR e t  NR.  (nn  e f fe t ,
comme I ' a rc  MN es t  i n f i n imen t  pe t i t ,  Ba r row cons idè re  que  ce t  a rc
peu t  ê t re  i den t i f i é  à  une  po r t i on  de  la  tangen te ,  de  so r te  que  la
f i gu re  MNR peu t  ê t re  ass im i lée  à  un  t r i ang le ,  t r i ang le  qu i  es t
semb lab le  au  t r i ang le  MTp) .

on  pose  PM =  m,  PT  =  t r  MR =  a  e t  NR =  e .  on  cherche  a lo rs
une équat ion qui  expr ime Ie rapport  entre les coordonnées de M et
de  N ,  compte  tenu  du  fa i t  que  res  po in ts  M e t  N  son t  i n f i n imen t
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p roches .  En  d . rau t res  te rmes ,  on  cherche  une  égua t ion  qu i  exp r ime
res  coordonnées  des  po in ts  M e t  N  en  te rmes  de  a  e t  de  e .  Le  ca r -
cur de cet te équat ion permettra de découvr i r  re rapport  entre a
e t  e .  La  so lu t i on  du  p rob lème cons is te ra  a lo rs  tou t  s imp lement  à
remp lace r  d .ans  ce  rappor t  a  pa r  m,  e t  e  pa r  t .

Ba r row donne  les  règ les  qu i  do iven t  ê t re  observées  lo rs  du
c a l c u l  d e  1 ' é q u a t i o n  :

f )  Suppr imer tout  terme
ainsi  que tout  terme contenant
donné  que  ces  te rmes  n 'on t  pas
c e  p o i n t ) ;

con tenan t  un  p rodu i t  de  a  e t  de  e ,
une  pu issance  de  a  ou  de  e ,  "é tan t
de  va leu r "  (Bar row ne  jus t i f i e  pas

2)  E l im ine r  de  I ' équa t ion  tou t  te rme ayan t  une  va leu r  dé te r -
m inée  ( l , e ibn iz  d i ra  "va leu r  ass ignab le "  )  .  La  ra i son  en  es t  l a
su ivan te .  La  d i f f é rence  en t re  l es  coordonnées  des  po in ts  M e t  N
es t  i n f i n i t és ima le  ;  c ' es t  pourquo i  l es  coordonnées  des  po in ts  M
e t  N  on t  res  mêmes  va leu rs  ass ignab les  ;  on  t rouvera  donc  de  pa r t
e t  d ' a u t r e  d e  1 ' é g a l i t é  l e s  m ê m e s  v a l e u r s  a s s i g n a b l e s ,  e t  c ' e s t
pourquo i  on  peu t  é l im ine r  ce l l es -c i .

Exernp le  de  ca lcu l  d 'une  équa t ion .

Supposons  que  les  coordonnées  de  deux  po in ts  M ( f ,m)  e t
N  ( f  +  e ,  m  -  a )  d . ' u n e  c o u r b e  M N  ( v o i r  F i g .  5 )  s o i e n t  r e l i é e s  p a r
Ia  re la t i on  su ivan te

f 3 * * 3 = ( f + e ) 3 + ( m - a ) 3

(  r t e  ,  5  )
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En  ve r tu  des  p rodu i t s  remarguab les ,

f 3  *  * 3  =  f 3  +  3 f 2 e  +  3 f e 2  *  . 3

Nous  é l - im inons  les  te rmes  con tenan t

f 3  *  * 3  =  f 3  +  3 f 2 e  *  r n 3  3 m 2 . .

\ous  é l im inons  éga lement  tou t  te rme

o = 3 f 2 e - 3 m 2 a .

n l n ù

^ - 2  ^  2J r e = J m a .

. \ i n s i - ,

- 2 2t - e  =  f f i - â ,  e t  d o n c

*  * 3  -  3 * 2 .  +  3 * . 2  -  u 3 .

des  pu i ssances  de  a  ou  e

ayant urre grandeur a s s i g n a b l e :

2e m- = _
a - 2

I

remplaçant  e  par  t ,  e t  a  par  m,  nous obtenons

. 2c m- = -
m - 2 r

) t C ï I 0 N  I V . L E P R O B L E M T  D T S  Q U A D R A T U R E S  A V A N T  L E I B N I Z

A R C H  I  M E D E E T Q U A D R A T U R E U C L A  P A R A B O L E .

La  pa rabo le  es t  une  courbe  qu i
Cro i t  ( cône  ob tenu  pa r  Ia  ro ta t i on
lës -Eo tes  de  I ,ang lê  d r :o i t )  pa r  un

r é s u l t e  d e  I a  s e c t i o n  d ' u n  c ô n e
d ' u n  t r i a n g l e  r e c t a n g l e  s u r  u n
p lan  pa ra l l è Ie  à  un  p lan  tan -

E e n t  a u  c ô n e .

Le problème que se pose
compr i se  en t re  une  pa rabo te
en t re  Ia  pa rabo le  peq  (vo i r

A r c h i m è d e ,  c ' e s t  d e  c a l c u l e r  I ' a i r e
e t  u n e  l i g n e  d r o i t e ,  d a n s  l , e s p è c e
F i g .  6 )  e t  l a  d r o i t e  e q .
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(  r r e  ,  6  )

Les  au teu rs  du  l7e  s ièc le  a t taquera ien t  ce  p rob lème en  subd i -
v i s a n t  I ' a i r e  e n  u n  n o m b r e  i n f i n i  d r a i r e s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s .
(Le premier à avoir  analysée une surface comme composée

d 'un  nombre  in f i n i  de  su r faces  in f i n imen t  pe t i t es  es t  Grégo i re  de
St .V incen t  ;  avan t  1u i ,  Cava l i e r i  ava i t  ana lysé  une  su r face  comme
E 6 @ ' u n e S o n r m e i n t f f i _ ô i l i g n e s d e g r o s s e u r n u 1 1 e , e t a v a i t
analysé Ia l igne comme composée d 'une sonme inf in ie de points de
longueur  nu l l e ,  l i gnes  e t  poJ -n ts  appe lés  " i nd i v i s ib les "  i
Rober tva l ,  gu i  s ' é ta i t  i nsp i ré  de  Cava l ie r i ,  ana lysa i t  une  su r face
comme composée  d tune  sonrme in f i n ie  de  su r faces  ind iv i s ib les ,  e t
analysai t  la l igne conrme composée d 'une sonrme inf in ie de l ignes
ind iv i s ib les )  .

Pour  l es  Grecs  i1  ne  peu t  ê t re  gues t ion  d 'aborder  Ie  p rob lème
de  ce t te  man iè re .  D 'une  pa r t ,  l a  théor ie  des  nombres  n 'es t  pas
su f f i samment  avancée  du  temps  des  Grecs  pour  qu ' i l s  pu issen t  dé f i -
n i r  des sonrmes composées d 'un nombre inf in i  de termes (voir  Boyer,
p .  52 )  ;  d 'au t re  pa r t ,  l es  Grecs  êv i ten t '  pou r  des  ques t ions  de
r igueur ,  t ou te  ré fé rence  à  des  quan t i t és  d i tes  " i n f i n imen t "  pe t i -
tes Ou " inf in iment"  grandes.  Au l ieu de recour i r  à une mêthode
de subdiv is ion en inf in iment pet i ts  ou en indiv is ib les,  Archimède
f a i t  a p p e l ,  à  I a  s u i t e  d ' E u d o x e  e t  d ' E u c l i d e ,  à  I a  m é t h o d e  d i t e
d t  " e x h a u s t i o n " .

La méthode d 'exhaust ion consiste f )  à montrer  conrment on peut
inscr i re dans un cerc le ou dans une ai re comprise sous une courbe
des  po lygones  de  p lus  en  p lus  g rands ,  eL  2 )  à  admet t re  qu 'une  .
teI Iè construct j -on peut  mener à un polygone n te l  que le segment (  l )
çompr i s  en t re  l e  po lygone  e t  Ia  cou rbe .  so i t  auss i  pe t i t  qu 'on  veu t .

C 'es t  Grégo i re  de  S t .V incen t  qu i  a  donné  le 'nom de  "méthode
d 'exhaus t ion "  à  l a  man iè re  don t  p rocède  Arch imède .  En  fa i t '  I e
te rme n 'es t  pas  heureux  pa rce  qu ' i I  suggère  que  Ia  mé thode  mène  à

Sp-zc id ic luement  ,  po )L t io  n  d 'e  czn-cLz
co tLdQ-  l eonde  :  [ - i gne  d t t o i t z  qu i
d r  un  ane  dz  ezncLe l  .

( l ) S z c a m e n t  :  p o t t i o n  d z  d i g u r t e .
c o m j L i ^ e  e n l n z  u n  q n c  Q - Î  ^ 4
abo 'u t i t  aux  dzux  zx tn -emi tô , t



I I

I a  c o n s t r u c t i o n  d ' u n  p o l y g o n e  q u i  s e r a i t  e x h a u s t i f  d e  l r a i r e  e n
ques t ion .  Or ,  chez  Arch imède ,  que l  que  so i t  l e  po lygone  cons i -
dé ré ,  i 1  ex i s te  tou jou rs  un  segment  en t re  l e  po lygone  e t  fa  cou rbe
en  ques t ion ,  même s i  ce  seg imen t  es t  pa r  a i l l eu rs  auss i  pe t i t  qu 'on
v e u t .  D ' a u t r e  p a r t ,  u n  p o l y g o n e  e x h a u s t i f  d e  I r a i r e  s e r a i t  n é c e s -
sa - i remen t  un  po lygone  composé  d 'un  nombre  in f  i n i  de  cô tés  i  o r  t  l a
méthode  d 'A rch imède  ne  p révo i t  l a  cons t ruc t i on  que  de  po lygones
a y a n t  u n  n o m b r e  n  f i n i  d e  c ô t é s .  E n  r é a l i t é ,  l e  t e r m e  c h o i s i  p a r
Grégo i re  de  S t .V incen t  s 'app l i que  davan tage  à  sa  p rop re  méthode
e u i ,  e l l e ,  i n s c r i t  d a n s  I ' a i r e  u n  p o l y q o n e  c o m p o s é  d ' u n  n o m b r e
i n f i n i  d e  c ô t é s .

C e  q u ' A r c h i m è d e
une  pa rabo le  e t  une
angle qui  a la même
corde  qu i  l im i te  l e
segment  es t  Ia  p lus
v e r s  1 a  b a s e ) .

va  mon t re r ,  c ' es t  que  tou t  seg rnen t  l im i té  pa r
c o r d e ( l )  a p  e s t  é g a l  a u  q u a t r e  t i e r s  d ' u n  t r i -
base  que  Ie  segment  ( l a  base  du  segment  es t  Ia
segment)  et  La mêrne hauteur ( Ia hauteur du
grande  pe rpend icu la iG  t racée  depu is  Ia  cou rbe

Pour  démont re r  ce t te  p ropos i t i on ,  A rch imède  va  fa i re  appe l  à
un lemme, Iemme qui  peut  être démontré d 'une manière purement
a r i t hmét ique  2

S o i t  u n e  s é r i e  d e  s u r f a c e s  A ,  B ,  C ,  D . . . 2 ,  d o n t  A  e s t  l a  p l u s
: r a n  i
ra  su i t  imméd ia tement ,  a lo rs

A + B + C + r r. - 4 À3 -  3 ^ "
e f f e t r  S o i t  b  =

ob t ien t  que  B  +

C,  e tc .  Comme B  e r  
"  

=  à  o ,

A
T

I

â 8 ,

1 - -

B
3 l

h = l
3

4 A- =r 2

A ,

L o
1  0 ,

1= â ( B + C +  +
I+ Z + r = :  A .

+ y + z + r = t o .
1 A+ z * i  z - - 3 A .

+ z +

I
J

.  I , A .  3  A  +  A
r = - ='  3 t 4 ' ,  L 2

A

J
De même on

: b t i e n t q u e C + c = e t c .

I l  s u i t  d e  l à  q u e

( B + C +  + Y + Z )  + ( b + c +

o T ,  b  +  c  +  +  y

B + C +  + Y

A + B + C +

A + B + C +

+y+  z )  =+ ( A + B + c +
+  y ) .

par  soust ract ion,Y ) .  D ' o ù

D ' o ù ,  p â r  a d d i t i o n  d e

E t  a i n s i ,  p u i s q u e  z  =

( I )  C o n d e ,  v o i t t  n o t z  y t n ' e c ' e d z n t e .
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Archimède va démontrer  sa proposi t ion,  à savoir  donc que

Tout.  segr.ngnt  l i+ i té.p+r u le paTabole et  une corde eq est
égar  au  qga l re  l i e rF  d 'un  t r i ang le  qu i  a  l a  mêm@
segment et  la même hauteur,

en  u t i l i san t  une  doub le  réduc t ion  à  r ' absu rde .  ce t te  doub le  ré -
d u c t i o n  â  I ' a b s u r d e  e s t  l i é e  à  r a  m é t h o d e  d ' e x h a u s t i o n  d e  r a
manière suivante :

I )  on  suppose  que  I ' a i re  en  ques t ion  ( i c i  l e  segment  l im i té
p1r  1a  pa rabo le  e t  I a  co rde )  es t  p lus  g rande  que  1a  quan t i t é  don-
née  ( i c i  res  qua t re  t i e rs  du  t r i ang léJ  ;  on  mon t re ,  ensu i te ,  com-
ment  cons t ru i re  dans  I ' a i re ,  pâ r  é tapes  success ives ,  un  po lygone
donné  ( i c i  un  po lygone  te r  que  le  segment  rés id .ue r  es t  p rus  pe t i t
que  la  d i f f é rence  en t re  I , a i re  e t  l a  quan t i t é  donnée)  ;  on  mon t re ,
en f in ,  guê  ce  po lygone  a  des  p rop r ié tés  i ncompat ib les  avec  ce r ta i -
nes  p ropos i t i ons  acqu ises  an té r ieu rement  ;

2 )  on  suppose  que  l ' a i re  en  ques t ion  es t  p lus  pe t i t e  que
ra quant i té donnée ;  on montre,  ensui te,  comment-Eonstnùre dans
I ' a i re ,  pâ r  é tapes  success ives ,  un  po lygone  donné  ( i c i  un  po lygone
te l  que  la  somme des  t r i ang les  i nsc r i t s  dans  Ie  segment  rés idue l
es t  p lus  pe t i t e  que  la  d i f f é rence  en t re  1 'a i re  e t  I a  quan t i t é  don-
née)  ;  en f in ,  on  mon t re  gue  ce  po lygone  a  des  p rop r ié tés  i ncompat i -
b les  avec  ce r ta ines  p ropos i t i ons  acqu ises  an té r ieu rement .

Ce t te  mé thod .e  qu i  u t i l i se  con jo in temen t  l ' exhaus t ion  e t  l a
double réduct ion à I 'absurde.  est  appl iquée par- f f iE ' ÏmEZie à chaque

er  une  p ropos i t i on  re la t i ve  à  ta  aé te r -
m ina t ion  de  I ' a i re  compr i se  sous  une  courbe  (c 'es t  de  ce t te  man iè re
qu ' i l  a  en  pa r t i cu l i e r  p rocédé  pour  ca l cu le r  Ia  su r face  du  ce rc le ) .

Démonstrat ion de 1a proposi t ion d 'Archimède.

S o i t ( t r i ang le  PQq)

1.  Supposons que le segment est  p lus grand que K.

Dans  les  segments  PQ e t  Pq  nous  insc r i vons  des  t r i ang les
qui ont conme sommets les sorylelç R et r (voir Fig. 7) du segment
( f "  sommet d 'un segment c ' f f iFpoint  de Ia courbe à part i r  duquel
es t  t racée  Ia  p lus  g rande  pe rpend icu la i re  ve rs  l a  base)  ;  dans  les

(  r ro ,  7  )

K=+
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s e g m e n t s  r e s t - a n t s ,  n o u s  i n s c r i r , r o n s  à  n o u v e a u  d e s  t r i a n g l e s ,  e t
a i n s i  d e  s u i . t e ,  j u s c l u ' à  c e  q u e  n o u s  o b t e n i o n s  d e s  s e g m e n t s  r e s -
la -n ts  don t  Ia  so r ru re  es t  p rus  pe t i t e  que  le i  d i f f é rence  en t re  l e
: ;egment  PQq e t  K .

11  en  su i te  que  le  po l - ygone  a ins j_  ob tenu  es t  p lus  g rand  <1ue
K

O r ,  c e l a  e s t
so i t  B  l a  somme des
po lygone  ob tenu  es t
on  peu t  mon t re r  que

i 1  s r r i f  -  e n  r r c l l g  d 1 1s s !  e  t  v r r

i m p o s s i b l e .  E n  e f f e t ,  s o i t  A  l e  t r i a n g l e  p e q ,
t r i a n g l e s  P R Q  e t  P r q ,  e t  a i n s i  d e  s u i t e .  L e
l a  s o m m e  d e s  t r i a n g l e s  A  +  B  +  +  Z .  O r ,
A  =  4 R ,  e u e  B  =  4 C ,  e t  a i n s i  d e  s u i t e .  D ' o ùÂ

+ z < * a .
J

Iemyne, que A + B +

2 .  Supposons  que  te  segment  es t  p lus  pe t i t  que  K .

Dans  Ie  segment  PQq,  nous  insc r i vons ,  pa r  é tapes  success i -
v e s ,  u n  p o l y g o n e  A  +  B  +  *  X ,  t e l  q u e  X  e s t  p l u s  p e t i t  q u e  l a
d i f f é rence  en t re  K  e t  l e  segment .  En  tan t  que  Ie  po lygone  es t
i n s c r i t d a n s  l e  s e g m e n t ,  n o u s  a v o n s q u e  A + B +  + X <  ( s e g -

En vertu du leryme, nous avons gue

A + B +

que

A = K .

su i t  de  l à

*x*|  x=+

K _

Y _

( A + g +

]  x .
+ x )  * Y , o ù  Y  (  X , puisque

I ' a u t r e  p a r t ,

K -  ( s e g m e n t )  + Y ,  o ù  y ) X ,

pe t i t  que  Ia  d i f f é rence  en t re  Ie  segment  e t

)e  ce  qu i  p récède ,  i I  résu l te  que

( s e g m e n t )  < A + B +  * X ,
t i on  avec  ce  qu i  p récède .

pu isque  X  es t  p lus

K .

ce  qu i  es t  en  con t rad ic -

3 .  P A S C A L  E T  L E T R A I T E  D E S  S  I N U S  D U  Q U A R T D E  C E R C L E .

Dans  un  tex te  ex t ra i t  du  T ra i té  des  s i l g :_9@,
Pascal  veut  montrer  comment o@ f f i
C ' u n  a r c  q u e l c o n q u e  d ' u n  q u a r t  d e  c e r c l e .

so i t  BP  un  a rc  que lconque  du  quar t  de  ce rc le  ABC (vo i r  F ig .
8 ) .  L e  r a y o n  A C  e s t  a p p e t é  I a  b a s e  d u  g u a r t  d e  c e r c l e .  S o i t
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I ' a r c  B P  d i v i s é  p a r  d e s  p o i n t s  D  e n  u n  n o m b r e  i n f i n i  d e  p e t i t s
a r c s  é g a u x  D D .  T r a ç o n s  à  p a r t i r  d e s  p o i n t s  P , D ,  l e s  s i n u s  D I
v e r s  I a  b a s e  A C  ( 1 ) .  C e  q u ' i l  f a u t  m o n t r e r ,  c r e s t  c o f f i ê i E  o n
p e u t  c a l c u l e r  l a  s o m m e  d e s  s i n u s  D I .

(  r r e  ,  I  )

Pour  Pasca l ,  l a  somme des  s inus  D I  es t  l a  son rme in f i n ie  des
p e t i t s  r e c t a n g l e s ,  f o r m é s  c h a c u n  d ' u n e  l i g n e  D I  e t  d ' u n  m ê m e
pe t i t  a rc  DD (cons idé ré  comme é tendu  en  l i gne  d ro i te ) .  La  so f l rme
des  s inus  do i t  ê t re  d i s t i nguée  de  ce  que  Pasca l  appe l le  l a  so Inme
des  o rdonnées .  La  sonrme des  o rdonnées  D I  es t  Ia  somme in f i n ie
d e s  p e E i t s  r e c t a n g l e s ,  f o r m é s  c h a c u n  d ' u n e  l i g n e  D I  e t  d ' u n e  m ê m e
pe t i t e  pa r t i e  I I  de  Ia  base  OA.  La  so Inme des  o rdonnées  es t  éga le
à  I ' a i r e  c o m p r i s e  s o u s  l a  c o u r b e  B P .  L a  s o m m e  d e s  s i n u s ,  a u
con t ra i re ,  excède  la  somme des  o rdonnées .

Ces  po in ts  é tan t  acqu is ,  l e  théorème de  Pasca l  es t  a lo rs  l e
suivant  :  la  somme des 

" i ru= 
DIJ.E* =i t t "  ét . . t  * t I

u n  d e s  p e t
de  la  base  AC compr i se  en t re  l es  s inus  gx t rêmes  BA e t  PO)  mu l t i -

( r )  P o u n  n o u t ,  L e  , s i n u ' s  d z  t - ' a n g L z  q  Q - ^ t  u n  n a p p o n l ,  à  l a v o i t  L z
Lappon t  zn tnz  Lz  cô t ' e  oppo^ -e  à  I - ' angLe  e t  L ' I ' t qpo t l t ' e . nu68 -  c tu i
e , ,s t  ie i  .Le nat lon ;  donc t in  +  = H or ,  ,s i  nour  tLQ- f ) ,1-e ,Szntc tn ;
I -z  naqon p l ' )L  R,  a in  o  = #  

poui '  Pa,scaL,  e , t  pou,L t ,u^  Lz^
a u t z u t t ç  j u t q u ' a u  d ê . b u t  d u  1 8 2  ' s L è c I - 2 ,  L z  , s i n u t  d z  I - ' a n g l e  0
z^ t  une -  I - i gne ,  L t  non  pa6  un  nap fJo tL t .  C '  z , s t  cz  c l ue  n ( )uL  zx -
p rL imQ- tL ion t  ma in t zna .n t  pa .n  R  . t Ln  O .  Lz  , s i nu ' s  dz  L ' ang 'Le -  Q ,
t e L  c l u z  P a a e a |  ' L ' z n l z n d ,  L ^ l  d o n c  :  R  d i n  O  =  R .  +  

=  P 0 .
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P o u r  d é t n o n t r e r  c e  t h é o r è m e ,  P a s ( : a l  f a i t  a p p e l  à  u n  l e m r n e  q u i '
cc rnme on  Ie  ve r ra  p lus  l -o in  à  l a  sec t ion  V f  ,  a  une  g rande  impor -
i J . i t c e  d u  p o i n t  d e  v u e  d e s  o r i g i r r e s  d e  l a  d é c o u v e l t e  p a r  L e i b n i z
: l u  c a I c u I  i  n f  i n i t é s i m a l  "  C e  l e n u ' n e  e s t  I  e  s u i v a n t  :

S o i t  u n  q u a r t  d e  c e r c l e  l r B C  ( v o i r  F i g "  9 ) "  S o i t  D  u n  p o i n f -
: , : e l c o n q u e  d e  I ' a r c  B C .  I ' a r L a n L  d u  p o - i n l  D ,  t r a ç o n s  l e  s i n u s  D I
- r e r s  l a  L : a s e  A C .  S o i t  a l o r s  D E  l a  t , a n g c n t e  a u  p o i n t ,  D  à  I ' a r c  B C ,
i e s  p o i n t s  E  é t a n t  c h o i s i s  a r b i l r a j r e m e n t .  P a r t a n t  d e s  p o i n t s  E '
' r â c o n s  l e s  n e r : o e n d i c u l a i r e s  E R  à  I a  b a s e  A C .  L e  ; g s l 4 n a r a  €n r m 6
_  L  r \ v t t  J  ! u J  l / u M l l u a Ç u l q ! L  ç . )  L r 1 \  i / ç  a  e u  L s l r Y  t ç  !  v L l r r e

: a r  I e  s i n u s  D I  e L  I a  t a n q e n t e  E E  e s t  é g a l  a u  r e c t a r r q l e  f o i ' m é  p a r
-â port-ion de base AC- comprise en!_Eç_!e_s_q_gu-_p@
i ê c l n r ê n t  R R  d o n r :  -  n f  I  e  r a w o n  A B .ry

(  r r e  .  9  )

Ut . i I i - san t  ce  lemme,  Pasca l  démont re  a lo rs  son  théorème comme
s : i t .  A  c h a q u e  p o i n t  D  d e  l ' a r c  ( v o i r  F i g .  B ) ,  o n  t r a c e  u n e  t a n -
: e n t e  D E  ;  c h a q u e  t a n g e n t e  r e n c o n t r e r a  s a  v o i s i n e  a u x  p o i n t s  E .
. ' a r t a n t  d e s  p o i n t s  E ,  o n  t r a c e  a l o r s  l e s  p e r p e n d i c u l a i r e s  E R  à  l a
: - a s e  A C .  f  l  e s t  c l a i r ,  e n  v e r t u  d u  l e m r n e ,  g u€ c h a q u e  s i n u s  D I- u l t i p l i é  p a r  I a  t a n g e n t e  E E  e s t  é g a 1  à  l a  d . i s t a n c e  c o r r e s p o n d a n -- -e  RR mur t i p l i ée  pa r  re  rayon  AB.  o r ,  t ou tes  les  tangen tes  EE
- . c n t  é g a l e s  e n t r e s  e l l e s ,  d ' o ù  i l  s u i t  q u e  r a  s o m m e  d e s  s i n u s  D r

c h a q u e  s i n u s  é t a n t  m u l t - i p l i é  p a r  u n e  d e s  t a n g e n t e s  E E )  e s t  é g a l e
'  l - a  s o m m e  d e s  d i s t a n c e s  R R  m u l t i p l i é e  p a r  l e  r a y o n  A B .  O r ,
i t a ,_ r !  donn€ qge  Je  no { rb re  de?  s lngs  D{  es . t  i n f i n i ,  chaque  tangen-
. - .  n r  q = t  9 g r f "  à  . r r t _ Ê " =  p " l i t g  p i . s  é g
somme des  d i s tances  RR es t  égâ le  àL r  se f f i . -

L a  m é t h o d e  d e  P a s c a l  e s t  d o n c  e s s e n t i e l l e m e n t  l a  s u i v a n t e .  L a
s o m m e  d e s  s i n u s  d ' u n  a r c  q u e l c o n q u e  d ' u n  q u a r t  d e  c e r c l e  s e  p r é -
sen te  sous  ra  fo rme d 'une  so inme in f i n ie  de  te rmes ,  chague
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t e r m e  é t a n t  l e  p r o d u i t  d r u n  s i n u s  D I  e t  d r u n  m ê m e  a r c  D D .
Pasca l  mon t re  gue  ce t te  sonrme,  gu i  ne  peu t  pas  ê t re  d i rec tement
c a l c u l é e  c o m m e  t e l l e ,  e s t  é g a l e  à  u n e  s o m m e  q u i ,  e I I e ,  e s t  c a l c u -
Iab le ,  à  savo i r  l a  somme don t  l es  te rmes  son t  chacun  le  p rodu i t
d ' u n  s i n u s  D I  e t  d ' u n e  m ê m e  t a n g e n t e  E E .  P o u r  f o n d e r  I ' é g a l i t é
d e s  d e u x  s o m m e s ,  P a s c a l  s ' a p p u i e  s u r  u n e  i d é e  q u e  n o u s  a v o n s  d é j à
rencon t rée  chez  Arch imède  e t  chez  Bar row dans  le  cad re  du  p rob lè -
me des  tangen tes ,  à  savo i r  qu run  a rc  i n f j -n imen t  pe t i t  peu t  ê t re
iden t i f i é  à  une  po r t i on  in f i n i rnen t  pe t i t e  de  la  tangen te  à  ce t
a r c .

a LA  I . lETHODE D I  I S A A C  B A R R O \ , J .

Dans  Ia  onz ième leçon  de  ses  Lec t iones  Ggome l r i cae ,  Bar row
adop te  Ia  mé thode  su ivàn te  pour  c  se  sous  une
c o u r b e .

O n  s u b d i v i s e  I ' a i r e  e n  u n  n o m b r e  i n f i n i  d e  r e c t a n g l e s .  C e s
r e c t a n g l e s ,  q u i  o n t  c h a c u n  u n  d e  l e u r s  c ô t é s  c o u r b é ,  s o n t  e n  f a i t
d e s  p s e u d o  r e c t a n g l e s  ;  m a i s ,  p a r c e  g u ' i l s  s o n t  d i f f é r e n t i e l s ,
c ' e s t - à - d i r e  i n f i n i m e n t  p e t i t s ,  c e s  p s e u d o  r e c t a n g l e s  p o u r r o n t
ê t r e  a s s i m i l é s  à  d e  v é r i t a b l e s  r e c t a n q l e s .

On  mon t re  ensu i te  conment  ce r ta ines  des  l i gnes  de  d i v i s ion
( l i g n e s  q u i  o n t  é t é  i n t r o d u i t e s ,  s o i t  p o u r  d é L i m i t e r  I ' a i r e ,  s o i t

p o u r  s u b d j - v i s e r  I ' a i r e )  p e r m e t t e n t  d e  d é f i n i r  u n e  f i g u r e  d o n t  l a
s u r f a c e  p e u t  ê t r e  d é t e r m i n é e .

E n  s ' a p p u y a n t  a l o r s  e s s e n t i e l l e m e n t  s u r  d e s  r a p p o r t s  d e  s i m i -
l i t ude ,  on  mon t re  que  chaque  rec tang le  d i f f é ren t ie l  éga le  une
p a r t i e  d i f f é r e n t i e l l e  d e  l a  f i g u r e ,  d e  t e l l e  m a n i è r e  q u e  l a  s o m m e
d e s  r e c t a n g l e s  d i f f é r e n t i e l s  é g a l e  I a  s o m m e  d e s  p a r t i e s  d i f f é r e n -
t i e l l e s  d e  I a  f i q u r e .

E n  u n  s e n s ,  l a  m é t h o d e  a d o p t é e  p a r  B a r r o w  e s t  c e l l e  q u ' u t i l i -
sa i t  Pasca l  dans  son  T ra i té  des  s inus  du  guar t  de  ce rc le  pour
ca lcu le r  Ia  sonme aes  Ë  ae  ce r -
c le .  Ce  qu i  ca rac té r i se  l a  mé thode  de  Pasca l  e t  de  Bar rov / ,  Pâ r
o p p o s i t i o n  à  d ' a u t r e s  m é t h o d e s  p l u s  t r a d i t i o n n e l l e s  d u  t 7 e  s i è c l e ,
c ' e s t  I e  p a s s a g e ,  I ' i d e n t i f i c a t i o n ,  d ' u n e  p o r t i o n  i n f i n i m e n t
p e t i t e  d ' u n e  c ô u r b e  à  u n e  p o r t i o n  i n f i n i m e n t  p e t i t e  d ' u n e  d r o i t e .
L a  m é t h o d e  d e  P a s c a l ,  c e p e n d a n t ,  e s t  d i r e c t e m e n t  l i é e  à  I ' a p p l i c a -
t i o n  p a r t i c u l i è r e  q u ' i I  c h e r c h e  à  o b t e n i r  ( l a  s o m m e  d e s  s i n u s ) r e t
r i en  ne  pe rmet  de  penser  que  Pasca l  a i t  sa i s i  f  impor tance  que
représen te  ce t te  i den t i f i ca t i on  pour  l a  compréhens ion  du  p rob lème
de  la  quadra tu re  en  généra l .
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s l c T r 0 f i  v .  u L _ _ ! l j _ q q u r l l T I  p A R  B A R R C t ^ l  D U  " T H r 0 R E M r  F 0 N D A -
i!F,ll]A!: .

L E ' I T H E C R E 1 4 E  F O N D A I ' , 1 E N T A L ' '  I . ) I , , | C f r l - C U t -  I  N F  I  l ' ' l I  T E S  I  M A L

D a n s  l a  s e c t i o n  r r ,  n o u s  a v o n * q  p a r l ô  c l e  l r i n t é g r : a j - e  c ' u n e
f o n c t i o n  y  =  f ( x )  :  C e  a  à  i l  ,  c ' e s l - à - d i r e  d ' u n e  n l l c u r  f i x e
x  =  a  à  u n e  v a l e u r :  f i x e  x , =  b .  C o n s i d é r o n s  r û a i n t e n a n t  l ' i n t é g r a -
l - e  d ' u n e  f o n c t i o n  y  =  f  ( x )  < 1  ' u n e  v a l e u r  f i x e  x  =  a : f  u n e  v a l e u r

##*+ r il ="1' . ":':;;" i â:'ffi:'i;.3ïi"îX',ïâË, i:ï:' 1"i,^,3". X i,.E ='
i n t é g r a l e  e x p r i m e  I ' a i r e  c o m p r i s e  s o u s  u n e ? 6 u r b e - y  =  f ( x )  d ' u n
p o i n t  f i x e  x  =  a  à  u n  p o i n t  v a r i a b l e  x  =  u .

Le  théorè rne  fondamenta l  d i t  que  la  dé r i vée  de  f  i n tég ra le
i n d é f i n i e  F ( u )  e s t  é g a l e  à  l a  v a l _ c u r  d e  l a  f o r r c t . i o n  f  ( x )  p o u r  l a
v a l e u r u d e x :

F ( u r )  -  r ' ( u )
F '  ( u )  =  I i m i t e

^ u + o
-  r  | \ u Jt l - u

Le  théorème fondamenta l  j e t te  un  pon t  en t re  re  ca rcu l  d i f f é -
r e n t i e r  e t  r e  c a l c u r  i n t é g r a l .  1 1  m o n t r e  q u e  r a  d é r i v é e  e s t  p a r
rappor t  à  I ' i n tég ra le  co inme une  d i f f é rence  pa r  rappor t  à  une  som-
me :  l a  dé r i vée  peu t  annu le r  f  i n tég ra le  comme une  d i f f é rence
peut annuler  une solnme.

La  s ign i f i ca t i on  géomét r ique  du  théorème fondamenta l -  es t  l a
s u j - v a n t e .  S o i t  u n e  c o u r b e  y  =  f  ( x )  ( v o i r  f  i s .  l o )  .  L ' i n t é g r a l e
i n d é f i n i e  F ( u )  e x p r i m e  1 ' a i r e  c o m p r i s e  s o u s  l a  c o u r b e  e n t r e  l e
p o i n t  f j . x e  x  =  a  e t  u n  p o i n t  v a r i a b r e  x  =  u .  L ' i n t é g r a l e  i n d é f i -
l l e  F ( u r )  e x p r i m e  I ' a i r e  c o m p r i s e  s o u s  r a  c o u r b e  e n t r e  1 e  p o i n t
f i x e  x - =  a  e t  u n  p o i n t  v a r j - a b l e  x  =  u  +  a u  =  u , .  r , a  d i f i é r e n c e
f ! " r )  

-  F ( u )  e n t r e  l e s  d e u x  i n t é g r a l e s  i n d é f i n i e à  e x p r i m e  d o n c
I ' a i r e  c o m p r i s e  s o u s  l a  c o u r b e  e n t r e  1 e s  p o i n t s  u  e t  u , .  c e  q u e
d i t  a l o r s  l e  t h é o r è m e  f o n d a m e n t a l , -  _ c ' e s t . q u e  _ l o r s g g e  l e ' p s : n l j l r
se rapproche irdéfi-ninrent du poln!_g_r_I'aire F(ut)-r@(u) ,c'est-adrre Ie ryre 3yq!t ççryne base u,-u et ccnnre hadffiT(u)-l1a-TEû=

ffir
(  r r c ,  10  )
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R i  N T E R P R E T A T  I O N  P A R  S T R U  I  K  D  I  U N  T E X T E D E B A R R O W .

D a n s  I a  d i x i è m e  l e ç o n  d e  s e s  L e c t i o n e s  g e o m e t r i c a e ,  B a r r o w
énonce  le  théorème su ivan t  :

" L e t  Z G E  [ v o i r  F i q .  1 1 ]  b e  a n y  c u r v e  o f  w h i c h  t h e  a x i s  i s  V D
a n d  l e t  t h e r e  b e  p e r p e n d i c u f a r  o r d i n a t e s  t o  t h i s  a x e s  ( V Z ,  p G ,
D E )  c o n t i n u a l l y  i n c r e a s i n g  f r o m  t h e  i n i t j - a l  o r d i n a t e  V Z  ;  a l s o
l e t  V I F  b e  a  I i n e  s u c h  t h a t ,  i f  a n y  s t r a i g h t  l i n e  E D F  i s  d r a w n
p e r p e n d i c u l a r  t o  V D ,  c u t t i n g  t h e  c u r v e s  1 n  t h e  p o i n t  E ,  F ,  a n d
VD in  D ,  the  rec tang le  con ta ined  by  DF and  a  g i ven  leng th  R  i s
e q u a l  t o  t h e  i n t e r c e p t e d  s p a c e  V D E Z  ;  a l s o  l e t  D E  :  D F  =  R  :  D T ,
a n d  j o i n  [ T  a n d  F ] .  T h e n  T F  w i l l  t o u c h  t h e  c u r v e  V I F "  ( 1 )  .

F I G .  1 1

D a n s  u n e  n o t e  q u i  a c c o m p a g n e  c e t  e x t r a i t ,  S t r u i k  ( p .  2 5 5 ,
no te  3 )  mon t re  comment  on  peu t  dégager  du  tex te  de  Bar row une
fo rmu la t i on  du  théorème fondamenta l - .

R a p p e l o n s  d ' a b o r d  q u e l q u e s  n o t a t i o n s .

L a  I i m i t e  v e r s  l a q u e l l e  t e n d  I e  r a p p o r t  l y /  t x ,  l o r s q u e  Â x
t e n d  v e r s  z ê r o ,  e s t  d é s i g n é e  p a r  d y / d x .

D a n s  l a  s e c t i o n  I i ,  n o u s  a v o n s  v u  q u e  I ' a i r e  c o m p r i s e  s o u s
r l n ê  n n r r r h o  \ /  =  f  ( v \  o n t r o  r r n  n n i n l -  w  =  :  o f  t r n  n n i n l -  y  =  h  n o r r J -y ,

ê t re  exp r imée  comme la  l im i te  d 'une  sonrme de  rec tang les .  Chaque

(  I  )  La  tna "duc t .Lo  n  e4  t  dz  C  lL iX -d  ,  a -v  Q-c  c luz l - c1ue ,d  mo d i [ i ca - t i o  n t  cL l sp0  rL -
t ê . z t  p a n  S t n - u i l z .

F
I/

T

G

D
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r e c t a n g l e  a  c o I T I m e  l a r g e u r  u n  s o u s - i n t e r v a L l e  A x  d e  I ' i n t e r v a f  I e
e n t r e  a  e t  b .  A d m e t t o n s  m a i n t e n a n t  c l u e  c h a q u e  r e c L . a n g l e  a ,  d ' a u -
t r e  p a r t ,  c o m m e  h a u t e u r ,  l a  h a u t e u r  f ( x )  d e  d r < : i t e  d e  ] a  p o r t i o n
d ' a i r e  à  l a q u e l J - e  i l  c o r r e s p o n d . .  N o u s  p o u v o n s  a l o r s  e x p r i m e r  l a
so rT rme Sn  des  rec tanq les  co r rune  su i t  :

S n  =  f  ( x l )  A x o  +  f  , x r )  a * I  +  . . .  +  f  ( x r r )  r \ x n  _  I  ,

o ù a = * l - O " o e t b = * r r ,

La  l im i te  de  ce t te  sonrne ,  l o rsque  le  nombre
c r o î t  j . n d é f  i n i m e n t ,  d e  t e l I e  m a n i è r e  q u e  c h a q u e
t a n g l e  A x  t e n d  v e r s  z é r o ,  e s t  d é s i g n é é  p a r  

I p  f
o

N F

DF  es r  ega  L  au  rappor t
corTune sui t  I

d e s  r e c t a n g l e s
l a r q e u r  d e  r e c -

( x )  d x ,

c e t t e  é g a I i t é

" I ' i n t é g r a l e  d e  I a  f o n c t i o n  y  =  f ( x )  d e  a b t t

Revenons  ma in tenan t  au  théorème de  Bar row.

Admet tons  que  ra  courbe  zGE so i t  donnée  pa r  l a  fonc t ion
y  =  f ( x ) ,  e t  l a  c o u r b e  v r F  p a r  l a  f o n c t i o n  z  =  g ( x ) .  o n  p e u r
a l - o r s  d é s i g n e r  D E  p a r  y  ,  e t  D F  p a r  z .

o r ,  l e  théorème de  Bar row con t ien t  l _es  d .onnées  su ivan tes  :

a )  I ' a i r e  V D E Z  e s t  1 e  p r o d u i t  c l e  l a  l o n g u e u r  R  e t  d e  l a  d i s -
t a n c e  D F  ;  d ' a u t r e  p a r t ,  c o n f o r m é m e n t  à  l a  m é i h o a e  d e s  g u a d r a t u -
r e s  p r o p r e  à  B a r r o v r  ( v o i r  s e c t i o n  I V ,  C ) ,  o n  p e u t  c o n s i d é r e r
1 'a i re  VDEZ comme une  so rT rme in f i n ie  d .e  rec tang tes ,  rec tang les
d o n t  l - e s  l a r g e u r s  r e s p e c t l v e s  s o n t  d e s  p a r t i e s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s
d e  I ' a x e  V D ,  e t  d o n t  l - e s  h a u t e u r s  r e s p e c t i v e s  s o n t  d e s  o r d o n n é e s
d e  l a  c o u r b e  z G E  à  l ' a x e  V D .  c e  q u i  p r é c è d e  n o u s  a u t o r i s e  à
é c r i r e  :

( x ) d x ( r )  i
. x -

J 1

b )  l e  rappor t
peu t  ê t re  fo r rnu lée

c )  T F  e s t  t a n g e n t e  â  l a
con fo rmément  à  l a  mé thode  des
s e c t i o n  I I I ,  B ) ,  e u ê ,  p o u r  u n
F ,  Ie  rappor : t  :+  es t  éqa l  au

D'I '

ê t re  fo rmu lée  conrme su i t  :

( ) \

courbe  V IF  i  on  Deu t  donc  admet t re ,
tangen tes  p rop re  à  Bar row (vo i r
p o i n t  K  i n f i n i m e n t  p r o c h e  d u  p o i n t

. L Fr a p p o r t  ; ;  ;  c e t t e  é g a 1 i t é  p e u t
_Li \

D T '

V R
Z D T
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A  p a r t i r  d e s  p o i n t s  ( I ) ,  ( 2 )  e t  ( 3 ) ,  o n  p e u t  d é d u i r e  l e  t h é _
théorème fondamenta l  du  ca rcu l  i n f i n i t és imar  l ous  la  fo rme

f ( x ) d x .

E n  e f f e t ,  e n  v e r t u  d e  ( 3 )  o n  a  :

-  z . d x- 
d-z

( 3 )z d z- = -
DT dx

* r - d 1 xr d x ' o

n m - z

o-z
Ax

y = R
z  z . d x

dz

E n  r e m p l a ç a n t ,  d a n s

D ' o ù

y = z . R
zE

îz

C e  q u i  e n  v e r t u  d e  ( f )

( 2 )  ,  D T  p a r  " ' #  ,  o n  o b t i e n r  :

K= - =
dxrz

R . d z  d R z
- = +

d x  dx

donne  .

( x )  d x .

S E C I I O N  V I L A  D I C O U V E R T E  P A R L E I B N I Z  D U  C A L C U L  I N F I N I T E -

d . x
Y = A f  J o  r

S I M A L .

L a  d é c o u v e r t e  d u  c a l c u l  i n f i n i t é s i m a l  a  é t é  i n s p i -
r é e  à  L e i b n i z  p a r  r a  l e c t u r e  d ' u n  t e x t e  d e  p a s c a l  e x t r a i t  d u
T r a i t é  d e s  s i n u s  d u  q u a r t  d e  c e r c l e .  D a n s  l a  d é m o n s t r a t i o n  c l ' u n
l e m m e ,  l e m m e  d o n t  i l  a  é t é  q u e s t i o n  d a n s  l a  s e c t i o n  r v ,  c ,  p a s c a ]
f a i t  r é f é r e n c e  à  u n  t r i a n g l e  E E K  ( v o i r  F i g .  1 2 )  ,  f o r m é  e n  r r a -
ç a n t ,  à  p a r t i r  d u  p o i n t  E  d e  g a u c h e  v e r s  l a  p e r p e n d i c u l a i r e  E R  d e
d r o i t e ,  u n e  p a r a l l è l e  à  l a  b a s e  A C .  L e i b n i z  a p p e l r e r a  u n  t e l
t r i a n g l e ,  u n  t r i - a n g l e  c a r a c t é r i s t i q u e .  L ' h y p o t h é n u s e  d e  c e  t r i a n -
g l e . e s t  f o r m é  d e  I a  t a @  a e  c e r ô t e ,  o u r  d ' u n e
m a n l e r e  g e n e r a t e r d . e  l - a  t a n g e n t e  â  u n e  c o u r b e .  L o r s c r u e  l e
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ê b r e  c o n s i d é r é e  c o m m e  é t a n t
c l e u x  p a r a I I è l e s  E R .
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r l i f f 6 r o n l -  i o l  I  l l r r z n n f h 6 n r r c o
u I !  L C I E T T L I U I ,  p o u f f a

f o r m é e  d e  I ' a r c  c o m p r i s  e n t r e  l e s

(  r r c ,  12  )

N o u s  a v o n s  d é j à  r e n c o n t r é  u n  t r i a n g l e  s e m b l a b l e
c h e z  A r c h i m è d e  e t ,  p l u s  l o i n ,  c i ; r e z  B a r r o w .  I l a i s ,  c e  q u i  a  f r a p p é
l ' i m a g i n a t i o n  d e  L e i b n i z ,  c ' e s t  s a n s  d o u t e  l a  p r é s e n c e  d ' u n  t e l
t r i a n g l e  d a n s  } e  c o n t e x t e  d ' u n  p r o b l è m e  d e  c a l c u l  d ' u n e  a i r e .

C e  q u e  l e  t r i a n g l e  d e  P a s c a l  a  s u g g é r é  à  L e i f n i z ,
c f e s t ,  a u x  d i r e s  d e  L e i b n i z  l u i - m ê m e ,  d ' a b o r d  q u e  t a  d é t e r m i n a -
t i o n  d e  1 a  t a n g e n t e  à  u n e  c o u r b e  d é p e n d  d ' u n  r a p p o r t  e n t r e  l e s
d i f f é r e n c e s  d a n s  l e s  o r d o n n é e s  e t  l e s  a b s c i s s e s ,  I o r s q u e  c e s  d i f -
fE Ïenêes -Eev iennen t  i n f i n imen t  pe t i t es  ;  ensu i te ,  que  1a  quadra -
tu re  dépend  de  la  son rme des  o rdonnées ,  ou  rec tang les  in f i n imen t
p e t i t s ,  p o u r  d e s  i n t e n r a l l e s  i n f i n i t é s i m a u x  d a n s  l e s  a b s c i s s e s  i
e n f i n ,  g u ê  l e s  o p é r a t i o n s  d e  s o m m e r  e t  d e  f a i r e  d e s  d i f f é r e n c e s
s o n t  m u t u e l l e m e n t  i n v e r s e s .

T o u s  c e s  p o i n t s ,  e n  u n  s e n s ,  a v a i e n t  d é j à  é t é  d é c o u -
v e r t s  p a r  B a r r o w .  E t  c ' e s t  p o u r q u o i  c e r t a i n s  a u t e u r s ,  t e l  q u e
C h i l d ,  e n  s o n t  v e n u s  à  c o n s i d é r e r  B a r r o w  c o m m e  l e  v é r i t a b l e  i n -
v e n t e u r  d u  c a l c u l  i n f i n i t é s i m a l .

C e  q u ' o n  n e  t r o u v e  c e p e n d a n t  p a s  c h e z  B a r r o w ,  c t e s t
u n e  m é t h o d e  s u s c e p t i b r e  d ' u n i f i e r  r e s  d i f f é r e n t e s  p r o c é d u r e s
u t i l i s é e s  d a n s  l e  c a d r e  d u  p r o b l è m e  d e s  q u a d r a t u r e s  e t  d u  p r o b l è -
m e  d e s  t a n g e n t e s .  u n e  t e i l e  m é t h o d e ,  L e i b n i z  l a  d é c o u v r i r a  e n
d é v e l o p p a n t  1 ' a s p e c t  a r g é b r i q u e  d e  c e s  p r o b l è m e s ,  c e  g u i  m è n e r a
f i n a l e m e n t  L e i b n i z  à  1 ' é l a b o r a t i o n  d ' u n  v é r i t a b l e  c a l c u l .

symbores pour âËlilÏ;,':"";:";iË' i"3' ni:^ll:Ël"l;, ii l i::Ti:r::=,
e n  p l u s ,  i I  a  f o r m u l é  d e s  r è g l e s  p o u r  c a l c u l e r  d e s  é q u a t i o n s  d a n s
r e s q u e r l e s  d e  t e l s  s y m b o l e s  i n t e r v i e n n e n t .  r r  r e s t e  q u e ,  d a n s
l r e n s e m b l e ,  l e s  d é m o n s t r a t i o n s  d e  B a r : r o w  s o n t  e s s e n t i é l l e m e n t  d e
n a t u r e  g é o m é t r i q u e .  E t  s i  c h i r d  a  p u  v o i r  d a n s  B a r r o v /  I ' i n v e n -
t e u r  d u  c a l c u l  i n f i n i t é s i m a l ,  c ' e s t ,  s e l o n  B o y e r  ( n o t e  à  1 a  p a g e
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I B 5 )  ,  p a r c e  q u e  C h i l d  a  l u i - m ê m e ,  à  I ' a j - d e  d ' u n  a p p a r e i l  c o n c e p -
tue l  moderne ,  t ransposé  les  démons t ra t i ons  de  Bar row en  des  dé -
m o n s t r a t i o n s  d e  t y p e  a l g é b r i q u e .  D ' a u t r e  p a r t ,  q u a n d  L e i b n i z
p r é s e n t e r a  s o n  c a l c u l  d i f f é r e n t i - e l -  o u  " c a l c u l  d e s  d i f f é r e n c e s " ,
i I  ne  se  l im i te ra  pas ,  comme le  fa i t  Ba r row dans  sa  méthode  des
t a n g e n t e s ,  à  1 ' é n o n c é  d e  r è g l e s  d e  c a l c u l  i  a u  c o n t r a i r e ,  c h e z
L e i b n i z ,  I e s  r è g l e s  d e  c a l c u l  n e  s o n t  p a s  p r e m i è r e s ,  m a i s  d é c o u -
l - e n t  d ' u n e  t h é o r i e  p r é a l a b l e  s u r  l a  n a t u r e  d e s  " d i f f é r e n c e s "  e t
l e u r s  p r o p r i é t é s  o p é r a t o i r e s .


