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Modà les  de  Kr ipke

Michel  Moreau

O.  In t roduc t ion

Le  bu t  de  ces  no tes  es t  d 'exposer  1 'abord  sén 'an t ique  de  1a

log ique  Ln tu i t i onn is te  p roposée  pa r  Sau I  KRIPKE lo rs  du  hu i t i ème

Log ic  Co l loqu ium (Qx fo rd ,  Ju i l l e t  1963) .  Nous  su ivons  essen t ie l l e -

m e n t  l e  t e x t e  d e  K r i p k e ,  é d i t é  d a n s  l e s  A c t e s  d u  c o l l o q u e  ( c f r  ( f ) J '

ma is  nos  no ta t i ons  se ron t  p lus  p roches  de  ce l l es  de  Me lv j -n  F i t t i ng

( c f r  ( Z ) ) .  ( C ' e s t  a u  t r a v a i l  t r è s  c o m p l e t  e t  d é t a i l I é  d e  F i t t i n g

que  nous  renvoyons  tou t  l ec teu r  dés i reux  d ré la rg i r  son  ho r i zon ) .

Nous ferons,  chemin fa isant ,  un large crochet par les tableaux de

Be th  oour  1e  ca1cu l  i n tu i t i onn is te  des  p réd ica ts ,  qu i  nous  se rv i ra

à  amener  l e  théorème de  comp lé tude  (sans  démons t ra t i on ) .  La  méta -

log ique  de  1 'exposé  se ra  cons tament  c lass ique .

1 .  Mo t i va t ions

Lrun ive rs  i n tu i t i onn is te  peu t  se  penser  comme une  co l l ec t i on

d r "é ta ts  de  conna issance" .  Chaque  é ta t  es t  cons t i t ué  de  1 'ensemb l -e

des  ob je ts  cons t ru i t s  pa r  un  "suJe t  c réa teu r "  i usqu 'à  ce  moment ,

e t  de  ce  qu ron  peu t  savo j - r  avec  t rév idence"  de  ces  obJe ts  à  ce

moment .  Le  su je t  c réa teu r  é tan t  essen t ie l l emen t  dynamique ,  i 1

p ro f i t e  du  temps  qu i  va  pour  é la rg i r  son  doma ine  d 'év idences ,

passan t  d 'un  é ta t  de  conna issance  à  un  au t re ,  p lus  r i che ,  dans  Ie -

que l  r i en  du  p récéden t  ne  peu t  ê t re  oub l i é ,  1 'év idence  p résen tan t

1 ré te rn i té  sous  sa  gu ise  inchoa t l ve .

Nous Conviendrons de re l ier  entre eux les divers états de

conna issance  d 'un  même su je t  c réa teu r  se lon  l ' o rd re  de  Ieu r  succes -

s ion ,  meub lan t  a ins i  l r un i ve rs  i n tu i t i onn is te  de  cha Înes  d i r l gées

le  l ong  desque l les  l es  év idences  d 'un  su je t  s 'acc ro l ssen t .

No t re  po in t  de  vue  ne  pouvan t  ê t re  ce lu i  de  Ia  sc ience  achevée ,

Ie  fu tu r  d run  su je t  c réa teu r  s rouv re  su r  d i ve rs  poss ib les ,  se lon

1 'éven ta i l  des  év idences  encore  à  conquér i r ,  e t  donc r  Par  l e  fa i t

même,  ma in tenan t  i ndéc idab les .  Une  cha îne  d 'é ta ts  de  conna issance

admet  a ins i  des  rami f i ca t i ons ,  p résan tan t  l a  s t ruc tu re  c lass ique



des  b ranches  d run  a rb re .

oans un contexte str ic tement Brouwer ien,  on ne reconnai t ra
d tex i s tence  qu rà  un  un ique  suJe t  c réa teu r ,  e t  comme le  ca rac tè re
cumulat l f  des états de connaissance successi fs permet de négl1-
ge r  tous  les  é ta ts  qu i  p récèden t  r ' é ta t  p résen t ,  Çu i  l es  récap i -
t u l e  t o u s  e n  l u i ,  l r u n i v e r s  i n t u i t i o n n i s t e  p r e n d r a  l , a s p e c t  d r u n
unique arbre ayant un état  or ig ine,  et  a l lant  se compriquant selon
1rhés i ta t i on  des  év idences  à  ven i r .  ces  res t r i c t i ons  ne  son t
cependan t  pas  essen t ie l l es ,  au  sens  où  les  re je te r  ou  les  adop-
te r  ne  mod i f i e  pas  la  no t ion  de  va l i d i t é  quenous  a l l ons  dé f i r i r i r
en nous lnspirant  des remarques qui  précèdent.

2.  Forrnal lsat lon

Supposons donnés un langage / ,  du premi.er  ordre,  et
l f ensemb le  7a" ,  f o rmu les  de  Y  .  Nous  appe l le rons

Modè Ie  ( i n tu i t i onn is te )  de  Kr ipke  :

l a  d o n n é e  ( 9 ,  p ,  f , ,  r >

a )

b )

d 'un  ensemb le  E  (des  é ta ts  de  conna issance)  ;

d ' u n e  r e l a t l o n  p  d r o r d r e  p a r t i e l  s u r  E  ( i . " .

t l va  e t  an t l symét r ique .J  (eour  i -e t  A  dans  E ,

le  fa i t  que  I ,é ta t  de  conna issance  l r -  es t  ou

drune  app l i ca t i on  î  de  E  dans  les  ensemb les

pondre ,  à  chaque  é ta t  l -  t , ensemb le  J ( f )  a r=

Jusqu  I  en  1  ' é ta t  [ -  J  .

ô
d do i t  sat is fa i re  à  Ia  condi t i .on :

pou r  t ou t  f  , 21  dans  E

l- p A =+ 
"1,,- ç "f (^)

d fune  re l a t i on  t s  en t re  E  e t7 ,  sa t i s f a l san t

suivantes :

c )

ré f lex ive,  t rans i -

o n  n o t e r a  f p L

p récède  1 ' é ta t  A ) .

(qui falt  corres-

obJets  const ru i ts

d )

pou r  t ous  é ta t s  I - ,  À  dans  E ,  : : u r  t cu t  n -up le
â '  -  [&. .  .  . "n  )

aux  cond i t i ons



d 'é réments  de  :J  J (A)  
" tAeÊ

pour  tou tes  fo rmu les  g ,Ç ;  dans  f  on  a

o. l- = ,p fdl -) i . î6-)
t *

1O yLèJ note Ie résul tat  de la subst i tut ion dans

f  ( * , , ,  -  . x n )  , "  a i  à  x i  )  ;
è ?  e t  f - p A  A o f

i - -? "V  e=> l * f  e t  l - r f

F r f " Y  + >  ! - = r f  o u  l - e {

*-f  ê7 pour tout A dans E, si  l -  n A,

o u  n r a  p a s  A  - - Y

l : r l . l  <=+pour  tou t  A ,  s j . l -  pÂet  s i  A  * f  a to rs  A" f

#r) c1G) e2 il existe E- c f(,It)t'r qr" f * yF)

4r)y6){*pour tout A ter que l-p A et pour tout â . &n),
^ F tplal .

Une formule ytâ]  est  d i te val ide dans le modè1e (E, p,J,=)

p o u r t o u t  l - e E  r e l q u e  â  . [ ç f ) , c n a  f e ç a â )

es t  va l i de  s i  e I Ie  1 'es t  dans  tou t  modè le .

Nous al lons formuLer quelques remargues pour écla i rer  cet te

dé f in i t i on  au  Jour  de  ce  qu i  a  é té  d i t  des  rno t i va t i ons ,

1 .  L rensemb le  E ,  mun i  de  Ia  re la t i on  p r  es t  cha rgé  de  rep résen te r

l rensemb le  des  é ta ts  de  conna issance  d t  l es  cha Înes  qu i  1es  re l i . en t

[ -  p A ss: .  ! -  est  ou précède Â ,  A étendant les connai .ssances

d e  T  , l ' e x t e n s i o n  p o u v a n t  ê t r e  n u 1 l e  s i .  A  e s t  / -  .  L e  f a i t

d rex ige r  que  p  so i t  ré f l ex i ve  pe rmet  d 'a l l ége r  ce r ta ines  cond i t i ons

a ins i  l - es  cond i t i ons  4 ,  5  e t  ?  se ra ien t  éven tue l l emen t  v ides  s i  T

é ta i t  un  é ta t  te rm ina l ,  sans  successeur ,  e t  1 'on  dev ra i t  aJou te r

exp l i c i t emen t  ces  cond i t i ons  éc r i t es  pour  T .

r . r
2' r-
3. l-

4. l-

s. l-

6.r
? .  T

si

f



N o t o n s  q u ' e n  g é n é r a l  ( c f r  ( f )  e t  ( Z ) J ,  o n  n , e x i g e  p a s  q u e  p  s o i t

an t i symét r ique  ( "  p  y  e t  y  p  x  *x  =  y )  :  r i en  ne  s 'oppose  a lo rs

à  l ' e x l s t e n c e  d r u n e  b o u c r r  (  T p  A ,  A p V  ,  V p  l ,  p a r  e x e m p l e J

dans Ia successi-on des états de connalssance,  une te l re boucre

étant  pourtant  pau compat ib le avec nos mot ivat ions,  un changement

drétat  corr tsspondant à un progrès.  En fa i ' t ,  le  gain en générar i té

d r u n e  d é f l n l t i o n  q u i  n ' i m p o s e r a i t  p a s  I ' a n t i s y m é t r i e  p o u r  p  n ' e s t

q u ' a p p a r e n t e : 1 1  e s t  f a c i r e  d e  t r a n s f o r m e r  u n  m o d è l e  d e  M  n o n

préordonné en un modèle i l lx  préordonné qui  val ide exactement les

mêmes  fo rmu les  que  M ( i r  su f f i t  d 'éc rase r  chaque  bouc l -e  su r  un

de  ses  é lémen ts ,  pu isqu ' i r  es t  c la i r  que  s i  |  *o f ,  a ro rs  pour  tou t

A  dans  une  bouc le  con tenan t  f  ,  on  a  auss i  A  Fy  ,  e t  sous

l e s  m ê m e s  c o n d i t i o n "  l t + q  - +  / \ * V . )' t t '

Pour des ra isons techniques,  on se restre int  parfo is à ne considérer

que des arbres au sens str ic t  :  ensembles préordonnés avec élément

in l t i a t  p récédan t  tous  res  au t res  ( c r r  ( r ) ) .  ce t te  res t r i c t i on  es t

sans  conséquence  pour  Ia  no t ion  de  va l i d l t é .

2 .  L tapp l i ca t i on  /  assoc ie  à  chaque  é ta t  de  conna lssance  l , ensem-

bre  des  obJe ts  déJà  cons t ru i t s  dans  ce t  é ta t  :  b ien  en tendu ,

tou t  ob je t  cons t ru i t  en  r ' é ta t  l . -  es t  conservé  dans  res  é ta ts

é tendan t  7  ;  c res t  Ie  sens  de  Ia  cond i t i on  imposée  su r  3

3"  La  re la t i on  t  ,  généra rement  1ue  ' f o rce "  dans  ce  con tex te ,

est  chargée de l ier  états de connaissance et  formules du langage

y  ,  I  ecp  s i  res  év idences  conqu ises  à  1 ,é ta t  f -  pe rmet ten t
I

une démonstrat ion ef fect ive de y



La condi t ion o)  expr ime eue .gfa]  ne

à  1 'é ta t  i a  s i  e l . l e  pa r le  d 'obJe ts

encore été constru i ts  en f  .

oeut  être soutenue à bon droi t

r 1a  -  [ a t . . . a n )  q u i  n r o n t  p a s

La  cond i t i on  1 )  impose  que  ce  qu i  a  é té  sou tenu  en  f  so l t  dé -

sormais soutenu dans tout  état  étendant l - - :  c 'est  i laspect  éternel

des évidences.  (Cette condl t ion peut  être restre lnte aux fornule s

a tomiques  ;  on  dédu i t  a lo rs  sa  va r id i té  pour  une  fo rmu le  querconque

par  i nduc t i -on  su r  l a  cons t ruc t i on  de  ce t te  fo rmu1eJ .

Les  cond i t i ons  2 ,  3  e t  5  son t  c lass iques  :  une  con jonc t ion ,  une

d is jonc t ion  ou  une  ex i s ten t ie r le  se  déc iden t  au  moment  même.

Par  con t re ,  l a  cond i t i on  4  fa i t  appe l  à  tous  les  fu tu rs  ue  l - -

ca r  sou ten t r  ' l f  au jou rd rhu i  i .mpose  qu ron  sou t ienne  -7 f  dans

tou t  fu tu r ,  e t  comme i l  es t  exc ru  d 'admet t re  une  con t rad ic t i on ,

i I  conv ien t  de  s 'assu re r  que  jama is  de  nouve l l es  év idences  é tendan t

I  ne  condu i ron t  à  sou ten i r  y  .  11  en  va  de  même oour  l a  con  -

d i t ion 5 :  i1 faut  que dans tout  état  étendant f  ,  s i  t f  peut

ê t re  sou tenue ,  t f z  pu isse  l rê t re  auss i .  En f ln ,  l a  cond i t i ' on '?  ex ige
I

qu 'on  ne  Juge  pas  l run ive rsa l i t é  d 'une  p ropos i t i on  seu lement  au

vu  des  seu ls  obJe ts  cons t ru i t s  en  T  ,  ma is  qu 'on  p renne  en  cons i -

dé ra t ion  tous  les  ob je ts  qu i  pour ron t  ê t re  cons t ru i t s  dans  les

é ta ts  u l té r ieu rs .

4 .  on  vé r i f i _e ra  s :ns  pe ine  que  s i  l , ensemb le  E  es t  rédu i t  à  un

seu l  é rément ,  l es  cond i . t i ons  4 ,  s  e t  ?  se  ramènen t  aux  cond i t i ons ,

c lass iques  hab i tue l l es .  Le  log ic ien  c lass ique  es t  un  in tu i t i onn is te

s a n s  a v e n i r  . . .



3. Plnemières appllcations.

voici querqùes modères très é1émentaires servant de contre

exemple pour certaines tautologies classi-ques i

a : Ie tlers exclu , ,f u -, ,f

on u t l l i se  un modèfe (e ,  p ,  S ,  F  )  a ins i  const i tué :

E = 1,,  , ry\
e  =  {  (q  ,q \  ,  (Ç  . ,  q ) ,0 ; , - : i r ) J ,  i a  es r  c  p récède  Ç,
â  que lconque ;

F =l(t l,y)), id est e_"y
On v i sua l i se  ce  modè Ie  a ins i

1-1
I

Dans  ce  modè Ie ,  on  n ra  pas  
Ç"y  

(  y  n 'é tan t  pas  démont rab le

" "  
q  ) ,  e t  o n  n ' a  p a s  n o n  p l u s  

Ç * r r f  
( p u i s q u e  Ç e y  ! ) .

o n  n ' a  d o n c  p a s  Ç = r F v 1 y ,  e t  y u r y  n , e s t  p a s  v a l i d e .

b:  (  r y - -y ) - ' ( y - , f )

on ut i l l se  Ie  modèle (E '  p ,  f  ,  p  )  aéterm: .né par  :

E r p e t t c o m m a e n a ;

F = { (q, i l ,  (Ç,y) , (Ç, , r )J

Y. (,r(

f r-1' 1  l L

Dans ce modè1e 
r-1 '  \
t ,  t s  [ r f  n ,  

Y  ) ,  p u i s q u e  d a n s  a u c u n e  e x t e n s i o n

d e  q  ,  y  c o m p r i s  
Ç  ,  o n  n ' u r f  ,  m a i s  o n  n , a  p a s  

Ç , O V - y ) ,

p u i s q u e Ç " f  n a i s Ç t l f .

F f e m a r q u e :  t o u t  i c i  s e m b r e  s e  j o u e r  e n  Ç ;  i l  n ' e s t  c e p e n d a n t

p a s  p o s s i b l e  d e  r é d u i r e  1 e  - c d è I e  a u  s e u l  p o i n t  q  ,

Ç



. 1 . . {  -

pu isque  dans  ce  cas  f ,  n tayan t  aucun  fu tu r ,  on

devrai t  adjo indre 
* fV 

aux évidences de I :  ,  et  on

n' !aurai t  p lus 
Ç f= t  <p --+ t  

|  ,  n 'ayant  o^"  l ie t ( .

La  p résence  d 'un  Ç  à  ven i r  pe rmet  de  su rseo i r  à

1a  nécess i té  d 'op te r  dès  q  oour  
f  

ou  1 \ f

. ( v r )  y ( x )  - -  ( :  x ) t  y ( , ) .

M o d è l e : ( E , p , f , F )

E e t p c o m m e e n a ;

,1  :  [ ( ' : )= ia ]  ,  E ( , ; ;= {a ,6 }
P= lq , , y tsJ ) ]

,/t5l

-  r - )' t r L d J

0n  vo i t  f ac i l emen t  que

n ' a  p a s  
Ç c  

( J " )  t  y U )

Ç,1o ,b I
l1 a- t (v^) f  (x)  ,  ators qu'on

(pu isqu 'on  n 'a  pas  I1  p  z  q la ) ) .

4 .  Les  tab leaux  de  BETH e t  l e  théorème de  comp lé tude

Les procédures dénom: 'éestableaux de BETH ou tableaux séman-

t i ques  son t  b ien  connues  dans  le  cas  c lass ique  :  e l - l es  cons is ten t

à  exp l i c i t e r  l es  cond i t i ons  de  fab r l ca t ion  d rune  fo rmu le ,  p t ,

se lon  oue  loL l f , ss  ces  cond i t i ons  imposen t  ou  non  une  con t rad ic t i on ,

on  conc lu t  que  la  fo rmure  es t  ou  non  va r ide .  A f in  que  tou tes  ces

cond i t i ons  so ien t  p r i ses  en  compte  sys témat iquement ,  se lon  leu rs

encha înements  ou  leu rs  a l te rna t ions ,  on  recour t  à  Ia  m ise  en  scène

d e s  t a b l e a u x :  d a n s  c h a q u e  t a b l e a u ,  l a  m o i t i é  d r o i t e  f i g u r e  l r a n b r e

du  faux ,  e t  l a  mo i t i é  gauche  1es  p la ines  de  la  vé r i t é .  S i  l a

fo rmu le  (p  que  vous  supposez  fausse  -  e t  éc r i vez  pa r  conséquen t
I

dans la  par t ie  dro i te  de vot re  tabreau -  es t  de la  forme y  u  
X_ ,



34.  -

vous  éc r i rez  éga lement  dans  la  pa r t i e  d ro i te  , y  ,  e t  Y ,  pu isque
I / t

l a  fausse té  s imu l tanée  de  
f  

e t  de  
/  

es t  une  cond i t i on  nécessa i re

e t  su f f i san te  de  ra  fausse té  de  
f ,  

on  peu t  symbo l i se r  ce t te

démarche par 1e schéma suivant  :

(où t  u  X est  b i f fée,  pu isque toute f  in format ion donnée part / \

sa présence à la droi te du tableau est  rest i tuée par ra présence

à d r o i t e d e  A  e t /  . )
I l V

si  
Y 

avai t  été de la forme 
Y 

^ 
I  

,  sa fausseté pouvai t  décourer,

i ndépendamment ,  de  ce l l e  de  
V  

,  ou  de  ce l l e  O=  
X  

.  A f in  de

ten i r  compte  de  ces  deux  poss ib i l i t és ,  on  conv ien t  de  sc inder  re

tab leau  d to r ig ine  en  deux  " tab reaux  a l te rna t i f s " ,  1 'usage  vouran t

q u r o n  s c i n d e  I a  p a r t , v r a i , ' ( g a u c h e )  e n  d e u x ,  I a  p a r t , ' f a u x ' ,

(gauche)  en  deux  éga lement ,  I a  mo l t i é  gauche  ( resp .  l a  mo i t i é

drol te)  du vrai  formant avec la moi t ié gauche f resp.  droi te)  du

faux  1e  p remle r  ( resp .  secondJ  tab leau  de  I ra l te rna t i ve .

0n aura donc 2 _

où TL-,, .  et Ta,

d "  To ,  To1  e t

son t  " sous - tab leaux"

TnZ cont iennent tout

En tant que prolongement

c :n tenai t  T  . '  5 i  TCJ

c e  T _ .

ce  c . i e



' tc *

e t  A  rep résen ten t  1es  au t res  fo rmu les  o résen tes  dans

schéma c i -dessus  dev ien t  :

T o , l e

res autres règles de déconstruct ion des formules dans le cas

c lass ique  son t  b ien  connues  e t  décou len t  na tu re l l emen t  du  sens  des

connec teu rs  rog iques ,  Le  fa i t  d 'ob ten i r  dans  un  mâme tab leau ,  pa r

app l i ca t i on  mécan ique  de  ces  règ les ,  une  même fo rmu le  y  à  l a

fo i s  à  d ro i te  e t  à  gauche  cons t i t ue  c la i remen t  une  con t rad ic t i on ,

qui  met f j -n au jeu dans ce tableau :  ce tableau est  d i t  c lôturé.

s i  t ous  les  tab leaux  qu r i l  a  fa r ru  cons t ru i re ,  en  ve r tu  des  règ1es ,

pour déconstru i re une formure y supposée fausse peuvent être

c lô tu rés ,  c r  conc lu t  que  A  do i t  ê t re  tenue  pour  v ra j -e .
l

L 'un ive rs  i n tu i t i onn is te  é tan t  p lus  r l che  que  1e  s imp le

vrai - faux du monde c lassique,  1es règles gouvernant 1es tableaurx

de  Be th  y  son t  na tu re rLement  p lus  comp lexes .  pour  res te r  dans

1 'amb iance  des  mot i va t ions  énoncées  tou t  au  débu t ,  nous  d l rons  que

Ia  pa r t i e  gauche  d run  tab leau  con t ien t  des  fo rmu les  pour  l esque l les

on  d i spose  d rune  démons t ra t i on  e f fec t i ve  au  moment  où  ce " tab leau

es t  é tab l i ,  a lo rs  que  la  po r t i on  d ro i te  con t ien t  des  fo rmu les

pour  l esque l res  une  te r le  déoons t ra t i on  n .ex i s te .pas  à  ce  moment .

Le  jeu  rev ien t  a lo rs  à  recenser  non  p lus  1es  man iè res  d r in f i rmer
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une  fo rmu le ,  ma is  des  modes  sous  1 " "Oue ls  une  fo rmu le  oeu t

"manquer de déionstrat ion".  s i  , (  ne peut  manquer de démonstrat ion

9u 'au  p r l x  d 'une .  con t rad ic t i -on  (  dans  tou t  tab leau  se rvan t  à

décons t ru i re  
Q ,  on  t rouve  une  fo rmu le  p résen te  à  gauche  e t  à
I

dro i te ,  i .B .  qu i  s imu l tanément  a  e t  n ta  pas  de  démons t ra t i on ) ,

un pr lncipe de cohérence impose d 'accepter  Lp comma démontrée.
I

Pour certa ines formulesr pâr exemple de Ia forme 1y ,

manquer de démonstrat ion aujourd 'hui  renvoie à des états de

connaissance plus étendus,  dans resquels , f  aura une démonstra-

t ion.  ceci  expl ique que les règles de format ion des tableaux in-

tu i t i onn ls tes  compor ten t ,  en  p lus  de  la  techn ique  de  sc i ss ion  d 'un

tab leau  en  tab leau ;  a l - te rna t i f s  syncnrones ,  ce l l e  de  c réa t ion  de

tableaux nouveaux,  étagés selon Ia d iachronie des états de connaj-s-

sance.

Volc i  ces règles de format ion :

Ag |  5 i  
Y 

Al ,  apparaî t  à gauche dans Ie tableau T,  inscr i re </

" ,  
, l  à gauche dans T et  b i f fer  y ^  

Y 
;

A1  :  S i  Q  nç  appara î t  à  d ro i te  dans  le  tab leau  T ,  dédoub le rc r l l

T en deux tableaux alternati fs, T., et T 
=: 

dans T,

( reso .T r )  r ecop ie r  T  sau f  , f  ̂ f  ,  e t  a j ou te r  t y  ( r esp , , l  )

à droite ;

V  :  S i  qVQ appa ra î t  à  gauche  dans  T ,  dédoub le r  T  en  T
é t r - 1

e t  T ,  :  d a n s  T  
a ( r e s o .  T ,  r e c o p i e r  T  s a u f  

f n y ,  " ,
a jouter  c? ( resp.  /  )  à  gauct re  ;

I '



à droi te dans

?ny,

v4 S i  
f v f  

appa ra î t

dans T et bif fer

T,  écr i re  
f " ,  f  

à  d ro i te

z si -7f apparaît à gauche dans T , écrire 
f 

à droite dans T

et bi-ff er 7tp;

si  7f  apparaî t  à droi te dans T,  créer un nouveau tableau s

Y t ranscr l re à gauche toute la part  gauche de T ainsi

que  
F  

(  t  es t  un  tab leau  succédan t  à  T ,  e t  t ou t  ce  qu i

a une démonstrat ion en T en a forcément une en sJ,  b i f fer

^7 
? 

dans T et  poursuivre la déconstruct ion dans T et  S

séparément:

1d.
ct

14

--->6
d

Si  y- -V apparaî t  à  gauche dans T,  dédoubler  T

et  rp  :  dansÏ1 ( resp.  T. r l  recopier  T sauf  
f  

- r t  I

a jouter  
/  

à  gauct re  ( re=p.  , f  à  dro i te)  i

en T,

et

-+J :  S l tT rpappara f t  à  d ro i te  dans  T ,  c rée r  un  nouveau  tab l_eauI I

S succéaan t  à  T  e t  y  t ransc r i re ,  à  gauche ,  tou te  l a

pa r t  gauche  de  T  a ins i  que  
f  

,  e t  à  d ro i te  
f  

;

Pour  l es  fo rmu les  quan t i f l ées  i1  conv ien t ,  comme dans  re  cas

c l a s s i q u e  d t i n t r o d u i r e  d e s  s y m b o l e s  p o u r  o b j e t  a ,  b ,  c , . . .  ( c o n s _

t i t uan t  l -e  "doma i -n ' "  du  tab leauJ ,  en  respec tan t  l es  règ1es  su i -

van tes  :  à  l . ' ouve r tu re  du  tab leau  in i t i a l ,  on  admet  un  un ioue  ob -

je t  a  ;  1es  au t res  ob je ts  son t  i n t rodu i t s  seu rement  s i  ce la  es t

imposé  pa r  une  des  règ1e .  Va  r - t  
+  

c i -ap rès  :  t ou t  ob je t  p résen t

dans  T  es t  p résen t  dans  tous  1es  tab reaux  a l te rna t i f s  ob tenus  pa r

sc i ss ion  à  pa r t i r  de  T ,  e t  dans  tous  les  tab reaux  succédan t  à  T .
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vs,Si Wy(^)  .oo"raî t  à gauche-dans T,  écr i re , ( " )  à gaucfe

dans T pour tout  obJet  a présent dans T :  s i  un nouvel

obJet  b est  int rodui t  par après dans T ou dans un tableau

succédant à T,  i l  convient  d ' !écr i re également yG) a gauche

dans  ce  tab leau ,  e t  pour  ce t te  ra i son  on  ne  b i f f e ra  pas

Vx ok\;

Si Vx gU) apparaî t  à droi te dans T,  créer un nouveau tæ

b leau  S  succédan t  à  T  :  s i  a  es t  un  symbo le  d rob je t  n 'é tan t

encors apparu dans aucun tableau de ra construct lon en cours

a  es t  i n t rodu i t  comme nouve l  ob je t  p résen t  dans  S ,  où  on

recop ie ,  à  gauche  tou te  l a  po r t i on  gauche  de  T ,  e t  à  d ro i te

y@) :  b i f rer  & V\ l  dans r  ;

51 Jx <p(x) apparaît à gauche dans T, et si  a est un sym-

bole  drobJet  nrétant  encore apparu dans aucun tab leau de Ia

constn:ct lon en cours, a est introdult comme nouvel

obJet  présent  dans T,  e t  y (a)  inscr i te  à  gauche dans T :

b i f fer  3x  tyG)  ;

V:

l g '

- l r

: ;  :  S i  3  xy(x)  appgraî t  à  dro i te  dans T,  écr i re  cg@) à dro i te

dans T pour  tout  ob je t  a  présent  dans T,  ou tout  ob je t

nouveau  :  ne  pas  b i f f e r  l xg$ )  .

Un tableau est  d i t  c lôturé dès qu'une même formule y apparaî t

à gauche et  à droi te,  et  en stoppe alors sa construct ion ;  une

su i te  de  tab leaux  success i f s  es t  c lô tu rée  s i  l r un  de  ses  tab leaux

l res t  ;  un  ensembre  de  tab reaux  a l te rna t i f s  es t  c lô tu ré  s i  t ous



ses  tab leaux  1e  son t  (p lus  exac tement

b leaux  le  son t ) .  Une  cons t ruc t i on  es t

b leaux  a l te rna t i f s  l e  son t .

tou tes  ses  su i " tes  de  ta -

c lô tu rée  s i  t ous  les  ta -

Voic i  deux exemples qui  permettront  au lecteur non fami-

I i e r  de  m ieux  oe rcevo i r  I e  fonc t ionnement  des  tab leaux .

Cons idé rons  tou t  d 'abord  la  tau to log ie  i n tu i t j - onn is te

(,f , Vx fG)) - V* (rt v f (^\)

Tab leau  de  dépar t  :  T  avec  { " }  oo r "  doma ine  :

r, t^]

,7 v V* l0\ 
-+

nouveau tableau S

V ̂ (c1v,ySù

succédan tApp l i ca t i on  de

à T avec même

app l i ca t i on  de

V;

app l i ca t i on  de  VJ

e t  d run  tab leau  R ,

d o m a i n e  d e  R  
, f a ,

- - rd,  !  créat ion d 'un

doma ine

f ' ]

Vx , tG )
,l (â)

V " ( f v f ( t t ) VrWû,

:  c réa t ion  d 'un  tab leau  R  . ,  succédan t  à  5 . ,

s u c c é d a n t  à  S ,  :  d o m a i n e  d e  R  
, :  { a , n } ;

*

Xr'-Y6Vx | (.).
, / (a)  , ! ( r )

Y,*G)
c1ôturé cIô turé
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Les su i tes  de tab leaux (T,

toutes deux clôturées puisOue 
\

n a r i f  ( r ,  
1 ,  [ ) , .  

( r ,  s 2 ,  R r )

su i t e  1 res t .

s ,  E ,  q  )  e t  ( r ,  s ,  s 2 ,  q )  s o n t

e t  R ,  1e  son t  :  l r ensemb le  a l te r -

I ' e s t  a u s s i  p u i s q u e  c h a q u e

VrqrV6) ) -yvVx l (x )

R,1a,b1

Considérons par contre la formule tconveroe

V x ( r o v , . J , l f x ) ). r T - . , 1 1 . -

n 'es t  pas une tauto log ie  in tu i t ionn is te  :

ï ,  {a

c réa t ion  de  S  (  - -  o ]

c rÉa t i cn  r Je  R  {  V  o ]

S, {a}

Y G)) x )

V,  (yv  , f  (x ) )

Yrvca),9-v+6r

,f (b)

R R, R 1 RL

4*ftef,7 ,?n V(a; ,  g (o)

c f  ô t u r é

,y (o)

c 1  f t u r ôR n , R,," Rr ,  I  R*

Y V6),Y ,l (b) f (o)
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H t t  r t  R *  s o n t  n o n  c l ô t u r a b l e s ,  d o n c  ( t ,  S ,  R ,  R r  I  e t  f i n a l e m e n t

t o u t e  } a  c o n s t r u c t i o n .

I 1  e s t  a s s e z  f a c i l e  d e  t r a n s p o s e r  1 a  s i t u a t i o n  d é c r i t e  p a r  u n  t a b l e a u

de  Be th  non  c lô tu ré  en  un  con t re  exemp le  au  sens  des  modè les  de

K r i p k e .  P o u r  l e  v o i r ,  r e p r e n o n s  1 ' e x e m p l e  c  d u  $  3  :

tVx  yU) - - -  3x  - y ( x )

r ,  {a i

(*a)  r : r  i r t i  nn r- re 1,

Q U )
t -

/ : l  r \
\-cl .l

/ - f  r \ c r ; r b '  ' r  - l e  R
\ _ ' d  /

trs )

(vr ) c r r ' a t i  n n  d e  0

Q,  t r , b ]

t  <7Q)

t (â) r ( l l

I  n ' e s t  p a s  c I ô t u r a b 1 e ,

C o n s i d é r o n s  l e  m o d à 1 e  d e  K r i n k e  f f  ,  p ,  d ,  F )  s u i v a n t  :

E  =  
/ f ,  S ,  R ,  A  ]  :  p  e s t  t a  p l u s  p e t i t e  r e l a t i o n

r é f l e x o - t r a n s i t i v e  c o n t e n a n t  
t ( t ,  S l ,  ( s ,  R J ,  ( n ,  a l ]  ( u o n c

T  p r é c è d e  S  q u i  p r é c è d e  R  q u i  p r é c è d e  0 1 .
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J ( t )=
R- ts  y ( " )

J[ r )  =  J t r t
e t  Q  e  , p ( a )

J (q t  =  1u ,bJ{ "  }

u]

D a n s  c e  m o d è l e ,  o n  a  T  F  - 7  
v  

"  g  ( " ) ,  p u i s q u e  d a n s  t o u t e  e x t e n -
s i o n  u  d e  T  o n  n ' a  j a m a i s  q u e  d a n s  u n e  e x t e n s i o n  u 1 t é r i e u r e  v  d e  U ,
p o u r  t o u t  o b j e t  v  d e  V ,  V  t s  f  

( v ) ,  p u i s q u e  I  f  y b ) .  p a r  c o n t r e
T  V  3 "  7  f  

( x ) ,  p u i s q u e  T g  - t  
y  ( " ) .  C e  c o n t r e _ m o d è t _ e

(ob tenu  en  p renan t  pour  é ta ts  de  conna issance  res  tab reaux ,  dans
leu r  success ion ,  e t  pour  conna issances  à  un  é ta t  donné  l_es  fo rmu l -es
a tomiques  f i gu ran t  à  gauche  dans  1e  tab r -eau  co r respondan t )  es t
assez  p roche  de  ce lu i  p roposé  dans  1 ,  exemp le  c  au  \  3  :

T
1

a ( a \

,  t a  I  r r , l " ,  u )

11  va  de  so i  que  re  passage  des  tab reaux  de  Be th  aux  modères  de
Kr ipke  ne  saura i t  condu l re  à  un  modè le  na tu re l  ou  canon ique ,  pu isque
1 ' o r d r e  d ' a p p l i c a t i o n  d e s  r è g 1 e s  d e  d é c o n s t r u c t i o n  d , u n e  f o r m u l e
n ' e s t  p a s  f i x é .  C e s  i n d i c a t i o n s  i n f o r m e l l e s  f o n t  c e p e n d a n t  p r e s s e n  -

t i r  que  tou te  fo rmu le  donnan t  l i eu  à  une  cons t ruc t i on  en  tab leaux
de  Be th  non  c Iô tu rab re  peu t  ê t re  mon t rée  non  va l i de  pour  ra  modé-
l i sa t i on  de  Kr ipke .  0n  d i spose  en  fa i t  du  résu r ta t  su i van t  ( c r r f r ]  )

P ropos i t i on  I  : Une  fo rmu le

es t  va l i de

donne  l i eu

c Iô tu rée .

On t rouvera égalernent  dans

du  ca1cu1  des  p réd ica ts  i n tu i t i - onn is tes

p o u r  l e s  m o d è l e s  d e  K r i p k e  s s i  e l l e

à  une  cons t ruc t i on  pa r  tab leaux  de  Be th

LÏ 1 a  d é m o n s t r a t i o n  d É t a i 1 I é e  d e  ] a

S i  u n e  f o r m u l e  d e  c a 1 c u l  d e s  p r é d i c a t s  i n t u i t i o n n i s t e
d o n n e  l i e u  à  u n e  c o n s t r u c t i o n  p a r  t a b l e a u x  d e  B e t h
c I ô t u r é e ,  a l o r s  e l l e  e s t  d é r n o n t r a b l e  d a n s  I e  c a r c u l
d e s  p r É d i c a t s  i n t u i t i o n n i s t e

Propos i t l on  2  :
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D u  f a i t  q u e  l e s  a x i o m e s  d u  c a l c u 1  d e s  p r é d i c a t s  i n t u i t i o n n i s t e  s o n t

v a l i d e s  p o u r  1 a  m o d é l i s a t i o n  d e  K r i p k e ,  e t  q u e  1 e s  r è g 1 e s  d e  d é d u c -

t i on  p rése rven t  1a  va l i d i t é ,  on  dédu i t  que  tou te  fo rmu le  démont ra -

b l e  d o i t  ê t r e  v a l i d e .  T o u t  c e c i  c o n d u i t  a u

THEOREME DE COùIPLETUDE :  Une formule est  démontrable dans le calcul

d e s  p r é d i c a t s  i n t u i t i o n n i s t e  s s i -  e l l e  e s t

va l i de  au  sens  des  modè Ies  de  Kr ipke .
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