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0. Introduction

Le but de ces notes est d'exposer 1l'abord sérantique de la
logique intuitionniste proposée par Saul KRIPKE lors du huitiéme
Logic Colloquium (Oxford, juillet 1963). Nous suivons essentielle-
ment le texte de Kripke, édité dans les Actes du collogue (cfr (1)),
mais nos notations seront plus proches de celles de Melvin Fitting
(cfr (2)). (C'est au travail trés complet et détaillé de Fitting
que nous renvoyons tout lecteur désireux d'élargir son horizon).
Nous ferons, chemin faisant, un large crochet par les tableaux de
Beth pour le calcul intuitionniste des prédicats, qui nous servira
4 amener le théoréme de complétude (sans démonstration). La méta-

logique de 1l'exposé sera constament classigue.
1. Motivations

L'univers intuitionniste peut se penser comme une collection
d'"états de connaissance". Chaque état est constitué de 1'ensemble
des objets construits par un "sujet créateur" jusqu'ad ce moment,
et de ce qu'on peut savoir avec "évidence" de ces objets & ce
moment. Le sujet créateur étant essentiellement dynamique, il
profite du temps qui va pour élargir son domaine d'évidences,
passant d'un état de connaissance & un autre, plus riche, dans le-
guel rien du précédent ne peut étre oublié, 1'évidence présentant

1'éternité sous sa guise inchoative.

Nous conviendrons de relier entre eux les divers états de
connaissance d'un méme sujet créateur selon l'ordre de leur succes-—
sion, meublant ainsi 1'univers intuitionniste de chafnes dirigées
le long desquelles les évidences d'un sujet s'accroissent.

Notre point de vue ne pouvant &tre celui de la science achevée,
le futur d'un sujet créateur s'ouvre sur divers possibles, selon
1'éventail des évidences encore & conquérir, et donc, par le fait
méme, maintenant indécidables. Une chaine d'états de connaissance

admet ainsi des ramifications, présentant la structure classique
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des branches d'un arbre.

Dans un contexte strictement Brouwerien, on ne reconnattra
d'existence qu'a un unique sujet créateur, et comme le caractére
Cumulatif des états de connaissance successifs permet de négli-
ger tous les états qui précédent 1'état présent, gui les récapi-

tule tous en lui, l'univers intuitionniste prendra 1'aspect d'un

unique arbre ayant un état origine, et allant se compliquant selon

1'hésitation des évidences & venir. Ces restrictions ne sont
Cependant pas essentielles, au sens ol les rejeter ou les adop-
ter ne modifie pas la notion de validité quenaous allons défibir

en nous inspirant des remarques qui précident.
2. Formalisation

Supposons  donnés un langage Jf du premier ordre, et

1'ensemble 3$des formules de if . Nous appellerons

Moddle (intuitionniste) de Kripke :

la donnge <E, p, 4, =)

a) d'un ensemble E (des états de connaissance) ;

b)

d)

d'une relation p d'ordre partiel sur E (i.e. réflexive, transi-
tive et antisymétrique.) (Pour | et A dans E, an notera [ p A
le fait que 1'état de connaissance rﬁ est ou précede 1'état 43).
d'une application J‘ de E dans les ensembles (qui fait corres-—
pondre, & chaque état r l'ensemble cr(rj des objets construits
Jusqu'en 1'état F‘).
d doit satisfaire a la condition :

pour tout [ , A dans E

M e A = S e J(A)

d'une relation = entre E et ED , satisfaisant aux conditions
suivantes :

pour tous états fﬂ,ZA dans E, -czur tout N-uple
' = @l.-..an



dréléments de ) 3(D) et
A€l
pour toutes formules ) dans 34 on a
. M=¢[a] >3 ()
(obyESJ note le résultat de la substitution dans
f(x1,~-Xn> de ai L X );
L=y et [MoA = Ary
2. M= erd &> r'l=cf et r'"—“f
m v e Ty e
a, | F="7f &> pour tout A\ dans E, si | p Zﬁ,
ou n'a pas A\ I"—‘f
5. [ f=(70—ry/ &pour tout A, sil” pAet si A F(f alors A}';?D
6. [ l=(ﬂY) (ID(;) &> il existe @ c(S(R)tsl que FP?F]
[ #(V)?)(f(i)@pour tout A tel que | n Aet pour tout & Cé—(A),
AFeE].
Une formule Y[E] est dite valide dans le modéle {E, P,J)F?>
si pour tout | € E  tel que & CJ(F), cn a ’—""LFEEJ‘

Lf? est valide si elle 1'est dans tout modéle.

Nous allons formuler guelques remargues pour éclzirer cette

définition au jour de ce qui a été dit des motivations.

1. L'ensemble E, muni de la relation p, est chargé de représenter
l'ensemble des états de connaissance gt les chafnes qui les relient :
7 p A ssi [ est ou précéde A , /\ étendant les connaissances

de l—' , 1'extension pouvant &tre nulle si A est r, . Le fait
d'exiger gue p soit réflexive permet d'alléger certaines conditions ;
ainsi les conditions 4, 5 et 7 seraient éventuellement vides si I
était un état terminal, sans successeur, et 1'on devrait ajouter

.

explicitement ces conditions écrites pour l_' .
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Notons gu'en général (cfr (1) et (2)), on n'exige pas que p soit
entisymétrique (x py et y p x =x = y) : rien ne s'oppose alors

& 1'existence d'une boucle ([ p A, ApV , Vp I, par exemple)
dans la succession de‘s états de connaissance, une telle boucle
étant pourtant peu compatible avec nos motivations, un changement
d'état correspondant & un progrés. En fait, le gain en généralité
d'une définition qui n'imposerait pas l'antisymétrie pour p n'est
Qu'apparente : il est facile de transformer un modéle de M non
préordonné en un modéle M* préordonné qui valide exactement les
mémes formules que M (il suffit d'écraser chague boucle sur un

de ses éléments, puisqu'il est clair que si r‘}=(f7 , alors pour tout
PAN dans une boucle contenant {—', on a aussi At:(}D, et sous
les mémes conditions [ ' k= ¢ = JANTS P )

Pour des raisons techniques, on se restreint parfois & ne considérer
que des arbres au sens strict : ensembles préordonnés avec élément
initial précédant tous les autres (cfr (1)). Cette restriction est

sans conséquence pour la notion de validité.

2. L'application aﬂ associe & chague état de connaissance 1'ensem—
ble des objets déja construits dans cet état : bien entendu,

tout objet construit en 1'état | @ est conservé dans les états
étendant | ; c'est le sens de la condition imposée sur é‘ .
3. La relation k= , généralement lue "force” dans ce contexte,

est chargée de lier états de connaissance et formules du langage
;f : f‘—‘—({’ si les évidences conquises & 1'état f_' permettent

une démonstration effective de ‘f .



La condition o) exprime que ?Ei]ne peut €tre soutenue & bon droit
a4 1'6tat | si elle parle d'objets & - (al...an) gui n'ont pas

encore été construits en [ﬁ .

La condition 1) impose que ce qui a &té soutenu en Tﬂ soit dé-
sormais soutenu dans tout état étendant fﬁ : c'est 1'aspect éternel
des évidences. (Cette condition peut &tre restreinte aux formule s
atomigues ; on déduit alors sa velidité pour une formule quelcongue

par induction sur la construction de cette Formule).

Les conditions 2, 3 et § sont classiques : une conjonction, une
disjonction ou une existentielle se décident au moment méme,
Par contre, la condition 4 fait appel a tous les futurs de r ,
car soutenir 779 aujourd'hui impose qu'on soutienne ‘7y9 dans

tout futur, et comme il est exclu d'admettre une contradiction,

il convient de s'assurer gue jamais de nouvelles évidences étendant
F” ne conduiront & soutenir Y) . I1 en va de méme pour la con-
dition 5 : il faut gue dans tout état étendant f" , si f’peut
gtre soutenue, ?) puisse 1'étre aussi. Enfin, la condition’7 exige
qu'on ne Jjuge pas 1'universalité d'une proposition seulement au

vu des seuls objets construits en f” , mais qu'on prenne en consi-
dération tous les objets qui pourront 8tre construits dans les

états ultérieurs.

4. On vérifiera s"ns peine que si 1l'ensemble E est réduit a un
seul élément, les conditions 4, 5 et 7 se raménent aux conditions.

classigues habituelles. Le logicien classique est un intuitionniste

sans avenir ...



3. Premiéres applications.

Voici quelgues moddles trés élémentaires servant de contre

exemple pour certaines tautologies classiques :

a8 : le tiers exclu : (f 4 71'0
on utilise un modéle (E, p, & , =) ainsi constitug :
E={r.n}
p={(7, ), (7,7), (r;,73)}, id est [, précede [ ;
cl\ guelconque;
F={7g)id est [] =g

On visualise ce madéle ainsi

U =

1 IL

Dans ce modéle, on n'a pas‘—;t:gf ( 30 n'étant pas démontrable
en I’: }, et on n'a pas non plus l?;:vﬁa (puisque ql';‘.lﬂ ! ).

On n'a donc pas {_1"=‘}0 \/"uf), et Lf?\/7(.f n'est pas valide,

b:( Te Ty )= (y—9)
On utilise le moddle (E, p, &, k= ) déterminé par :

E, p etgcomme en a ;

S (G GRIN(-RSY

¥ o
r; 7

2

Dans ce modele C l=(750-—>7 )U), puisque dans aucune extension

de !’1' , Y compris r; , on n'a 7(10, mais on n'a pas '7!——-—(’0—;50)’
puisque l:';-_-?, mais f:béﬂf

Remarque : tout ici semble se jouer en C’ i 11 n'est cependant

pas possible de réduire le —cdéle au seul point f;' ,



puisque dans ce cas C n'ayant aucun futur, on
devrait adjoindre ‘7(( aux évidences de l: , et on

. —7
n'aurait plus {:‘ =T ‘7L// , n'ayant pas /11=7¢l[/.
La présence d'un E’ a venir permet de surseoir a

la nécessité d'opter dés C‘ pour ()0 ou 7(20 .

c: '7(\7’)()((()() - (3x)7(f7(x).
Modele : (E, p, & , =)
E et p comme en a ;
§: I(17)=1a} ; 8(13)=1a.b}
F= {1, ¢l3))}
o La]
. {a} 242.8}

On voit facilement que ‘.1' I=‘I(Vx)(f'(x) , alors qu'on

n'a pas Ct:(ﬂx) 750()() (puisqu'on n'a pas !—‘" = '7(70]_-8:\ , ).

4, Les tableaux de BETH et le théoréme de complétude

Les procédures dénomréestableaux de BETH ou tableaux séman-
tiques sont bien connues dans le cas classique : elles consistent
& expliciter les conditions de fabrication d'une formule, et,
selon gue toutes ces conditions imposent ou non une contradiction,
on conclut que la formule est ou non valide. Afin que toutes ces
conditions soient prises en compte systématiquement, selon leurs
enchainements ou leurs alternations, on recourt & la mise en scéne
des tableaux : dans chaque tableau, la moitié droite figure 1l'antre
du faux, et la moitié gauche les plaines de la vérité. 5i la

formule f]& que vous supposez fausse - et écrivez par conséquent

dans la partie droite de votre tableau - est de la forme (]UV/(

33, -



vous écrirez également dans la partie droite ‘% , et )f, puisque
la fausseté simultanée de %’ et delxlest une condition nécessaire
et suffisante de la fausseté de ?. On peut symboliser cette

démarche par le schéma suivant :

X
$, X

(OI:I %\/X est biffée, puisque toute 1'information donnée par

sa présence & la droite du tableau est restituée par la présence

a4 droite de Lf/ et/( .

Si Qf avait été de la forme %/A;{ , sa fausseté pouvait découler,
indépendamment, de celle de (P , ou de celle de )( . Afin de
tenir compte de ces deux possibilités, on convient de scinder le
tableau d'origine en deux "tableaux alternatifs”, 1'usage voulant
qu'on scinde la part "vrai" (gauche) en deux, la part "faux"
(gauche] en deux également, la moitié gauche (resp. la moitié
droite) du vrai formant avec la moitié gauche (resp. droite) du

faux le premier (resp. second) tableau de 1'alternative,

On aura donc :

Z

-

ol TD’ et Tn? sont "sous-tableaux" ce T_. En tant gue prolongement

de T _, To1 et T, contiennent tout ce cue contenait Tn: si [



et A représentent les autres formules présentes dans T, , le

schéma ci-dessus devient

s

<
o
F

u

=

Q02

7 " A,?o AN

les autres régles de déconstruction des formules dans le cas
classique sont bien connues et découlent naturellement du sens des
connecteurs logiques. Le fait d'obtenir dans un méme tableau, par
application mécanique de ces régles, une méme formule Y) & la

fois & droite et & gauche constitue clairement une contradiction,
qui met fin au jeu dans ce tableau : ce tableau est dit cldturé.

Si tous les tableaux qu'il a fallu construire, en vertu des régles,
pour déconstruire une formule ? supposée fausse peuvent €tre

cl8turés, on conclut que (f doit étre tenus pour vraie.

L'univers intuitionniste étant plus riche gque le simple

vrai-faux du monde classique, les régles gouvernant les tableaux

de Beth y sont naturellement plus complexes., Pour rester dans
1l'ambiance des motivations énoncées tout au début, nous dirons que
la partie gauche d'un tableau contient des formules pour lesquelles
on dispose d'une démonstration effective au moment ol ce-tableau
est établi, alors que la portion droite contient des formules

pour lesquelles une telle démonstration n'existe. pas & ce moment,

Le jeu revient alors & recenser non plus les manigéres d'infirmer



une formule, mais des modes sous lesguels une formule peut
"manquer de dér‘nonstration". Si Cf’ ne peut manquer de démonstration
Qu'au prix d'une. contradiction ( dans tout tableau servant a
déconstruire (F , on trouve une formule présente & gauche et a
droite, i.e. qui simultanément a et n'a pas de démonstration),

un principe de cohérence impose d'accepter L{J comme démontrée..

Pour certaines formules, par exemple de la forme ‘7L)0 ,
Manquer de démonstration aujourd'hui renvoie & des états de
Connaissance plus étendus, dans lesquels ﬁo aura une démonstra-
tion, Ceci explique que les régles de formation des tableaux in-
tuitionnistes comportent, en plus de la technique de scission d'un

tableau en tableaux alternatifs synchrones, celle de création de

tableaux nouveaux, étagés selon la diachronie des états de connais—

sance.
Voici ces régles de formation :

A : S5i A apparait & gauche dans le tableau T, inscrire
g ¢

et }b a4 gauche dans T et biffer @A ti/ :

/\d : 5i (]0/\&{,1 apparait & droite dans le tableau T, dédoubler
T en deux tableaux alternatifs, ’I’1 et T 2: dans T1

(resp.Tz) recopier T sauf gfmfa , et ajouter cf(resp. +/ )

a droite ;

VvV, :8i v apparait & gauche dans T, dédoubler T en T
q ¢ 70 pp g ) T
et T2 : dans T 1(r‘esn. T g recopier T sauf (f\/g// , et

ajouter L’D (resp. \f ) & gauche ;
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\/C{ : Gi (F\/f apparaft & droitedans T, écrire cf)et $0 a droite

dans T et biffer Y;Vf;

Ty t 81 7({ apparaft & gauche dans T, écrire f a droite dans T

et biffer 7?;

o

! 51 7[,0 apparaft & droite dans T, créer un nouveau tableau § :
Y transcrire & gauche toute la part gauche de T ainsi

que 70 ( S est un tableau succédant a T, et tout ce gui

a une démonstration en T en a forcément une en S), biffer
730 dans T et poursuivre la déconstruction dans T et S

séparément;

—q HECY (F—N/J apparait & gauche dans T, dédoubler T en T
et T, : dansT; (resp. T.) recopier T sauf zf—»%/ , et

ajouter t71/ a gauche (resp. 70 & droite) ;

—d

Si«fv)b apparait & droite dans T, créer un nouveau tableau
S succédant & T et y transcrire, & gauche, toute la

part gauche de T ainsi gque (?0 , et & droite }l/ H

Pour les formules gquantifides il convient, comme dans le cas
classique d'introduire des symboles pour obdjst a, b, c,... (cons-
tituant le “"domaine" du tableau), en respectant les régles sui-
vantes : & 1'ouverture du tableau initial, on admet un unique ob-
Jet a ; les autres objets sont introduits seulement si cela est
imposé par une des régles Vé’ Ptﬂg ci-aprés : tout objet présent
dans T est présent dans tous les tableaux alternatifs obtenus par

scission & partir de T, et dans tous les tableaux succédant a T,



Vg : 51 Wx «.F()Q apparaft & gauche-dans T, écrire c‘o(a) & gauche
dans T pour tout objet a présent dans T : si un nouvel
objet b es'i: introduit par aprés dans T ou dans un tableau
succédant a T, il convient d'écrire également &0(6}& gauche

dans ce‘tableau, et pour cette raison on ne biffera pas
Vi ?(x);

\dal : 51 Vx ‘f’(") apparait & droite dans T, créer um nouveau ta—
bleau 5 succédant & T : si a est un symbole d'objet n'étant
encore apparu dans aucun tableau de la construction en cours
a est introduit comme nouvel objet présent dans S, ol on
recopie, a gauche toute la portion gauche de T, et & droite

?(a) : biffer W p(x) dans T ;

-Hg ¢ 81 gx(f(x) apparaft & gauche dans T, et si a est un sym—
b01’e d'objet n'étant encore apparu dans aucun tableau de la
construction en cours, a est introduit comme nouvel
ob jet présent dans T, et (f(a) inscrite & gauche dans T

biffer Jx Px)

3‘:’ : 5i 3)(({)(;() appprait & droite dans T, écrire (e(a)é droite
dans T pour tout objet a présent dans T, ou tout objet

nouveau : ne pas biffer x (f)(x) .

Un tableau est dit cl8turé dés qu'une méme formule y apparait
& gauche et & droite, et en stoppe alors sa construction 7 une
suite de tableaux successifs est cl8turée si 1'un de ses tableaux

l'est ; un ensemble de tableaux altermatifs est cl&turé si tous



ses tableaux le sont (plus exactement toutes ses suites de ta-
bleaux le sont). Une construction est clfturée si tous les ta-

bleaux alternatifs le sont.

Voici deux exemples qui permettront au lecteur non fami-

lier de mieux percevoir le fonctionnement des tableaux.

Considérons tout d'abord la tautologie intuitionniste

(g v ¥x %(x)) — ¥x (¢ vy ())

Tableau de départ : T avec {a} pour domaine :

T,{a}

PV ¥x x*l(ﬂ > ¥ (Lf\lg}}(x))

Application de —4 : création d'un nouveau tableau 5 succédant

a2 T avec méme domaine

S, {a}
application de S, S, S Sy
Vc‘ ¢ Vx g//(x) W¥x (420 v \,U(x)) Vx (v zf(x))
P @)
application de VJ : création d'un tableau H'w succédant & S1 .

et d'un tableau R? succédant a Ei2 : domaine de R 1: {a,b};

domaine de R~? {a, c}

Fl1 ' {a, b} RD, {a,c}

¢ 0] Vx(u/cx)() @yt
a), ple

cl8tursé cl8turé
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Les suites de tableaux (T, S, 8 Rl) et (T, s, S, R)) sant
toutes deux clturées puisque Rl et R? le sont : l'ensemble alter—
natif (T, S » Rl)’ (T, S,» R,) 1l'est aussi puisque chaque

suite 1l'est,

Considérons par contre la formule :converse

Yx (c{;v\f)@()) - PV ¥x \f)(x)
qui n'est pas une tautologie intuitionniste :

T, {a}
[ Vx(gvp o) = ¢ Vx g (x)

création de 5 ( —»d)
S, {a}
Vx (v y(x) v <)
¢, Vxy(x)

création de R [V d)

R, {a,b}

Vx (.qu;(x)) kF(b)
pvy@), gugtsT

R R, R R

1 2.

_PYYET, P | pv @),y ()| ¢ () p ()

R11 Ru. clAturé R

11 12 clfturs

¢ Y&y ple) | ¢(b)




Hll et Rlz sont non cldturables, donc (T, S, R, Rj] et finalement

toute la construction.

I1 est assez facile de transposer la situation décrite par un tableau
de Beth non clBturé en un contre exemple au sens des modéles de

Kripke. Pour le voir, reprenons 1l'exemple ¢ du § 3 :
’7\/;( ?(x) — Ix ‘7(,0()()

T, 2l
7VK?@)V’EX7?Q)

(—;d) croation de §

S, 1ajy
Ix = ' (=)
7 @)

-7 Vx @ (0

)

CTA )Crﬁnt*ﬂﬂ de R
R, {a}

TV (), ¢ @)

Vx p(x)
C1g) t

(vcj) criatinn de 0
Q) {a)b}

¢ @) ¢ (b)

Q n'est pas cl8turable.

Considérons le moddle de Krinke (E, n, d‘, =) suivant
E = {T, S, R, Q} : P est 1a plus petite relation
réflexo-transitive contenant {(T, s}, {s, R), (R, Q)} (done

T préciéde S qui précidde R qui précéde Q).

™~

I



a2,-

M- J - S - {a} 5 S - {a, b}

R = (f’(a) et @ = f(a)

— ola) , gla)
T.{a} s, {a} R,{a} G.{a, b}

Dans ce modéle, on a T =7 V¥V x (P (x), puisgue dans toute exten—
sion |y de T on n'a jamais gue dans une extension ultérieure V de |,
pour tout objet v de V, V = ¢ (v), puisque @ ¥ (Io(b) Par contre
T K dx = kp(x), puisque TR — cF(a). Ce contre-modéle
(Obtenu en prenant pour états de connaissance les tableaux, dans
leur succession, et pour connaissances & un état donné les formules
atomiques figurant & gauche dans le tableau correspondant) est

assez proche de celui proposé dans 1'exemple c au § 3 :

9(a)

Tl’ {a} ?g,ia, b}

I1 va de soi gue le passage des tableaux de Beth aux modéles de
Kripke ne saurait conduire & un modele naturel ou canonigue, puisque
l'ordre d'application des régles de déconstruction d'une formule
n'est pas fixé. Ces indications informelles font cependant pressen -
tir que toute formule donnant lieu & une construction en tableaux
de Beth non cl8turable peut €tre montrée non valide pour la modé-

lisation de Kripke. On dispose en fait du résultat suivant (cfr[i] )

Proposition 1 : Une formule du calcul des prédicats intuitionnistes
est valide pour les modéles de Kripke ssi elle
donne lieu & une construction par tableaux de Beth
clétureée.

On trouvera également dans Dq la démonstration détaillée de la

Proposition 2 : Si une formule de calcul des prédicats intuitionniste
donne lieu & une construction par tableaux de Beth
Cloturée, alors elle est démontrable dans le calcul

des prédicats intuitionniste .



Du fait que les axiomes du calcul des prédicats intuitionniste sont
valides pour la modélisation de Kripke, et gue les régles de déduc-—
tion préservent la validité, on déduit gque toute formule démontra-

ble doit 8tre valide. Tout ceci conduit au

THEOREME DE COMPLETUDE : Une formule est démontrable dans le calcul

des prédicats intuitionniste ssi elle est

valide au sens des modeéles de Kripke.
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