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l l a l h e u r e u s e m e n t ,  1 e  i l r é c r è m e  d r i n c o m p l é t u d e  d e  G ô d e l  e s t  v e n ui n e t t r e  u n  p o i n t  f i n a l  â r  e e t  e s p o i r .  c e  t h é o r è m e  a f f i r m e  q u , i l  n , e s t
D a s  p o s 5 i b r e  d e  p r o u v e r  r a  c . n s i s t a n c e  d , u n e  t h é o r i e  T  c o m p r e n a n t
l a  t h é o r i e  é l é m e n t a i r e  d e s  n o m b r e s  à  r - , i n t é r i e u r  d e T ,  c r e s t _ i ) _ d i r e
c n  n r u t i l j , s a n t  q u e  l e s  t e c h n i q u e s  p e r n i s e s  d a n s  T .

Ce  théorè r , re  ob l i  ge  donc  un  changement  de  p rog ra rnme cJe  H i ]be r t  :j : l  f a u t  s ' i n t é r e s s e r  a u x  c , - n s i s t a n c e s  r e r a t i v e s  e t  n l n  ; r 1 u s  i i  ' ac c n s r s t a n c e  e n  g é n r l r a l  .  c ' e s t  1  ,  o b  j e t  d e  c e  q u , o n  a i , : , e 1 L e  , , 1 - a  t h c < o r 1 e
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r é d u c t i v e  d e  I a  d é m o n s t r a t i o n " .  s o n  b u t  e s t  d o n c  d e  r é d u i r e  l - a  c o n -
s i s t a n c e  d ' u n e  t h é o r i e  à  c e l - I e  d r u n e  a u t r e ;  e l _ l e  s e  p r o p o s e  d , a t -
t e i n d r e  c e  b u t  p a r  1 ' é t u d e  d e s  p r e u v e s  d a n s  l a  t h é o r i e  e n  q u e s t i o n .

P o u r  q u e  l e s  r é s u L t a t s  o b t e n u s  p a r  c e s  t e c h n i q u e s  s o i e n t  i n t é r e s s a n t s ,
i l  f a u t  e n c o r e  q u e  r ' é t u d e  d e s  p r e u v e s  n , u t i l i s e  q u e  d e s  p r i n c i p e s
p l u s  é 1 é m e n t a i r e s  q u e  c e u x  d e  l a  t h é o r i e  é t u d 1 é e .

T o u t  c e c i  n é c e s s i t e  u n e  c o n n a i s s a n c e  d e  c e  q u , e s t  u n e  p r e u v e .

C ' e s t  l - e  s u j e t  d r i n v e s t i g a t i o n  d e  l a  " t h é o r i e  g É n é r a l e  d e  l a  d é m o n s -
t ra t i on " .  Ce t te  théor ie  fou rn i t  des  fo rma l i - sa t ions  de  1a  no t ion  de
p r e u v e  e t  s ' i n t é r e s s e  à  l e u r s  p r o p r i é t é s .  N o u s  a ] ] o n s  é t u d i e r  i c i
u n e  d e  c e s  f o r m a l i s a t i o n s ,  d u e s  à  G e n r z e n  ( i - s s a )  ( i l ,  a p p e l é e  s y s -
tème de  déduc t ion  na tu re l l e .  Les  démons t ra t i ons  son t  fo rma] i sées
par  des  a rb res  qu 'on  appe l l -e  dé r i va t ions .  T r :u te  dé r i r za t ion  es t  une
s u i t e  d ' a p p l i c a t i o n s  d e  r è g l e s  a t o m i q u e s  ( 1 e s  s c h é m a s  d e  d É d u c t i o n l
qu i  son t  re l -a t i ves  à  un  seu l  connec teu r  e t  où  in te rv ien t  1a  cons t ruc -
t i b i l i t é  s i  i m p o r t a n t e  p o u r  u n  i n t u i t i o n n i s t e .  c ' e s t  a i n s i  q u e  I , o n
re jo in t  na tu re l l emen t  l a  no t j -on  de  p reuve  pour  un  in tu i t i onn is te ,  ce
qu i  es t  en  fa i t  essen t ie l - l emen t  une  cons t ruc t i on  de  la  fo rmu le  dé
mont rée .

Pour  i l l us t re r  ce t  aspec t  c r :ns t ruc t i f ,  cons idé rons  1e  p r  nc lpe
de  dua l i t é  de  la  géomét r ie  p ro jec t i ve .

ce  p r inc ipe  a f f i rme  que  tou t  théorème de  1a  géomét r ie  p ro jec t i ve

qu i  pa r le  de  po in ts  e t  de  d ro j . t es  peu t  ê t re  t rans fo rmé en  un  nouveau

théorème IOua lJ  en  ramp]açan t  , ' d ro i te ' r  pa r  "po in t , '  e t  , , p r : i n t , ,  pa r

" d r o i t e " .  c e  p r i n c i p e  f o u r n i t  d e  m a n i è r e  c o n s t r u c t i v e  d e  n o , v e a u x

théorèmes  :  i 1  t rans fo rme e f fec t i - vement  tou te  p reuve  d 'un  théorème

e n  u n e  p r e u v e  d e  s o n  d u a L .  c r e s t  u n  p r i n c i p e  d e  t h é o r i e  d e  l a  d é -
mons t ra t i on .  C 'es t  de  ce t te  man iè re  qu ' i I  f au t  comprendre  chacun  des
schémas  de  déduc t ion  de  Gen tzen  :  i l s  t rans fo rmen t  1es  p reuves  des
fo rmu les  s i - tuées  au -dessus  de  1a  ba r re  d ' i n fé rence  en  une  n reuve  de
la  fo rmu le  s i - tuée  en -dessous .



I I .  L E  G A L C U L  D E  D E O U C T I O N  N A T U R E L L E  f G e n t z e n .  } 9 3 4 I T 1 . )

c e  c a l c u l  c o n s t i t u e  u n e  d e s  f o r m a l i s a t i o n s  p o s s i b l e s  d e  l a
nc t ion  de  démons t ra t i on .  Une  démons t ra t l on  se ra  rep résen tée  pa r  une
d é r i v a t i o n  ,  c ' e s t - à - d i r e  u n  a r b r e  c o n s t r u i t  à  1 ' a i d e  d , u n  c e r t a i n
nombre  de  règ1es  d r i ; n fé rence .  Le  qua l i f i ca t i f "na tu re l "  p rov ien t

de  ce  que  ce  ca lcu l  es t  l i é  de  t rès  p rès  aux  ra i sonnements  l og iques

Qu i  son t  réeL lement  u t i l - i sés  dans  les  dÉmons t ra t i ons  mathémat iques .

Nous  t rava i l l e rons  tou jou rs  dans  1e  langage  X  ae r in i  à  l , a ide

des  va r iab les  ,  des  symbo les  fonc t ionners  e t  re la t i onne ls  e t  des
c o n s t a n t e s  l o g i q u e s , { ,  V , - - r ,  l ,  - 7 , V , 1 .  

L e s  v a r i a b l e s  s e r o n t
n o t é e s x ,  y , . . . ;  l e s  t e r m e s  t ,  s , . . . :  l e s  f o r m u l e s  , p ,  V ,  , . .

t t
N o u s  é c r r r o n s  V t g ,  V v t ,  7 g  , e _ _ > e , J x  e , V r ç  p o u r  d é s i s n e r  d e st  t  I  I  I  

' , t  
I  

' ,  -  
/  |

f o r m u l - e s  d o n t  l e  c o n n e c t e u r  p r i n c i - p a l  e s t  r e s p e c t i v e m e n t  A , v  ,  
- 7 , ) .

1 ,V .

C e  c a d r e  é t a n t  f i x é ,  n o u s  d é f i n i s s o n s  l e s  d i f f é r e n t s  s c h é m a s
d e  d é d u c t i o n :
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2 .

Remarques
- - - - i - - -

1 .  Les  schémurY I  e tJE  do iven t  vé r i f i e r  }a  res t r i . c t i on  su ivan te

concernan t  1a  va r iab le  x  (appe1ée  pa ramèt re  p rop re  du  schéma l  qu i

Y  aPpara Î t .

P a u r V I ,  i l  f a u t  q u e  x  n ' a p o a r a i s s e  p a s  d a n s  r - e s  h y p o t h è s e s  d o n t

f  
( * )  d é p e n d .  D a n s  c e  c a s  i l  e s t  c l a i r  q u ' o n  p e u t  e n  d é d u i r e

l x  E  Q ) .
P o u r  1 E ,  i I  f a u t  q u e  x  n , a p p a r a i s s e  n i  d a n s , { l  n i  d a n s  a u c u n e

hypo thèse  don t  / t  aépena ,  sau f  éven tue1 lement  g  G) .
I

chaque  schéma do i t  ê t re  compr i s  comme un  p rocédé  cons t ruc t i f

pou r  t rans fo rmer  des  dé r i va t ions  des  fo rmu les  appara issan t  au -

oessus  de  ]a  ba r re  ho r i zon ta l -e  en  une  dé r i - va t ion  de  l -a  fo rmu le

d u  d e s s o u s .  L e s  c r o c h e t s  s i g n i f i e n t  q u r o n  d é c h a r g e  1 ' h y p o t h è s e

e n  q u e s t i o n .  A i n s i r  F e l r  e x e m p l e ,  1 e  s c h é m a  ( - - I l  s e  c o m p r e n d

comme su i t  :  s i  j ' a i  une  dé r i va t ion  de  l -a  f c rmu l -e  
t ' ^  

ru r r t r  de  
f

e t  d f a u t r e s  f o r m u l e s  É v e n t u e l l e m e n t ,  a l o r s  l _ e  s c h é m a  ( n I )  ^ "

fou rn i t  une  dé r i va t ion  de  ? -p  n 'ayan t  p lus  {p  pa rm i  ses  hypo-

thèses  
|  |

Les  schéma (zT  )e t { zE)  peuven t  ê t re  supE: : r imés  s i  on  rempt_ace

7 (p sar V-.L .
t t

I 1  peu t  p lpg  in té ressan t  de  numÉro te r  l es  hypo thèses  comme nous  Ie

ve ryons  dans  ies  exemp les  qu i  su i ven t .

Une  des  pa r t i cu la r i t és  Ies  p lus  remarquab l -es  du  ca lcu l -  de  déduc -

t i on  na tu re l -  es t  que  I ' ensembre  de  ses  schémas  se  d i v i se  en  deux

g r o u p e s : l e s  s c h é m a s  d ' i n t r o d u c t l - o n ( r )  e t  f e s  s c h é m a s  d ' é l i m i -

n a t i - o n ( E ) .  U n  s e u l  s c h é m a  n e  r e n t r e  p a s  d a n s  c e t t e  c l a s s i f i c a t i o n ,

c r e s t  l e  s c h é m a  r n t  ( E  r a t s o  s e q u i t u r  q u o r t L i u e t )  n é c e s s a i r e  p o u r

o b t e n i r  l a  l o g i q u e  i n t u i t i o n n i s t e .

Ï1  y  a  une  co r respondance  é t ro i te  en t re  l a  s :q rn - f i ca t i oncons t ruc -

t i v e  d ' u n  c o n n e c t e u r  l o g i q u e  e t  s a  r è g l e  d ' r n t r : d u c t i - o n  ( c o m m e

l e  m o n t r e  l a  r e m a r q u e  2  p o u r  l - e  + I ) .

3 .

4 .

5 .



6 .  P c u r  o b t e n i r

s u i v a n t e

1

Exemp les

l o g i q u e  c l a s s i q u e ,  i 1

i7 of
i:

r

s u f f i t  d ' a j c u t e r  I a  r è g l ef a

C

D é m o n t r o n s  l ,  V y  q ( r , i l  -  / v 1 x  ç ( r , y )  .
t l

a .  Ra i - sonnement  i n tu i t i f  :

S u p p o s o n s  q u ' i l -  e x i s t e  u n  x  t e 1  q u e  p o u r  t o u t  y ,  
f  

( ^ , y )  s o i t  v a l i d e .

S o i t  a  u n  t e 1  x ;  a l o r s  p o u r  t o u t  i n d i v i d u  b ,  y G , d )  e s t  v a l i d e .

D o n c ,  i I  y  a  u n  x  [ x  =  a )  t e l  q u e  o n  a i t  V ( x , b J  e t  c e c i  e s t  v r a i
I

p o u r  n ' i m p o r t e  q u e l  b ,  d o n c  p o u r  t o u t  y .

b .  Fo rma l i - sa t ion
1-

Yv f  ( " , v )

L  3  ̂  rG ' r )
_ l x V y  f  ( * , y )  V v S x  g ( x , y )  - 1

V y  1 ,  g ( * , y l
- z

J ^  V  y  ? ( r , v ) ' V y  J  x  f ( r , y )  
k

t l

t e t t e  d é r i v a t i - " n  e s t  b i e n  s : n s  A y ; r o t h è s e ,  c a r  l e s  f o r m u l e s  q u i  o n t

se rv j -  d 'hypo thèses  au  cours  du  ra i sonnement  on t  é té  décharqées .

rI I .  ESUTVALENCE DU CALCUL DE DEDUCTION NATURELLE ET DE L'AXTOMATISIJE
DE KLEENE POUR LA LTJGIQUE INTUITTONNI]STE.

R: rppe lons  ce t te  ax iomat ique  :

( r . r J  f - ( f . f )
(r.zl ' f-f) -, ((f -(y--tr)) -- '(f èX))
[ z . r l  f  -  ( y . - ( f  n / ) )
( z . z l  

f  ^ /  - . f

F^ / 'F
( : . r l  ( f  - l )  -  ( ( / - , / )  -  ( f vy  - / ) )
( : ; . z l  

f  
. -  

Fn /
/ - - ' ç ' /

f a . r l  ( y  - ' y t  - :  ( ( f  - r y ) . - , f )
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(a.z) - 
f -+(f .--. y)

Bèg1e d' inférence 
: 

, i  
.r f  

et , f  ---t '  ,  alors , f i

(s . r )  Vx yk) - -  y ( t ) '
(o.r1 ,7(t)  -  JzyG-)
Bèg1es  d ' i n fé rence  :  ( va lab les  s i  x  n 'appara i t  pas  r i b rement  dans  <?  ]

-  s i  ,y - ' f (x)  a lors , f  - ,  V^ f  
(^)  

'

-  s i  
f ( * ) - , y  

a l o r s  1 "  f  U )  * f

Dans  ce  sys tème,  une  démons t ra t i on  es t  une  su i te  de  f r r r , ; i u l , es  ne

c o m p r e n a n t  q u e  d e s  a x i o m e s  o u  d e s  f o r m u l e s  o b t e n u e s  i : 1 ' a i d e  o e s

règ1es  d ' i n fé rence  e t  des  fo rmu les  qu i  l es  p récèden t .

Le but  de ce paragræb est  de montrer  que

à  u n e  d é m o n s t r a t i o n  d a n s  L ' a x i o m a t i q u e  d e  K l e e n e ,  e t  v i c e  v e r s a .

3 . a .  P a s s a g e  d u  s y s t è m e  d e  K l - e e n e  a u x  d é d u c t i o n s  n a t u r e l l e s .

P o u r  d é m o n t r e r  c e  p o i n t ,  i }  s u f f i t  d e  m o n t r e r  q u e  t o u s  1 e s

ax iomes  de  K leene  son t  dé r i vab les  dans  1e  ca fcu l  cJe  déduc t ion

n a t u r e l l e  e t  q u e  1 e s  r è g 1 e s  d ' i n f é r e n c e  s ' e x p r i m e n t  à  I ' a i d e

de  schémas  de  déduc t ion .

Procédons  po in t  pa r  po in t .

[ f  . r i  Vo ic i  une  dé r i va t ion  de  , f  " - ( /  . f  )
4

Ea [ a J

V - f  _ . 1
ç - - ( P ' n  v )
I  

' t  I '

L e  p a s s a g e  ( a )  s ' e s t  f a i t  à

les  cccu r rences  de  
f  

don t

gean t  r i en .

r J r j(r.zl ,f ,Y'-f r f iu' l t
T

I  J  e n  d é c h a r g e a n t

i . e .  e n  n e  d é c h a r -

1 2
\P ,l-,

#
f "Y -z

, l - [ ç r i v )-  t  t  t  t  _ 7

f  n / V - - +  ( ç " 9 ) )
1  

' /  '  '

I ' a i d e  d e  (

ty  
.  

déoend

9- /  -z
.  (F '+ / l . t -+ .Y t , t - -+  l f ->Y t  . - t
ry'+ /)* ((f o(F-,lD -, ( '?+p)

( t  t \



( z . z \  t r i , v  i i - ' l

[ s . r )

( s . z J  t r i v i a l .

( a . i )

( q . z )

3 5

'F f ' / *F ' , '
-?v , / /  Y  I  "  ,

? v * n "  _ :

-  ( f ' / ) - - t p v / - - l \  - ,
Q*X) - ( t t) ,() -  ( f  u/ -L))

' t 3 , t z
? P  ç è p  ç  e - + z , L

?  7 @-î--- 
J------r
4,_____-_t_ _ /

v - > Q
- - 4

z ' ç  n  / ç - t P )/  , /  , '

L a  r è g 1 e  d ' i n f é r e n c e  p o u r  l _ e  c a f c u l  p r o p o s i t i o n n e l _

nens  qu i  co r reFpond  exac tement  à  [  - - z  E l .

es t  l -e  mod  us  co -

[ 5 . 1 ]  t r i v i a l ,

[o.  i  J  t r iv  i -ef ,  .

Les  rèq les  d ' i n fé rence  pour  l -e  ca l - cu f  des  p réc l i ca ts  co r responden t

r e s p e c t i v e m e n t  a  (  V  r )  e t  ( J  E l .

3 . 6 .  P a s s a g e  d e s  d é r l u c t i o n s  n a t u r e l l e s  à  1 ' a x i o r " n a t i q u e  d e  K r e e n e .

Décrdons  de  no te r  l -  a , -p  tou te  dé r i va t ion  de  e  à  pa r t l r
l t

ce  1a  co l l ec t i on  de  fo rn ru les  / -  e t  f  D rp  tou te  dé rnons t ra t i on

de  ,P  dans  l - ' ax io rna t ique  de  K leene  à  r  
j a ide  

des  ax iomes  -  deq
I  

-  q ^ a  u l r r - J  t  u 9 5

r è g l e s  d ' i n f é r e n c e  e t  d e s  f o r m u r e s  d e  r a  s u i t e  T  .
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I a

r r  s r a g i t  d e  m o n t r e r  q u e  t o u t e  d é r i v a t i o n  /  r V  p e u t  s e  t r a n s -
f c r m e r  e n  u n e  d é m o n s t r a t i o n  f D ç  .  

'

I

N o u s  a l l o n s  p r o u v e r  c e r a  p a r  i n d u c t i o n  s u r  l a  l o n g u e u r  d e
dér ivat ion l - t -cp

I

P a r  d é f i n i t i o n ,  l a  l o n g u e u r  d r u n e  d é r i v a t i o n  e s t  l e  n o m b r e
bar res .  ho r i zon ta les  qu ,  e l1e  con t ien t .

l ongueur  1

A  ? L
f ^ f

Les cas

A . y , f ' {  o n
Y

On vo i t  b ien  que

d e  l o n g u e u r  1 .

1 1  r e s t e  à  u t i l i s e r  1 ' h y p o t h è s e  d ' i n d u c t i o n  p o u r

( v r ) ,  6 r J ,  (  z  r ) ,  (  f  e J  c " r  p o u r  l e s  a u t r e s .

Ana lysons  d 'abord  1e  cas  du  (  -+  I )  :  mé ta théorème

V ", f t* 
sont tr ivi-aux, de même oue{- et 

,+q

:
on fait corresponrJre (y ,f ,f -,(y--rynf )) ,2',-+1ynf),y^p-

f a i t  c o r r e s p o n d r e  ( y , f -  
/ ,  f ) ,

ceLa  va  se  passer  sans  p rob lème pour  1es  dé r i va t ions

des  règ les  comme

c , e s t  1 1 " i v i a 1 .

d e  1 a  d é d u c t i o n .

ry,
f i V ;  

:  
_  

P a r  h y p o t h è s e  d ' i n d u c t i o n ,  n o u s  s a v o n s  q u ' à  u n e  d é r i _
va t lon  |  

' ,  
f  , /  on  assoc j_e  une  démons t ra t l on  f ,  

f  O  f
I1  fau t  donc  assoc ie r  à  l a  dé r i va t ion  donnée  une  démons t ra t i on  t -D(y+ ,y ) .

Par  hypo thèse ,  nous  avons  une  su i te  f ,  f ^  
o "  fo rmu les  te r les

que  
f , ,  =  

Y  " t  
pour  tou t  i  compr i s  en t re  I  e t  n ,  

f ,  es t  so i t  un
ax iome,  so i t  une  fo rmure  de  l - ,  so i t  f  ,  so i t  une  conséquence  imrné-
d ia te  pa r  1es  règ les  d ' i n fé rence  de  fo rmu les  f i gu ran t  pa rm i  

?o  . . .
cit -i '
Dans un premier  temps,  montrons que l -  D (y  - f r )

1 .  S i  
f ,  es t  un ax j .ome,  on const ru i t  (  f  .n  ,  f t  -  ( f  - - "  

f ) , f .  r f r )

2. Si 
% est une fr:rmu1e de f ,  al-ors ( l-  ,  y1 -- (y -,  

fr)  ,

F  
n  

? l  )  
" . t  

une démonst ra t ion.



3 .  S i  
f , ,  

=  
f  ,  c ' e s t  t r l v i a } .

4 .  
Y ,  ne  peu t  ê t re  une  fo rmu le  du  qua t r i ème t ype .

L l l o n t r o n s  m a i n t e n a n t  q u e  s i / i ,  i (  i 6  o n  a  i - D  ( L p - f i J  a l o r s

o n  a u r a  a u s s i  / - D  (  
f  

- f , . ) ,  e t  c e l a  a c h è v e r a  l a  d é m o n s t r a t i o n .

Le seul  nouveau cas à env isager  est  fe  cas où 
?1"  est  Ia

conséquence  d ' une  règ1e  d ' i n fé rence ,

1.  Yh est  obtenue par  modusrrnens à par t i r  de f , ,  e t  
Pr ' , - f to  

= f t "

( i '  i n  (  t " , .

::'Ë"::':::"il^{:^ii^,l"l"o?r:";,\':",i"ï'ïi,.o1r'lir

2 .  S i  V ; o  =  r f  ' - V x  
f  ( x )  o b t e n u e  à  p a r t j - r  d e  f  

' n  
f  

( r ) ,  o n  s a i t

que  , f  *  ( t y ' ' -  f ( ^ ) )  es t  démon t rab le  à  pa r t i r  de  ! -  ( c ' es t  1 ' hy -

po thèse  d ' i nduc t i on  qu i  nous  1 ' a f f i rme )  ae  même év idemmen t  que

, l '  - - ,  
f  ( " ) .  M a i s  a l o r '  ( l r ' - ' f  ( x ) ) J  *  U l ' *  V ^  

f  
( r ) )  e s t

démon t rab le  g râce  à  1 ' ax iome  (1 .1 .  J  e t  l e  f a i t  que  y ' -Vx  f  
( " )

est  démontré .

E t  d o n c  , y - ( ( y t -  /  ( * ) )  - - >  ( f ' -  V  ,  g  ( x ) )  e s t  a u s s i  d é m o n -

t r a b l e  g r â c e  a  ( f . r J  e t  c e  q u i  p r é c è d e .  E n  a p p l i q u a n t  ( f . z l ,  i f

v ient  que 
f  

*  (  
? ,  

-n  K f  
( " ) )  es t  démontrab le  à  par t i r  de f -

3 .  S i  
f io  est  obtenue grâce à 1a règ1e d ' in férence qu i  concerne

l -e  connecteur  J  ,  on procède comme en 2.

Ana lysons  .  ma in tenan t  1e  cas  (  , , z  E ) .

tTl Lf l

f : ï_ /__L 
t : r_rno ' : t ion '  nous avons deux démonst ra t ions o"  

x-

X 
, lrf Dl- et!-l,yDtr. Nous avons à en construire une

l - '  À  . ,  f  v ' l t  D l .
Grâce au métathéorème de l -a  déduct ion que nous venons de démon-

t r e r  c i - d e s s u s ,  n o u s  a v o n s  d o n c  / - D  ( l t X )  e t  Â  D ( f  -  7 ) .
D è s  l o r s ,  à  p a r t i r  d e l - ,  A  e t  f u f  ,  à  l ' a i - d e  d e  l - ' a x i c r n e  ( A . f ) ,

ncus  ob tenons  une  démons t ra t i on  de  /  où  ( t  e t  
f  

n ' appa ra i ssen t  p l us

ccnme  hypo thèses .



i l . -

Le  cas  de  (  5  E )  es t  ana logue ,  e t  l e  cas  [ -Z f  1  se  rédu i t

P récède  en  remp laçan t  1?  pa r  
Q+ ! .

Cec i  achève  Ia  démons t ra i i -on .  
I

IV. ENcORE SUELSUEs EXEû,4PLEs DE DERIVÊTIcN.

a  c e  q u 1

o l

-2 fal
tJx cp 3x q

I

-æ; - '
v- '? ,  - ,

- t J x q  - - ' V ^ ,tr I

b J  V x - < p  4
- fC, ,f'(^)

T x r p  L  ,
I

- a "  a
F - . ,V x - r f - , t J x c 7

c J

3 I
I t-77 V^ ç 1Vx ç

, t t
- L  - - L

a )  , f  i g - rp  pou r  t ou te  f o rmu le  rp .
t  I  

a l  1

E ^ 7 ç  c P ^ 7 9- r - - - r - _ T - - - - | - -
I -7<p

T
v , - t

rnrf -r
En f l n '  un  exemp le  de  dé r i va t i on  pou r  l a  l og i -que  c l ass ique ,
c ' es t -à -d i r e  u t i l i san t  l a  r èg1e  (  - zCJ .

1 Z
1 Q  z t  c D

I  J _  _ , ,  ( r C )T - r -
??'f '--à 

T

e )



ï 1  es t  c la i r

su f f i  t .

q u e  d a n s  1 ' a u t r e  s e n s

2. 1
rp  1@

' l l

I

" f  -z
f  

-> a-7 ç
t t

(  
T 

--  - r r f  )  ta règ1" (zr)

V. PBINCIPE D' INVERSION ET THEOREME DE NOBMALTSATTON

Nous  avons  dé jà  vu  qu 'à  pa r t  1a  règ1e  rn t ,  t ous  les  schémas

de  déduc t ion  ee  rangen t  en  deux  ca tégor ies  :  l es  i n t roduc t ions  qu i

dé f in i ssen t  en  que lque  so r te  l -e  connec teu r  e t  l -es  éL im ina t ions .

I n t r o d u c t i o n  e t  é l i m i n a t i o n  s o n t  e n  u n  c e r t a i n  s e n s  i n v e r s e s  I ' u n e

d e  I ' a u t r e .  E n  e f f e t ,  l a  c o n c l u s i - o n  d ' u n e  é r i m i n a t i o n  n , a p p o r t e  r i e n
de  neu f  s i  l a  p rémisse  i r i a jeu re  de  ce t te  éL im ina t ion  é ta i t  e ] Ie -même

c o n c l - u s i o n  d , u n e  i n t r o d u c t i o n .

A i - n s i ,  d a n s  1 e s  d e u x  e x e m p l e s  s u " i v a n t s ,  d o n n a n t  u n e

t i o n  d e  l a  f o r m u l "  , i ,  i I  y  a v a i t  d é i à  u n e  d é r i v a t i o n  d e

ra i ssan t  p lus  hau t .

c e s  d e u x  d é r i v a t i o n s  c o n t i e n n e n t  d o n c  c e  q u ' o n  p e u t  a p p e l e r
u n  d é t o u r  o u i s q u '  e l 1 e s  p a r t e n t  d e  d é r i v a t i o n s  d e  V  p o u r  a b o u -

t : - :  encore  à  des  dé r i va t i  ons  c le  Q  .  t "  t héo rème aà  no rma l i sa t i on
I

va  nous  pe rmet t re  de  cour t - c i r cu i - te r  tous  ces  dé tou rs .  Ma is  ce la
n é c e s s i t e  u n e  d é f i n i t i c n  r i g r u r e u s e  d e  " d é t o u r  d a n s  u n e  d é r i v a t i o n l , .

C ' e s t  I a  n o t i o n  d e  s e q m e n t  m a x i m u m .

C n  a p p e l f e  s e g m e n t  u n e  s u i t e  
h , . .  f n  

O ,  o c c u r r e n c e s  d e  J a

n ô m e  f o r m u l e  t e l l e  o u e

f u  
n ' e s t  p a s  $ - a  c c n s é q u e n c e  d ' u n e  (  v  E )  o u  (  :  f  l .

Y t  
( i  <  n J  e s t  o r é r n i s s e  m i n e u r e  d ' u n e  (  v  e  J  o u  ( J r l  e t

? n  " ' e s t  
p a s  p r é m , i s s e  m i n e u r e  d ' u n e  (  v  f l  

" r ( l E ) ,

d é r i v a -

f "oo"-

rp ,l)-J ;J--
l0 A tl)

it---.il--
,1,
I

r,(l
q

Y ',r-'l
Y
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U n  s e g m e n t  m a x i m u m  ( , f ,  . . .  y n )  e s t  u n  s e g m e n t  t e l  q u e  
n  s o i t  L a

c o n c l u s i o n  d ' u n e  i n t r o d u c t i o n  e t  
f n  

s o i t  l a  p r é m i _ s s e  m a j e u r e  d , u n e
r è g r e  d ' é l i m i n a t i o n . ( i . " .  

? n  
c o n t i e n t  l e  c o n n e c t e u r  d u i  e s t  é 1 i -

m i n é J .

S i  n  =  1 ,  on  pa r le  de  fo rmu le  max imaLe

Dans  les  deux  exemp les  c i -dessus ,  , , ( ^ f  e t  , 7 - r l ,  a6 ien t  respec t i ve_
ment  deg  fo rmu les  max ima les .

Vo ic i  deux  exemp les  de  segments  max imaux  2

aJ_
X ,,f i{ I ,f 'u f

- 4  ( ) .  1

l ^û lu ' l )  
' -  

|  " rç . t

Nous  a1 l -ons  dé f in i r  une

Èt  hccourc i r l _a  longueur

maux.

g t g&) gt-çb)
I*ff"l :TGî,rt't).,W)

3x ( .  ^ , (@ l  1^?6 )  _ ,
exyG)

réduc t ion  su r  1es  dé r i va t ions  qu i  cons is te

des  dÉ tou rs ,  c 'es t -à -d i re  des  segments  max j -_

^R,  Z ,  L
?, Y,

Y, n?,

Yt

s-

Q.
I L

L f,rJ ryJ'f; zo _L
?' 'u tP,  !  V y

Y  
L=

[,],)
- z2' Z,
z | <?z E,1,)
c(' %-'92

tz. 
' 

?z

t = 1 , ) -

z
E ptl
Z ;
v

l r L

l r f r l  s y m b c l i s e  I ' e n -

semb l_e  des  hypo thèses

r1écharoÉe .  po"  ( vgJ  e t

appara issa r t  r Jans  { .

l r y t J  sy rub r : l i se  1 '  en -

semb l -e  des  hypo thèses

a e  à ,  d é c h a r g é e s  p a r  (  * r ) .

+ R  :



Vn : Zt, l

YG)
Vr tF(x)

,p  ( t \
l ' . /

r&)
,y (c)

Les  deux  de rn ie rs  schémas  de  réduc t ion

su j - van te  su r  1es  pa ramèt res  p rop res  (vo i r  2 ,

co r rec ts  :

-  une  va r iab l_e  es t  pa ramèt re  p rop re  d 'au  p lus
-  1 e  p a r a m è t r e  p r o p r e  d ' u n e  (  V  f j  j n t e r v i e n t

d e  l a  c o n c l u s i o n  d e  f  i n f é r e n c e

-  f e  p a r a n r è t r e  p r o o r e  d r u n e  (  3  f l  i n t e r v i e n t

d e  f a  p r é m i s s e  m i n e u r e  d e  I ' i n f é r e n c e .

3n , 2, L',lt',t1
y G) Zr(.r)

3x  ?(x)  Yv

C e t t e  r é d u c t i o n  e s t  v a l a b l e

- !  '  : ccu r rence  in f  é r ieu re  de  y  es t  1a

i - , t ax imum.  / \

s u p p o s e n t  l a  c o n v e r l t i o n

remarque  1 )  pour  ê t re

u n e  r è g 1 e  d ' i n f é r e n c e ,

seu lement  au -dessus

un iquement  au -dessus

z1
fty &)J
>"(t)
Y

Cet te  conven t ion  i -n te rv i ,en t  tac i temen t  c lans  les  c leux  de rn -Le rs
s c h é m a s  d e  r é d u c t l o n  p o u r  a s s u r e r  q u ' o n  n e  p e r t u r b e  p a s  d ' é v e n t u e l -
1 e s  a u t r e s  a o p l i c a t i o n s  d e  ( V t l  o u  ( 3  E J  e n  s u b s t i t u a n t  t  à  x .

vF - r1  : 1 1  L ë -
, f ,Y X-  T

-4 Zr

'  , f n f  n '  X '

v'
s i ,  dans  lâ  dé r i va t ion  de  gauche ,

de rn iè re  occu r rence  d run  segmenr
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3 E .R ; r ç
/ -1  z -L

1 N.x fa) /L
,t, 2,r

r

zL
zt 

-L 
-Zt

3x cf(r> 
' 

X

r

Î r1êne remarqr€pour t  qu" p lus haut .
I

L e  t h é o r è m e  d e  n o r m a l i s a t i o n  s , é n o n c e  a l o r s  c o m m e  s u i t  :

Tou te  dé r i v i o n  d u  c a l c u l de  déduc t ion  na tu re l l e s e  r é d u i t  à  u n e

dér i va t ion con tenan t  n fo rmu]e  max ima l -e .  n i  s ent max j- mu.'r

une  pa re i l l e  dé r i va t ion  es t  d i te  no rmare ,  û r  FOus  fo rme normare .

on  peu t  de  p lus  mon t re r  que  la  dé r i va t ion  no r rna le  assoc iée  à  une

d é r i v a t i o n  d o n n é e  e s t  u n i q u e  ( t t r é o r è m e  d e  n o r m a l i s a t i o n  f o r t e ] ,

L a  d é m o n s t r a t i o n  d e  c e  t h é o r è m e  s e  f a i t  p a r  i n d u c t i o n  à  l a  f o i s

su r  l -a  l ongueur  des  segments  max imaux  e t  l a  l ongueur  des  fo rmu les
q u ' i 1 s  c o n t i e n n e n t .

P r : u r  l a  d é m o n s t r a t i o n ,  j e  v o u s  r e n v o i e  a u  t e x t e  d e  p r a w i t z  ( ( z )

p .  5 0 ) .

Vo ic i  un  exemp le  de  réduc t ion  à  une  fo rme norma le  :

S o i e n t  :

w'{x
( ç n
r - I tY ̂ ,l ) r(,f ^" ) 1,"'/ Yv "/

Te
T"

Y^V
v

) v

Y Y,'
Y^ (Y' i l  '

et  
in ry 'D  ,  , f  ̂ ( , l , uu )

clrt(,!vt) w #
gt u L q ̂ *'1, t ',( ^" t c,f "TT1V ̂Xt

Ç"  f  )  v  (g^1 \



R e m p l a ç c n s  d a n s  c e t t e  d e r n i è r e

I ' h y p o t h è s e  t t u  I  ( f  v X )  p e r  s a

fo rme norma le  qu i  co r respond  à

Ctn  ob - ; i en - ld 'aboro

d é r i v a t i o n  t o u t e s  1 e s  c c c u r r e n c e s  o e

d é r i v a t i c n ,  e t  v c y o n s  q u e 1 l e  e s t  l a

ce t te  dé r i va t ion  nouve l_ l -e .

Q " r !  q ^ y  e a Q  q ^ )

W qnL VÆ q^l)'k^x,-{ T
YI"

vy  Uvy  rp^Q  (p^

,r,t.,r^^',r\flll W W f-q'Y!LYtI-+---g 
Y ̂ ,l

YY
rP^V Lt ̂  y--- ,-r .tw

Erf[{g^I ) (ç,rrli ) v {tpr X) 
'r -------r-

q^q )v ( f ^X )  
V t * t  v (Y t v ' t

) v (q^X) ) u (
q^y) v (Y ̂I )

r l c  c u t  s e  r é C u i r l . a  f o r r n e  n o r m a l _ e :

v s i c i  u n  s y s t è m e  q u i  n ' a d m e t  p a s  d e  t h é o r è m e  d e  n o r m a l i s a t i o n .  r l _
e s t  b a s é  s u r  l - e  s y s t è m e  d r i . , r p l i c a t i c n  f a i b l - e d e  C h u r c h ,  a v e c  n é g a t i o n .
D a n s  c e  s y s t è m e ,  o n  a c c e p t e  1 a  r è g l e  (  +  f l  s s i  I ' i n t r o d  r c t i o n

de  1 ' i -mp l i ca t i on  décharge  e f fec t i vement  une  hypo thèse .  ce  sy . : f , l r ns
( a v e c  - >  e t  1 =  - + L )  a d m e t  r a  n o r m a l i s a t i o n ,  m a i s  r , a x i o m e  

! - ( f  
- v )

n ' y  e s t  p a s  d é m o n t r a b t e .  s i  o n  a j o u t e  r e  c o n n e c t e u r  A ,  l e  s y s t è m e
perd  Ia  p rop r ié té  de  no rma l i_sa t ion  ,  ma is  I  , ax iome c (  -_ - -  (V - -  V )  y  es t
démont rab le  pa r  une  dé r i va t ion  qu i  ne  peu t  se  rédu i re  à  une  fo rme
nnrma le .
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ç )q-ï-----.--f-

.  9 ^ V
a-- --l---t

A-'+ t0---#-z
f  ' (Y ' ' l )

Cet te  dé r i va t ion  u t i L i se  1a  règ1e  (  -+  I J  en  déchargean t  e f fec t i ve -

men t  une  hypo thèse  chaque  fo i s .

La  dé r i va t ion  no rma le  qu i  l u i  se ra i t  assoc iée  dev ra i t  ê t re  :

4

rp , .r  r à \

Q - V_  _ 7

to -> [o -> r.0\
I  L l  I  ' /

m a i s  f  i n f é r e n c e  ( a )  ( i n t r o d u c t i o n  d e  I ' i r n p l i c a t i o n  s a n s  d é c h a r g e r

d ' h y p o t h è s e )  e s t  i l l - i c i t e  d a n s  c e  s y s t è m e ,  e t  d o n c .  n ' e s t  p a s  u n e

dér i va t ion  du  sys tème.

VI.  APPLICATION DU THEOREME DE NORMALISATION

(a)  fo r re  des  dé r i va t ions  sous  fo rme norma le .

Dé f in i t i on  :  une  su i te  de  fo rmu l_es  ,1 ,  . , .  
{n  

aooara issan t  dans  une

dér i va t ion  fo rme un  chemin  s i

,h est  une ,o" l i l i lommet non décharsée par (ve]ou(:  e l
-  p o u r  i (  n ,  

f t  
n ' e s t  p a s  p r é m j - s s e  m i n e u r e  d ' u n e  ( - : E )  e t

ï,T: "=:':.:::"':il::::.ï:ï':.1."; l"' 
cu (r E)'

c lans  l -e  cas  con t ra i re ,  
? t * t  es t  une  des  hypc thèses

d é c h a r g é e s  p a r  1 ' a p p l i c a t i o n  d e  c e t t e  r è q l e  ( t f f  
' )  

o ,  ( - 3  E l .

J:= :':.::::"':::::' ,,,,' "."î='.î' : "' ;":] "::::,' ::..""
h y p o t h è s e  s o i t  e n f i n  1 a  f o r m u l e  f i n a l - e  c e  L a  d é r l v a t i o n .



A l -

i . : j r i - v a t : _ : r

(çnv\ v ryvù

1 1  y  a  q u a . t r e  c h e r i n s  : iQ^f ) " (y^ / ) ,?^ f  , , , f  , , f , , f  ̂ ( f ' ,D) ,
((, f  ̂ f1v (<p^l) ,

I'L y^ ry, n)

, t r  l ) l ' 1 , , 7 - t T - 4 ) t

f " (!n l.) ), {ty ̂  il u(f nx.), f"!, f, Q'r,' f " I , f  ,c f  '  f  " ( !n l . ) ) ' (Q^V)u( f  nX.) ' f " ! , f ,Q ' r ,
et enr i  "  ( (<paf)u ( f  ^ l ) ,?^)( , f  , fv l ,yvt ,y^H"Iù.

C o m m e  o n  I e  v c i t  f a c i l e m e n t ,  u n  c h e m i n  1 - r s u l  Ê b r . , - t  , t , r t : - i . , 1 4 r . 3  r )  r n . . J  t
r - ; u i t e  d e  s e g m e n t s .  A i n s i  d a n s  I ' e x e m p l e  d o n n é  p l u s  h a u t ,  c h a q u e
f o r m u l e  f o r m e  à  e I l e  s e u l e  u n  s e g m e n t  s a u f  l e s  s u l t e s  s o u l i q n é e s
qu i  c t rns t i t uen t  chacune  un  segment .

D ,  s o r m a i s  u n  c h e m i n  (  , 1 ,  
? n  )  s e r a  n o t é  (  q  . . .  Ç _ )  o ù  t e s  6

(  r <  i  < m  J  f o r m e n t  r - ' e n s e m b l e  d e s  s e g m e n t s  q u i  c o n s t i t u e n t  r e
c h e m i  n .

T h é o r è m e

c ^ i !  ( *  1u r - L  L  \ v l  ,  ,  .  . J n  . l  u n  c h e m i n  d a n s  u n e  d é r i v a t i o n  n o r m a l - e .

A ]o rs  i ]  ex i - s te  un  segment  o - ,  ,  ap re lé  segment  m in l rnum qu i  sépare
l e  c h e m i n  e n  d e u x  p a r t i e s  é v e n t u e l l - e m e n t  v i d e s ,  e t  v é r i f i a n t  i e s
p. l rcpr i  étés suivantes :

1 .  P o u r  t o u t  g  ( i  > i )  6 a  e s t  l a  p r é m i s s e
l imlnat ion e t  La for ru le  qu i  appara i t
mu le  de  ce l1e  qu i  ap la ra î t  dans  q

m a j e u r e  d ' u n e  r è g l e  d ' é -

dans  
T* ,  

es t  sous - fo r -

Ç L  ( s i  i  I  n J  e s t  ] a  p r é m i s s e  d , u n e  r è g 1 e  d , i n t r o d u c t i o n

I a  r è s 1 e  ( r n t J .
o u  d e

3 '  P o u r  t o u t  c .  ( l a  i ( n ) ,  Ç  e s t  l a  p r é m i s s e  d , u n e  r è g 1 e  d , i n t r o d u c -. r j
t i on  e t  l a  fo rmu le  qu i  appara î t  dans  o - ,  es t  sous_ fo rmuLe  de
ce l l e  qu i -  ap .s l "a î t  dans  

% +  f  .

C e  t h é o r è m e  p o s s è d e  u n  c o r o l l a i r e  i m p a r t a n t .

f c r m u l e s :

ryvx)

l - e  p r -nc ipe  des  sous -



62.-

Tou te  fo rmu le  qu i  ap ' :a ra î t  dans  une  déduc t ion  no rma le  es t  sous -

fo rmuLe  de  la  fo rmu le  f i na le  ou  d 'une  des  hypo thèses  de  1a  dé r i va -

t ' ! r " .

Cec i  en t ra îne  év idemment  qu 'aucune  fo r rnu le  a tomique  n 'es t  démont ra -

b l e  ( i . e .  d é r i v a b l e  s o u s  h y p o t h è s e l .  E n  p a r t i c u l i e r ,  I  n ' e s t  p a s

démont rab le ,  ce  qu i  f ou rn i t  une  démons t ra t i on  du  fa i t  dé jà  b ien

ccnnu  pa r  a i l l eu rs  de  la  non-con t rad ic t i on  de  la  l og ique  des  p ré -

d rca ts  i n tu i t i onn is te

En  fa i t ,  ce  résu l ta t  peu t  se  généra l l se r  de  la  man iè re  su ivan te  :

Un  sys tème de  Pos t  S  es t  un  sys tème dé te rm iné  pa r  Ia  donnê

-  d r u n  e n s e m b l e  d e  c o n s t a n t e s  d e s c r _ i p t i v e s  ( i n A i v i d u e l l e s ,

opéra t ionne l les  e t  p réd i - ca t i ves )

-  d ' u n  e n s e m b l e  d e  r è g l e s  d ' i n f é r e n c e s  e n t r e  f o r m u l e s  a t o m i -

q u e s  d u  t y p e f u " = ' f r ,  o ;  q  n e  c o n t i e n t  p a s  d e  v a r i a b l - e s- a I

n ' a p p a r a i s s e n t  p a s  d a n s  u n  d e s  A ,  a u  m o i n s .
l L

Dans  un  te1  sys tème un  ax iome es t  une  fo rmu le  a tomique  ob tenue

Par  gns  règ Ie  sans  p rémisse .

0 n  a p p e l l e  I  ( S )  1 e  s y s t è m e  d e  d é d u c t i o n  n a t u r e l l e  d o n t  l e  l a n g a g e

e s t  c e l u i  d é c r i t  p l - u s  h a u t ,  a u g m e n t é  d e s  c o n s t a n t e s  d u  s y s t è m e  S ,

e t  d o n t  l e s  s c h é m a s  d e  d é d u c t i o n  s o n t  c e u x  i e  1 a  l - o o i o u e  l n t u i t i o n -

n i s t e  p l u s  l e s  r è g 1 e s  d ' i n f é r e n c e  d e  S .

L e  t h é o r è m e  d e  n o r m a l - i s a t i o n ,  1 e  p r i n c i p e  d e s  s o u s - f s r m u l e s  s e

g é n é r a l i s e n t  a u  s y s t è m e  I I S J  ( v o i r  p . e .  ( 3 J ) .

L e  p r i n c i p e  d e s  s o u s - f c r r m u l e s  d o n n e  l i e u  a u  c c r o l l a i r e  s u i v a n t . :

S i  u n e  f o r m u l e  a t o m i q u e  e s t  d é m o n t r a b l e  d a n s  f ( S J ,  c ' e s t  q u ' e l 1 e

l r é t a i t  d é j à  d a n s  S .

P r e n o n s  d o n c  l e  s v s t è m e  d e  P o s t  A  s u i v a n t  :

-  l - e s  c o n s t a n t e s  d e s c r i p t i v e s  s o n t  o ,  s ,  = ,  * r  o i ;  [ r  e s t  u n e

c r : n s t a n t e  i n d i v i d u e l l e ,  s  u n e  c n n s t a n t e  o p é r a t i n n n e l f e  u r a i r e .



=  u n e  c c n s t a n t e  p r é d i c a t i - v e  b i n a i r e  e t  + , .  d e u x  c o n s t a n t e s  p r é d i -

c a t i v e s  t e r n a i r e s  { f  i n t e r c r é t a t i o n  d e  c e s  c o n s t a n t e s  d a n s  1 e

m c d è l e  c a n o n i q u e  d e  - l ' a r i t h m é t i q u e  e s t  é v i d e n t e l .

-  l e s  r è g 1 e s  d ' i n f é r e n c e s  s o n t  c e l l e s  h a b i t u e l l - e s  p o u r  1 ' é g a 1 i - t é ,

l e s  r è g 1 e s  c o r r e s p o n d a n t  a u x  3 è  r 1 , 4 è a x i - o m e s  d e  P é a n o ,  1 e s  r è g I e s

i n d u i t e s  p a r  l e s  d é f i n i t i o n s  r é c u r s i v e s  d e  i l a d d i t i o n  e t  d e  l - a

m u f t i p l - i c a t i o n ,  1 e s  r è g 1 e s  d o n n a n t  l - e  c a r a c t à r e  f o n c t i o n n e l  d e

+ e t

P a r  e x e m p l e ,  1 e  q u a t r i è m e  a x i o m e  d e  P é a n o  d o n n e

s ( x l  =  s ( v )

x = y

D e  n o u v e a u  c h a c u n e  d e  c e s  r è g l e s  e s t  t r i v l a l e m e n t  v é r i f i é e  d a n s  l e

m o d è 1 e  c a n o n i q u e  d e  f  , a r i t h r n é t i q u e .

D a n s  l r a r i t h m é t i - q u e  d e  P é a n o ,  n n  o e u t  r l é m o n t r e r  l - a  n o r m a l j s a t i o n

a e  r ( a ) ,  c a r  c o m m e  n o u s  I ' a v n n s  r e m a r q u é ,  1 a  d é o o n s t r a t i o n  d u  t h é o -

r è n e  d e  n o r m a l - i s a t i o n  u t i l i s e  u n e  s i r n p l e  i n d u c t i o n .

E t  d o n c  o n  p e u t  d é m o n t r e r  d a n s  I  r ; r r i t h m é t i n r r c  d e  p é a n o ,  ] a  c o n s i s -

t a n c e  u e  f ( n l .

D ' u n e  m a n i è r e  g é n é r a l e ,  l a  n o r m a f i s a t i o n  d ' u n  s y s t è m e  i m p l i q u e  s a

c o n s i  s t a n  c e .

( b J  S i  f l  
_  

e s t  u n e  s u i t e  d e  f o r m u l e s  n e  c o n t g r a n t p a s  l e

c c n n e c t e u r  v  e t  s i  j " - r  e  v , l / ,

" t r r=.  ror-  f  r - ,  r " r .  T t , / - . '

D c n c ,  e n  l o g i q u e  i n t u i t i o n n i s t e ,  p o u r  p o u v o i r  d é m o n t r e r  
? n {  

i l

faut  dr3nrnntrer-  e ou d)t t

I d É e  d e  l a  d É n r o n s t r a t i c n  :

i )n  aope l le  segment  f i na l  un  segment  qu i  con t ien t  1a  fo rmu le  f i na -

l e  d e  l a  d é r i v a t i o n .

C o n s i d é r o n s  u n e  d é r i v a t i o n T J - n o " r r I e  d e  W Q  à  p a r t i r  d e  T  .t l
l , Jcus  p rocédons  en  deux  É taoes  :

1 .  f 1  y  a  exac tement  un  seu l -  seg rnen t  f i na l  C -  Oans  T f  .

E n  e f f e t ,  s r j - l  y  e n  a v a i t  d e u x ,  i l s  p r o v i e n d r a i e n t  a u t o m a t i q u e r n e n t

d rune  règ fe  (VEJ  don t  i l s  con t iendra j -en t  chacun  une  des  p remi -ss i ; s
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m i n e u r e s .  S o i t  X ,  u  h  
l a  p r é r ' n l s s e  m a j e u r e  d e  c e t t e  r è g l e  f V E l .

S o i e n t  r f  1 e  c h e m i n  q u i  c o n t i e n t  
b  

n  T U ,  " t  l . l a  
f o r m u t e

s i t u é e  a u  s o m m e t  d e  f t .  r l  e s t  c L a i r  q u e I ,  n ' e s t  p a s  d é c h a r g é e

e n  e f f e t  p a r  c o n s t r u c t i o n  
1 " "  

p e u t  ô t r e  d é c h a r q é e  p a r  ( V E l  o u

( :  e  I  ( c ' e s t  l a  d é f i n i t i o n  d e  : h e m i n  q u e  n o u s  l - , a s s u r e ' )  e t  d e

n l u s  7  n e  p e u t  ê t r e  d é c h a r g é e  p a r  ( - t  I )  c a r  i l  n ' y  a  p a s  d e
/v

pa re i l - 1e  règ1e  u t i l i sée  en -dessous  de  
f u rh .  En  e f f e t ,  f t

se présente en fa i t  sous fa  forme su ivante

(  f v 1
/U ,h1 J
: i

ft,ï, ,f"Y fv|

,t,/ Y

a v e c  s o u s  l a  l i g n e  ( i )  d e s  ( g e ) .  D o n c  
f r a o - . a r t i e n t ' l  

f .

C o m m e  d e  p l u s  Y " v T . ,  s e  t r o u v e  d a n s  l a  p a r t i e  é l i m i n a t o i r e  d e  T L
/1:t /w

( v o i r  t h é o r è m e  6 . a )  l e  p r i n c i - p e  d e s  s o u s - f o r m u l e s  a f f i r m e  q u e  
f r u X ,

es t  sous - fo rmu le  O"  
Xe t  

donc  q r *  / -  con t j -en t  une  fo rmu l re  
f t aans

l a q u e l l e  a p p a r a î t  } e  c o n n e c t e u r  d e  d i s j o n c t i o n .

C r e s t  c o n t r a i r e  à  1 ' h y p o t h è s e  e t  i 1  y  a  b i e n  u n  s e u l  s e g m e n t  f i n a ] .

2 .  T r o i s  p o s s i - b i l i t é s  s ' o u v r e n t  m a i n t e n a n t n n u r  d :

-  C  e s t  s e g m e n t  m i - n i m u m  :  o n  m o n t r e  a L o r s  q u e  c e l a  i m p l i q u e

q u e  V v L l t  s o i t  s o u s - f o r m u l - e  d ' u n e  f o r m u l e  d e  7 ,  c e  q u i  e s t
I I

i m p o s s i b l e :

|  ^ /  a
t v l.-AL)

!

vvY
L )(

n o m n l : n o

_t_

rp 'v ty
I I

0 n  v o i t  a i s é m e n t  q u e  l e s  d e u x  d e r n i e r s  c a s  f o u r n i s s e n t  d e s  d é m o n s -

t r a t i o n s  d e  
Y  

o u  d e  
/  

à  O a r t i r  d e  f ,  e n  r e m p l a Ç a n t  p a r ,  e x e m p l e

tou tes  les  occu r rences  de  tpv  V  dans  O-  pan . .  q )  ou  p  se len  les  cas .
t l l l

-  d e s t  c o n s é q u e n c e  d r u n e  r è g 1 e

c e t t e  r è g l e  I  p a r

?'/ v
-  0 . e s t  c o n s é q u e n c e  d ' u n e  r à g 1 e

I n t ,  a u q u e l

-L
n
Y'--r--,

?,v
f v r ) .

u d 5  u t r

o u  p a r



QgæÉsselgg:
-  L e  c o n t r e x e m o l e  d e  G ô d e l .

L a  f o r m u l e  .  - \ /  ( p .  ç - +  p  .  J  n ' e s t  p a s  v a l i d e  i n t u i t i o n n i s t l q u e -
t < i < 1 7 . n  '  i  j '

m e n t .  G a r  s i  e ] l d  1 ' é t a i t ,  e i l - e  s e r a i t  d é m o n t r a b l e  ( v o i r  3 ) , e t

d c n c  p a r  c e  q u l  p r é c è d e  o n  p o u r r a i t  d é m o n t r e r  p .  * p j  p o u r  i  f  j ,

c e  q u i  e s t  c l a i r e m e n t  i m p o s s i b l e  ( c e 1 a  i m p l i q u e  p a r  e x e m p l e . . 1 | 4 - t T l .

-  S j  g  e s t  a t o m i q u e ,  ç v - 7 L p  e s t  n o n  d é m c n t r a b l e .r t l
E n  e f f e t ,  s i n o n  o n  e n  d é d u i t  u n e  d É m o n s t r a t i o n  d e  

f ( " e  
q u i  e s t

i  à n n e - i  h ]  o  f  ̂ ,  u )  o u  . u n e  d e  l t p ,  c e  q u i -  e s t  é g a l e m e n t  i m p o s s i b l e  e n- i  i r v v u f  v 4 "  
t " ,  

I

v e r t u  d u  p r i n c i p e  d e s  s o u s - f o r m u l e s .

{ ' " J  f n U E p e n d a n c e  d e s  c o n s t r , n t e s e s  e n  l o q i q u e  i n t u i - t i o n n i s t e

c l .  U n  c o n n e c t e u r  o u  u n  q u a n t i f i c a t e u r  x  e s t  f a i b l e m e t t  d é f j r n i s s a b l e -

dans  un  sys 'b i l . re  S  s ' i l  ex i - s te  une  t rans fo rmat ion  €  qu i  t rans fo rme

t o u t e  f o r m u l e  
f  

e n  u n e  f o r m u l - e  s ( y )  n e  c o n t e n a n t  p a s  x  e t  q u i

vé r i f i e  -  € (y )  s ' -  b t i en t  L r r  rempfaçan t  dans  ,p  tou tes  l -es  sous -

f o r m u l e s  d u  t y p e  X  * P  o u  x  x f  p a r  e U ^ {  )  o u

€ (xx f )  (en  suppoJJ . ,a  
'o r "  

*  n , "Jp . "a î t  n i  uans  f  n i
uans 

f,)
F: ekp\ ssi f:' r '  .  Y '

c2 .  Des  cons tan tes  log iques  son t  fo r temen t  i ndépendan tes  dans  l_e

s y s t è m e  S  s i  e l l e s  n e  s o n t  p a s  f a i b l e m e n t  d é f i n i s s a b l e s  d a n s  S .

ûn  démont re  Ie  théorème su ivan t  :

f  o g i q u e  i n t u i t i o n n i s t e .

A  t i t r e  e x e m p r a t i f ,  n o u s  a l l o n s  d é m o n t r e r  L ' i n d é p e n d a n c e  d u  v ,

V  e t  I .  i J n  p r o c è d e  p a r  I ' a b s u r d e  :  o n  s u p i r o s e  q u e  €  e s t  u n e

t rans fo rmat ion  vé r i f i an t  c  I  pou r  chaque  cons tan te .
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1. ll9Éesl9elgs-gg-!.
S o i e n t P  e t  0  d e u x  s y m b o l e s  r e l a t i o n n e l s  o - a i r e s ,  

f =  
p V  e  e t

s o i t  R  u n  s y m b o l e  r e l a t i o n n e l  o - a i r e  n ' a p p a r a l s s a n t  p a s  d a n s

tft i l= ù. t /  I

o n  s a i t  q u e  r  ( e  v  O J  - +  ( [ p -  n )  ̂  ( O  - ,  H l - -  n )
et  donc 

f  r -  (n--  n]  ^ (e --  RJ -  n
E n  s u b s t i t u a n t  P  v  I  à  R ,  o n  o b : i e n t < l  r -  p  V  A .

P a r  l - e  p o i n t  ( U l  c i - d e s s u s ,  o n  e n  c c n c l u t / p p  o u  y , - A .
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d r h y p o t h è s e s ) ,  c e  c h e m i - n  c o m m e n c e  p a r  u n e  l c c u r r e n c e  d e  f c r m u ] e

déchargée .  Comme un  chemin  ne  peu t  comnnencer  pa r  une  occur rence  de
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