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I. INTRODUCTION
-_—

La théorie de la démonstration est nde avec le projet de Hilbert
de démontrer 1la consistance des mathématiques, En gros, son idde
dtait 1a suivante : i1 cansidérait les preuves mathimatiques comme
des ob jets mathématiques constituds d'une suite de symboles concrets,
Prouver 1a consistance revenait alors a montrer qu'aucune suite de
Symboles ne pouvait se terminer par 0 = 1, par exemple. Ceci amenait
% une démonstration finitiste de 1a consistance des mathématiques
& 1'intérieur d'elles-mémes, de mdme qu'il existe une démonstration

Finitiste de 1'énoncé : il n'y a pas de nombre rationnel $gal &

Voa.

Malheureusement, le théoreéme d'incomplétude de G&del est venu
mettre un point final & eet espoir. Ce théoréme affirme qu'il n'est
Pas possible de prouver la consistance d'une théorie T comprenant
la théorie elémentaire des nombres a 1'intérieur deT, c'est-a-dire

en n'utilisant que les techniques permises dans T.

Ce théoréme oblige donc un changement de programme de Hilbert
il faut s'intéresser aux consistances relatives et nmn plus © la

tensistance en géndral. C'est 1'nbjet de ce qu'on av-elle "la théorie
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réductive de la démonstration”. Son but est donc de réduire la con—
sistance d'une théorie a celle d'une autre; elle se propose d'at-
teindre ce but par 1'étude des preuves dans la théorie en questian.
Pour que les résultats obtenus par ces technigues soient intéressants,
il faut encore que 1'étude des preuves n'utilise que des principes

Plus élémentaires que ceux de la théorie étudide.

Tout ceci nécessite une connaissance de ce gu'est une preuve.
C'est le sujet d'investigation de la "théorie générale de la démons—
tration". Cette théorie fournit des formalisations de la notion de
Preuve et s'intéresse & leurs propriétés. Nous allons étudier ici
une de ces formalisations, dues & Gentzen (1934) (1), appelée sys—
téme de déduction naturelle. Les démonstrations sont formalisées
Par des arbres qu'on appelle dérivations. Toute dérivation est une
suite d'applications de rigles atomigues (les schémas de déduction)
qui sont relatives & un seul connecteur et ob intervient la construc-
tibilité si importante pour un intuitionniste. C'est ainsi que 1'on
rejoint naturellement la notion de preuve pour un intuitionniste, ce

qui est en fait essentiellement une construction de la formule dé

montrée.

Pour illustrer cet aspect constructif, considérons le prncipe
de dualité de la géométrie projective.
Ce orincipe affirme que tout théoreéme de la géométrie projective
Qqui parle de points et de droites peut &tre transformé en un nouveau
théoréme (dual) en ramplagant “"droite" par "point" et "point" par
"droite". Ce primcipe fournit de maniére conmstructive de na’ veaux
théorémes : il transforme effectivement toute preuve d'un théoréme
€n une preuve de son dual. C'esst un principe de théorie de la dé-
monstration. C'est de cette maniére qu'il faut comprendre chacun des
schémas de déduction de Gentzen : ils transforment les preuves des
formules situées au-dessus de la barre d'inférence en une preuve de

la formule située en-dessous.



II. LE GALCUL DE DEDUCTION NATURELLE (Gentzen, 1934)(1)

Ce calcul constitue une des formalisations possibles de la
notion de démonstration. Une démonstration sera représentée par une
dérivation , c'est-a-dire un arbre construit & l'aide d'un certain
nombre de régles d'inférence. Le qualificatif”"naturel" provient
de ce que ce calcul est 1ié de trés prés aux raisonnements logiques
Oui sont réellement utilisés dans les dimonstrations mathématiques.

Nous travaillerons toujours dans le langagexdéfini a l'aide
des variables , des symboles foncticnnels et relationnels et des
tonstantes logiques A, Vv, <, L, 7, V/, T . Les variables seront
nDtéesx y Yse.o; les termes t, s,.,..: les formules 70, 74/ s see
Nous écrirons y/\)b, ch}l, 7 ,c/p-;y/ e 70,fo pour désigner des
formules dont le connecteur principal est respectivement A,V , 7,->,

H’Vn

Ce cadre étant fixé, nous définissons les différents schémas

de déduction
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Remarques

1.

Les schémas Vz ét.iéhdoivent vérifier la restriction suivante
concernant la variable x (appelée paramétre propre du schéma) gui
y apparaflt.

Pour VI, il faut que x n'apparaisse pas dans les hypothéses dont
79 (x) dépend. Dans ce cas il est clair qu'on peut en déduire
V):_?>(x).

Pour JE€, il faut gue x n'apparaisse ni dans %/ ni dans aucune

hypothése dont 7b dépend, sauf éventuellement 7’(x).

Chague schéma doit 8tre compris comme un procédé constructif

pour transformer des dérivations des formules apparaissant au-
dessus de la barre horizontale en une dérivation de la formule

du dessous. Les crochets signifient qu'on décharge 1'hypothése

en guestion. Ainsi, par exemple, le schéma (-*:E) se comprend
comme suit : si j'ai une dérivation de la fcrmule )Dé partir de 70
et d'autres formules dventuellement, alors le schéma (-91:) me

fournit une dérivation de 7&»;& n'ayant plus 70 parmi ses hypo-
théses.

Les schéma (7T )et(7£) peuvent 8tre supnrimés si on remplace

750 par }ﬂ—’_L .

I1 peut 8treintéressant de numdroter les hypothéses comme nous le

verrons dans les exemples qui suivent,

Une des particularités les plus remarquables du calcul de déduc-—
tion naturel est gue l'ensemble de ses schémas se divise en deux
groupes : les schémas d'introduction(I) et les schémas d'élimi-
nation(E). Un seul schéma ne rentre pas dans cette classification,
c'est le schéma Int (E falso sequitur quodlibet) nécessaire pour
obtenir la logique intuitionniste.

Il y a une correspondance étroite entre la sigmificationconstruc—
tive d'un connecteur logigque et sa régle d'intraduction {comme

le montre la remarque 2 pour le —>I).



6. Pour obtenir la logique classigue, il suffit d'ajouter la régle

suivante E’?"]
-7C —Lio
Exemples

Démantrons JxVy f(x,y)-’Vy]X f(X;Y)-

a. Raisonnement intuitif :

Supposons qu'il existe un x tel gue pour tout Y, }ﬂ(x,y) soit valide.
Soit a un tel x; alors pour tout individu b, f(a,b) est valide.
Donc, i1 y a un x (x = a) tel que on ait f(x,b] et ceci est vrai

Pour n'importe quel b, donc pour tout vy.

b. Formalisation
Yy w(x,y)
—Play)
2 Fx plx,y)
Ix¥y ¢ (xy) V¥ y3Ix p (y) -1
Yy Ix plx,y) -
Ix ¥y f(X.y)ﬂ*Vy 7 x f(x,y)

Cette dérivatirn est bien séns hypothése, car les formules qui ont

servi d'hypoth&ses au cours du raisonnement ont été déchargées.

III. EQUIVALENCE DU CALCUL DE DEDUGCTION NATURELLE ET DE L'AXIOMATIQUE
DE KLEENE POUR LA LUGIQUE INTUITIONNISTE.

Rappelons cette axiomatique :

(1.1) p=(f-p)

(1.2) g=y) = ((p = (¥=))= (p-))
(2.1) g (w— (79/\//))

{2.2) ry =

/

prr oy
(3.1 (P =)) = ((f=)) = (pvy = )]
3.2 $ =gy

b ads

ta.1) (¢ 4;») = ((p—7p) > 7¢)

e
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(a.2) — ~‘?L§ﬂ—>)¢/)

Reégle d'inférence : si et —*%}, alors %’.

(5.1)  Vx ¢(x)—> p(€)

(6.1) f(b) — Jx f{x)

Régles d'inférence : (valables si x‘n'apparait pas librement dans (f )
-si ¢ ->>/J(x) alors ¢ Vx k//(x)
- si f(x]—’(/ alors 7 x f(x] -

Dans ce syst2me, une démonstration est une suite de formules ne
Comprenant que des axiomes ou des formules obtenues & 1'aide des
régles d'inférence et des formules qui les précédent.

Le but de ce paragraphe est de montrer gue

Toute dérivation dans le calcul de déduction naturelle donne lieu

& _une démonstration dans 1'axiomatigue de Kleene, et vice versa.

3.a. Passage du systéme de Kleene aux déductions naturelles.
Pour démontrer ce point, il suffit de montrer gue tcus les
axiomes de Kleene sont dérivables dans le calcul de déduction
naturelle et que les régles d'inférence s'expriment a 1l'aide
de schémas de déduction.

Procédons point par point.

(1.1) Voici une dérivation de y (¢ 2y¢)
4

7 (a)
Y-8
Le passage (a) s'est fait & 1'aide de ( — I) en déchargeant

les occurrences de 7& dont gF dépenc | i,e. en ne déchar-

geant rien,

1 2

1 3 1 +
(1.2) ¢ g2y @ g2l (2.1 T i
¥

‘U/-?I —ﬂ‘L—"Z

7 +

4-7 “/J_’(f")p) 7
sﬁ*’] -t 9‘~»‘/ - (pay)
(o= lpoy)) = lo>0) gl = )

(’a»)l/)~»((7p_,{7u-¢/{)) - (gp—?/{))
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(2.2) triviel.

2z E 3 S
. ey _¢11¢ZZZ
(3.1) PVY X {23

Py =4 s
(£=)) = (pv ¥ =)) S
(p2X) = ((p=2x) > (pvy =1))

(3.2) trivial.
(4-1) 1 3 7 2
FFp F 2
¢

74

L
7 -2
(p274) 2 7¢ -3

Crop) = (lp=7p) = 7)

(4.2) H

/50-;)& -2
7P = /}0—)}0)

La régle d'inférence pour le calcul propositionnel est le modus no-

nens gui corregpond exactement a ( —» E).

(5.1) trividl.

(6.1) trivia.

Les régles d'inférence pour le calcul des prédicats correspondent

resnectivement = (V I) et (F el

3.6. Passage des déductinns naturelles & 1'axiomatique de Kleenre.
Décidons de noter /’,/"70 toute dérivation de 70 a partir
de la collection de formules | @ et F’th) toute démonstration
de "f dans 1'axiomatique de Kleene & 1'aide des axio'mes, des

régles d'inférence et des formules de la suite [,
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Il s'agit de montrer que toute dérivation / #—‘70 peut se trans-

—
former en une démanstration / Dkf’

Nous allons pfouver cela par induction sur la longueur de
la dérivation /_'I—tf .
Par définition, la longueur d'une dérivation est le nombre

de barres- harizontales gu'elle contient.

- longueur 1 :

A _,U;o ;_’ on .Fait correspondre (<f,‘f’)?"(P"(}""%’))}7”""/}”‘)‘)»‘7”"%’)-
Les cas f_"f_ et —ﬂ‘_‘L sont triviaux, de méme que_ﬂ. et —,¢—_

4 # P v
A _%f_ité on fait correspondre (¢, @4, ¢).

On voit bien que cela va se passer sans probléme pour les dérivations

de longueur 1,

- I1 reste a utiliser 1'hypothése d'induction pour des régles comme

(ve), 1), (7 1), (FE) car pour les autres, c'est trjvial.

Analysons d'abord le cas du ( — I) : métathéorime de la déduction,
Lyl
—~ ; Par hypothése d'induction, nous savons qu'a une déri-
vation /—:tf f-—)b on associe une démonstration /) f-Df/
I1 faut donc associer & la dérivation donnée une démonstration /”D(Wyz).
Par hypothése, nous avons une suite % ... % de formules telles
que t/n =7b et pour tout i compris entre 1 et n, (ﬂ est soit un
axiome, soit une formule de f—', soit y’ y soit une conséguence immé-
diate par les régles d'inférence de formules figurant parmi y,,
Pi-1 -

Dans un premier temps, montrons gue D (}0 —'%)

1, si ¥y est un axiome, on construit ( ¢, B> (P-4l Y= @)
2. 51 %y est une formule de 7, alors (/7 ¢ (}o»%),

P > Py ) est une démonstration.



3. Si % = >ﬁ , c'est trivial.
4, 301 ne peut &tre unme formule du quatrigme type.
flontrons maintenant que si Vi, i< i, on a FD (50—’50‘) alors

4 i - 2 s
on sura aussi | D ( tfv)(/bi }, et cela achévera la démonstration,
+]

Le seul nouveau cas & envisager est le cas ol ‘ip':c est la

Conséguence d'une régle d'inférence,

1. ()0,30 est obtenue par modus nens a partir de %1 et ;0‘1 —»ﬂov =V"z

(4 i,<1 ).
Par induction Y= 5051 et }0—*%){ sont démontrables & partir
de [ et donc gréce a 1'axiome ( % > ;{1) - (¢ - SDL'L'\
= (= 'Pc)), © - %, est aussi démontrable.

2. 81 ¢ = o' - Y ¢ (x) obtenue a partir de ¢ %(x), on sait
que ¢ —> (lf"-’ f(x)) est démontrable & partir de /ﬁ(c'est 1'hy-
nDothése d'induction qui nous 1'affirme) de méme évidemment que
C{" - ‘ll*(x) Mais alors (’f' — %(x)]] — (lf)'* ¥ x l]U(x)) est
démontrable grdce 2 1'axiome {1.1.) et le fait gue uf’qu 7& (x)

est démantré.

Et donc,t/—)((gf'»kf/(x)) — (tf'—> Vx ¢ (x)) est aussi démon-

trable grdce & (1.1) et ce gui précéde. En appliguant (1.2}, i1

vient gue Yl-)( c,o' — x f/ (x)) est démontrable & partir de .

3. Si t/ﬂt'a est obtenue grace a la régle d'inférence qui concerne

le connecteur J , on procéde comme en 2.

Analysons maintenant le cas (v E).

Lol [T
ﬂf ,;:f /( Par induction, nous avons deux démonstrations de /)’ H
—, T 1 by, N 5 trui
X )cfj)l e \Ip/( cus avons a en construire une

7, A, pv Dx.

Grice au métathéoréme de la déduction que nous venons de démon-
trer ci-dessus, nous avons donc /| D (()OaX) et 4D =X ).

Des lors, a partir de |/, & et t)ov7b , & 1'aide de 1l'axiome (3.1),
nous obtenons une démonstration de]( ot «/ﬂ et >b n'apparaissent plus

comme hypothéses.

53,



Le cas de (3 E) est analogue, et le cas (7I) se réduit & ce qui

Précede en remplagant 750 par (f»i.

Ceci achéve la démonstration.

IV, ENCORE QUELQUES EXEMPLES DE DERIVATION,

73x ¢ Fx @
L
RO
Yx 2¢ "y
7 Jx "?IVX 7
f f 3
b) ‘le -7 1
TP(x) @(x)
Ix e g
f
B S
7 3x 2 -3
Vx 7 - ~ 3Ix 2
4
c) Vx 2
(x TQ(x)
3 L -
77 ngo 7\/xce
T ‘(_ 1
-2
77
Vx 37 ¢ 3

77ija — Vx —/770 -

d) g,oA 7?—:% pour toute f;ormule 1#.
a7z A7
FREE

! A

¥
7&47(/9 —*712

e) Enfin, un exemple de dérivation pour la logigue classigue,

C'est-a-dire utilisant la régle ( —7C).

1 2
R 2.
L 4 =C)



[$)]
n

I1 est clair que dans 1'autre sens | ? — 77(f ) 1a régle 1)
suffit.

2 1

(VA"
i_..*f
77$

-2
70 — 7‘710

V. PRINCIPE D'INVERSION ET THEOREME DE NORMALISATION

Nous avons déja vu qu'a part la régle Int, tous les schémas
de déduction se rangent en deux catégories : les introductions gui
définissent en quelgue sorte le connecteur et les éliminations.
Introduction et élimination sont ern un certain sens inverses 1'une
de 1'autre. En effet, la conclusion d'une élimination n'apporte rien
de neuf si la prémisse majeure de cette élimination était elle-méme

conclusion d'une introduction.

Ainsi, dans les deux exemples suivants, donnant une dériva-
tion de la formule y&, il y avait déja une dérivation de f/ appa-
raissant plus haut.

Lyl
gy P pog

Ces deux dérivations contiennent donc ce qu'on peut appeler
un détour puisqu' elles partent de dérivations de ?/ pour abou-
tir encore & des dérivations de %’. Le théoréme de normalisation
va nous permettre de court-circuiter tous ces détours. Mais cela
nécessite une définiticn rigoursuse de "détour dans une dérivation?,

C'est la notion de segment maximum.

Cn appelle segment une suite Yy... ?% d'occurrences de la
neme formule telle que

- ?4 n'est pas %a conséguence d'une { vV E) ou (3E).

- (fi (i <« n) est prémisse mineure d'une (v €) ou (FE) et

- (Fn n'est pas prémisse mineure d'une { v E) ou(}li



Un _segment maximum ((F” ﬂ) est un segment tel que 7 soit la
Conclusion d'une introduction et (Pn soit la prémisse majeure d'une
régle d'élimination: (i.e. ‘Ph contient le connecteur gui est éli-
ming),

Si n =1, on parle de formule maximale.

Dans les deux exemples ci-dessus, LFA}J» et (f-ekf' étaient respective-
ment des formules maximales.

Voici deux exemples de segments maximaux :
4 2

A LTI X &
M 4) A ?(") (?D"‘Z’(p(x)
X chf(x) 3)&(({)'\(?(*’))‘1 (f’(;)
x (LPA(‘p[X)) Jx ‘f’(x)

Ex?(x)

2

Nous allcns définir une réducticn sur les dérivations gui consiste

& raccourcirla longueur des détours, c'est-a-dire des segments maxi-
maux,

mi T3

Ef‘ A, (ﬂ =1,
P
VR : ey CoJ [l b E(.'OL] symbnlise 1'en-
':fé >, [2’ E‘ﬂ] semble des hypothéses
Qv ¥ ¥ 3> . décharades par (VE) et
‘)U ‘/J apparaissait dans Z;
=12
L Lo [LP1] symst:olise 1'en-
é._ _Z_:x_ semble des hypothéses
21 Ll

de Zz déchargées par ( —~>E).



VR : 2 ()

(4P
v Yj("\ > g‘((i_)
¢ () P

Jr: _2, Letal 21
¢ 22,(x) Ly(t)]
Fx () y > Z®

¥ 4

Les deux derniers schémas de réduction supposent la convention
suivante sur les param&tres propres (voir 2, remarqgue 1] pour 8tre
corrects
— une variable est paramétre propre d'au plus une régle d'inférence,
- le paramztre propre d'ure { V I} intervient seulement au-dessus

de la conclusion de 1'inférence
- le paramétre propre d'une {3 E) intervient uniguement au-dessus

de la prémisse mineure de 1'inférence.

Cette convention intervient tacitement dans les deux derniers
schémas de réduction pour assurer qu'on ne perturbe pas d'éventuel-

les autres anplications de (\/I] ou (53 E) en substituant t & x

VE-R: z, Z, Z; P 25
pry X X 2 X5 A%
X 2y i S X
X’ X

Cette réduction est valable si, dansla dérivation de gauche,
1'oceurrence inférieure d%}iest la derniére accurrence d'un segment

maximum,

57.
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JE-R: z, % S
Ix (x) A Z; 2

7 Z, P 3w ' X

Mére remarquepour yque plus haut.

Le théoréme de normalisation s'éncnce alors comme suit

Toute dérivation du calcul de déduction naturelle se _réduit & une

dérivation ne contenant ni formule maximale, ni segment maximum,

Une pareille dérivation est dite normale, or sous forme normale.
On peut de plus montrer que la dérivation normale associdée & une
dérivation donnée est unique (théoreme de normalisation forte),
La démonstration de ce théoréme se fait par induction & la fois
sur la longueur des segments maximaux et la longueur des formules
qu'ils contiennent,

Pour la démonstration, je vous renvoie au texte de Prawitz ((2)
p. 50).

Voici un exemple de réduction & une forme normale

Soient :
ot 2 5
eapivipr) P grpdvle) ye)  pvy
K Vs
pa(yvi)
et

if"(f"x) P A(gvy)
$A{$VZ) Jﬂ‘@;?g_ji #lﬁ_TH‘—JL

Yy () v (paX) () v (g2 X)
Gn v (prX)




Remnlagens dans cette derniére dérivation toutes les occurrences de
1'hypothese 77A (qzVX) par sa dérivation, et voyons guelle est la

forme normale qui correspond & cette dérivation nouvelle,

On obtientd'abord
QP :13 A ’ &_.,{Q\_“&_ A
P gy e P ¢ D) @

rox ¢ X
lloa)  Yvy gy PAy pa )

#)vz (‘f/\ \/J) l\/ (cfu)() Wo/\nzb) v'(g]o,( 7()

(pryp) v (a ))
Ce gui par VvE-R donne :

MW ey oA
(i) ¢ @ (e p @mimwnu
Py A R A . A A

R A SR 2 wx
EL%Y () vpny)  (pr)vien) vy (gapv(pa)) (pad)voa))

v T (o) V(paD) (pag) v (pay)

(prg) v (pax)

e quk se réduit > la forme normale :

Lng) v(aY) (?A?)V(?AX) (pr¢) vﬁfny)

8T v ()

Voici un systéme qui n'admet pas de théoreéme de normalisation. I1

est basé sur le syst@me d'iwplication faiblede Church, avec négation,
Dans ce systéme, on accepte la régle ( — I) ssi 1'introd .ction

de 1'implication décharge effectivement une hypothése. Ce sy-teme
(avec -» et 7= —»J‘) admet la normalisation, mais 1'axiome <{—»0+-9q0
n'y est pas démontrable. Si on ajoute le connecteur A, le systéme
Perd la propriété de normalisation, mais 1'axiome (f—*(%~>?) y est
démontrable par une dériwvation gui ne peut se réduire & une forme

normale.,

59.-
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2 VA
—M—jw
P=>(¢=¢)

Cette dérivation utilise la régle ( —> I} en déchargeant effective-
ment une hypothése chaque fois,

La dérivation normale qui lui serait associée devrait &tre

mais 1'inférence (a) (introduction de 1'implication sans décharger
d'hypothése) est illicite dans ce systéme, et donc, n'est pas une

dérivation du systéme.

VI. APPLICATION DU THEOREME DE NORMALISATION

(a) Forme des dérivations sous forme normale.

Définition : Une suite de formules ‘P’t Lp'n apparaissant dans une
dérivation forme un chemin si
- (.p,] est une formule du sommet non déchargée par (VE]DU(E E)
- pour i< n, <’0L- n'est pas prémisse mineure d'une (—;E) et
si ('D'; n'est pas premisse majeure d'une (VE) ou (FE),
‘10,;+1 se trouve immédiatement sous P
dans le cas contraire, (7054—1 est une des hypothéses
déchargées par 1'application de-ecette r&gle (\!E) ou (-3 £).
- "Pn est soit prémisse mineure d'une (——) ) scoit Dré-—
' misse majeure d'une {VE) ou (FE) re déchargeant aucune

hypothése soit enfin la formule finale ce la dérivation.
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Exemole @ Jzns la dérivatinn Py ﬁ&:l_
(ery) v fpry) %‘E %p_l (pay)v(gaX) @% 7‘31
' - Yvy
. ~pvy) T ,
il y a quatre cheming : ! <‘fk yz)v(g,“;{)’f,(;nf/ f’f’ @pa (?N/{))’
(LapI v (pa) s $A020 P PAGVI)), (o) Vpag) , oah, ¥, 07,
J'JJV_X, ‘f‘[y“’l)) et enfin ((‘f'\ V)V(?’A,(),?anl ,Z) Z\/!,Zvl,(e»‘{({’\%}).

Comme on le voit facilement, un chemin peut &tre ¢ msiddrs oin-w g
Lsuite de segments. Ainsi dans 1l'exemple donné plus haut, chaque
formule forme & elle seule un segment sauf les suites soulignées

qui constituent chacune un segment,

D 'sormais un chemin (cf’, (,On ) sera noté (0'7' O,‘ﬂ] ol les a:
(1 4 <M ) forment 1'ensemble des segments qui constituent le
chemin,

Théoreme

Soit (g ... g3, ) un chemin dans une dérivation normale.

Alors il existe un segment g; , aprelé segment minimum gqui sépare

le chemin en deux parties éventuellement vides, et vérifiant les

Propriétés suivantes

1. Pour tout ?j‘ (1 >3) G’:] est la prémisse majeure d'une régle d'é-
limination et la formule gui apparaft dans CT\}'i_1 est sous-~for-

mule de celle gqui apnaraft dans Gj .

2. q (si 1 £ n) est la prémisse d'une régle d'introduction ou de
la régle (Int).

3. Pour tout 0‘ (i< d< nj, O" est la prémisse d'une régle d'introduc-—
tion et 1la Formule qui appar‘alt dans G‘:] est sous-formule de
celle qui apnaratt dans G"J s 10

Ce théoréme posséde un corollaire important, le pr_ncipe des sous—

formules :



62.~-

Toute formule qui apparaft dans une déduction normale est sous—

formule de la formule finale ou d'une des hypothéses de la dériva-—

tion,

Ceci entrafne évidemment qu'aucune formule atomique n'est démontra-
ble (i.e. dérivable saus hypothése). En particulier, . n'est pas
démontrable, ce qui fournit une démonstration du fait déja bien
Connu par ailleurs de la non-contradiction de la logique des pré-

dicats intuitionniste
En fait, ce résultat peut se généraliser de la mani&re suivante :

Un systéme de Post 5 est un systéme déterming par la donnde

- d'un ensemble de constantes descriptives (individuelles,
opérationnelles et prédicatives)

= d'un ensemble de régles d'inférences entre formules atomi-
ques du typefﬁ;;ﬁ ol ? ne contient pas de variables

n'apparaissent pas dans un des (ﬁ au moins.

Dans un tel systéme un axiome est une formule atomique obtenue

par‘one régle sans prémisse.

On appelle I (S) le systéme de déduction naturelle dont le langage
est celui décrit plus haut, augmenté des constantes du systéme S,
et dont les schémas de déduction sont ceux de la logique intuition-—

niste plus les régles d'inférence de S.

Le théoreéme de normalisation, le principe des sous-formules se
généralisent au systéme I(5) (voir p.e.(3)).

Le principe des sous-formules donne lieu au corollaire suivant :
Si une formule atomique est démontrable dans I(S), c'est gu'elle

1'était déja dans S.
Prenons donc le systéme de Post A suivant

- les constantes descriptives sont o, s, =, +, ., ol U est une

constante individuelle, s une cnnstante opératinnnelle unaire.



= une constante prédicative binaire et +,. deux constantes prédi-
catives ternaires (l'interorétation de ces constantes dans le

modéle canonigue de 1'arithmétigue est évidente).

les riégles d'inférences sont celles habituelles pour 1'égaliteé,
les régles correspondant aux 3& eté2axiomes de Péano, les regles
induites par les définitions récursives de 1'addition et de la
multiplication, les régles donnant le caractére fonctionnel de

+ et ,

Par exemple, le quatriéme axiome de Péano donne

s(x) = s(y)
x =y

De nouveau chacune de ces régles est trivialement vérifige dans le
modéle canonigue de 1'arithmétique.

Dans 1'érithmétique de Péann, on peut démontrer la normalisation

de I(A), car comme nous l'avnns remargué, la démonstration du théa-
réne de normalisation utilise une simple induction.

Et donc on peut démontrer dans 1'arithmétique de Péano, la consis-—
tance de I(A).

D'une manigre générale, la normalisation d'un systéme impligue sa

Consistance,

(b) Si rﬂ est une suite de formules ne contsiant pas le

T . -1
cennecteur v et si | pay vy,

alors, soit I"Hf; soit F‘o«nyb .

Denc, en logique intuitionniste, pour pouvoir démontrer Y)Vq% .1l

faut démontrer'q ou % .

Idée de la démonstration
Cn appelle segment final un segment qui contient la formule fina-
le de la dérivation.
Considérons une dérivation || normale de (fV%l a partir de [’ .
Ncus nrocédons en deux étapes
1. I1 y a exactement un seul segment final <~ dans 11 .
En effet, s'il y en avait deux, ils proviendraient automatiguement

d'une régle (VE) dont ils contiendraient chacun une des premisscs
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mineures., Soit X,’ v XL .1a prémisse majeure de cette régle (VE).
Soient 1T le chemirv qui contient %VZL' et Z la formule

située au sommet de 77 . Il est clair quel n'est pas déchargée
en effet par constr‘uctionx ne peut étre déchargée par (VE) ou
(FE) (c'est la définition de shemin que nous 1'assure) et de
Dlusl ne peut &tre déchargée par (—9 1) car il n'y a pas de
pareille regle utilisée en-dessous de X, v,&. En effet, 7T

se présente en fait sous la forme suivante
X [X] X, d

X SP;VW pvy
. gy
Y

()

oy

avec sous la ligne (i) des (FE). Donc/'(‘ aprartient & (.

Comme de plus %vxz. se trouve dans la partie éliminatoire de TC
(voir théoréme G.a) le principe des sous—formules affirme que 76 VXL
est sous-formule de X et donc que f—' contient une fDrmule/'( dans
laguelle apparaft le connecteur de disjonction.

C'est contraire & 1'hypothése et il y a bien un seul segment final.
2. Trois possibilités s'ouvrent maintenantpour g

-~ g est segment minimum : on montre alors gue cela impligue
que (fw?b soit sous-formule d'une formule de 1—7, ce qui est
impossible;

- ¢ est conséquence d'une régle Int, auguel cas on remplace

-

ou par

cette regle L par .
pry ST
pvy

- J est conséguence d'une régle (VI).

vy

-

On voit aisément gue les deux derniers cas fournissent des démons-—
trations de (’0 ou de }U & partir de [_1, en remplacant car. exemple

toutes les occurrences de Lf\/;li dans J par %Ou (fJ selcn les cas.



- Le contrexemple de Gfdel.
La formule ’lé£\<én (ni > pj) n'est pas valide intuitionnistigue-
ment, Car si elle _l'était, elle serait démontrable (voir 3),et
donc par ce qui précéde on pourrait démontrer pi""pj pour i £ j,

Ce gui est clairement impossible (cela implique par exemplej_‘*T).

- 8i (lp est atomique, cf)vwf est non démontrable.
En effet, sinon on en déduit une démonstration de Lf: (ce qui est
ifpossible (G.a) ou.une de 7(?, ce qui est également impossible en

vertu du principe des sous-formules.

{‘c) Indépendance des constuntes logigues en logigue intuitionniste

cl. Un connecteur ou un quantificateur % est faiblement définissable

dans un systdme § s'il existe une transformation € gui transforme
toute formule en une formule S((g) ne contenant pas x et qui
vérifie - €(¢) s'~btient eviremplagant dans ¢ ‘toutes les sous-
formules du type K«»l) ou X xi{J par E(Xa( 70 ) ou
3 («xx‘f') (en supposant gue x n'apparalt ni dans %ni
dans X)
- tg?.(cf) ssi ks ¢

c2. Des constantes logigues sant fortement indépendantes dans le

systéme S si elles ne sont pas faiblement définissables dans §.
On démontre le théoreéme suivant

Toutes les constantes logiques sont fortement indépendantes dans la

logigue intuitionniste,

A titre exemplatif, nous allans démontrer 1'indépendance du v, = ,

V et L. . On procéde par l'absurde : on suppnse que & est une

transformation vérifiant Cl pour chaque constante.
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1. Indépendance du V.

Soient P et @ deux symboles relationnels o-aires, L’O =Pv Q et
soit R un symbole relationnel O-aire n'apparaissant pas dans
Elg= ¢ .

On sait que = (Pv @) = ((P-> R) 2~ (@~>R)—R)

et donc yu— (P>R) » (a—~R) >R

En substituant Pv @ a R, on Db':ient«{/ =PV Q.

Par le point (b) ci-dessus, an en conclutf'—-P ou ({/l—Q.

Mais comme P ~P v Q@et@r-PV Q, on a les séquents

P )-4/ et Q l—>b . Ceci améne & conclure P}~ @ ou @ P, ce qui
est clairement impossible en vertu du principe des sous—-formules.
2. Indépendance du_—.

Ceci est immédiat car une formule qui ne contient pas -~ n'est
nas démontrable.

En effet soitune dérivation 1| de la formule (’9 .

Considérons un chemin contenant 1'occurrence finale de Lf dans
la dérivation TT . Comme T] est une preuve (i.e. il n'y a pas
d'hypothéses), ce chemin commence par une nccurrence de formule
déchargée. Comme un chemin ne peut commencer par une accurrence de
forumle déchargée par V E ou 3E, c'est donc une —I qui décharge
la formule du sommet. Par le théoreme (a). 1a formule «Ip doit

donc contenir 1'implication introduite de cette maniére.

3. Indépendance du V.

Soient P un symbole relationnel l-aire, c‘o = £ Vxp (X)); et
Y une variable n'apparaissant pas dans kf) .

Comme +FVx P{x}—>P(y), on a aussi)—&f—»P(y], et rianc(fo—\'&P(x)

En admettant le lemme suivant (sa démonstraticn se trou e dans (2)
p. 61)

5i (]vne contient pas de connecteur Y,

Alors ¢ - Yxp(x) impligue erL .

1'indépendance se montre fac:lement.



En effet, il est clair que kV&P(x)—aJ_ est non démontrable.

Ur par définition de faible définissabilit$, 1'équivalence

- Vxp(x)->1 ssi Fe( ¥xP(x)—1) est vraie.

Cr le second: séquent n'est autre que F%fﬁ<Lqui est valide par le

lemme, Nous débouchons donc sur la contradiction attendue.

4. Indépendance de L.

Soit <f= & (L ) et suprosons que L puisse 8tre remplacé par <f) sans

Changer la démonstrabilité.

Gi

P est un symbole relaticnnel o-aire n'apparaissant pas dans tf ,

Puisque FL—>P on a aussik &(L — P) et donc F¢ P ou encore
(f’ =P
Ceci impligue par le principe des sous-formules gue P est est sous-

furmule de <'0 ce qui contredit 1'hyoothése.
Aemaraue

Certains des résultats ci-dessus ont déja été démontrés dans un
précédent exposé par des méthodes topologiques. Il faut remarguer
Que les résultats d'indépendance gque nous venons d'établir sont

flus généraux puisque valables non seulement dans la logique des

“rapesitions intuitionnistes mais aussi dans 1a logigue des prédicats.
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