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Le programme de Hilbert demandait de prouver la consistance

de 1'arithmétigue par des moyens finitistes.

"Par des moyens finitistes" peut signifier
(1) par la seule considération de signes, de combinaisons de signes,
d'assertions élémentaires sur ces combinaisons ("a finitary proof

deals only with concrete objects" [2, p. 214])

(2) par des raisonnements constructifs ("the proof deals with

theée objects in a constructive fashion"[é, p. 214]).

Par ailleurs, le deuxi®me thdoreme d'incomplétude de G&del
montre gue si l'arithmétique A est consistante, alors

A - Con A"

On admet généralement que
(10 les objets concrets des démonstrations finitistes et leurs com-

binaisons sont tous "représentés" dans A et que Con, "représente"

A
l'assertion gue A est consistante,

(20 les raisonnements constructifs sont "représentés" dans A,

On interpréte donc le deuxiéme théoréme d'incomplétude comme
affirmant gu™il n'y a pas moyen de démontrer par des moyens fi-

nitistes la consistance de A"

Dans (1], GM¥del propose de conserver (2) mais d'élargir (13
en admettant la considération de concepts abstraits (que seront les

fonctionnelles) :

"Da die finite Mathematik als die der anschaulichen Evidenz
definiert ist, so bedeutet das [1..], dass man flr den Widerspruchs-
freiheitsbeweis der Zahlenthecrie gewisse, abstrakte Begriffe braucht.
Dabei sind unter abstrakten (oder nichtanschaulichen) Beariffen
soclche zu verstehen, die wesentlich von zweiter oder h8herer Stufe
sind, das heift, die nicht Eigenschaften oder Relation konkreter
Objekte (z ,B. von Zeichenkombinationen) beinhalten, seondern sich
auf Denkgebilde Cf.B. Beweise, sinvnlle Aussagen usw.) beziehen,

wobei in.den.Beweisen Einsichten {iber die letzteren gebraucht



werden, die sich nicht aus den kombinatorischen (raumzeitlichen)
Eigenschaften der sie darstellenden Zeichenkombinationen, sondern

Nur aus deren Sinn ergeben".

Quelques remargues preéliminaires constitueront le premier
paragraphe de cet exposé. Dans le second, nous esquisserons un cal-—
cul de fonctionnelles. Dans le troisiéme nous présenterons"l'inter—

pPrétation Dialectica".

I; Quelques remarques préliminaires.

Rappelons gque pour prouver de fagon finitiste la consistance
de 1'arithmétique, il suffit de prouver celle de 1'arithmétique in-
tuitionniste. On décrit en effet de fagon effective une transforma-
tion x qui & une Formuleydu langage de 1l'arithmétique associe une
formule (f*'de telle sorte que Akgcf entrafne Akztpﬁ
Si 1'arithmétique classique était inconsistante, on y démontrerait
"O=1"etdeld : A by (0=1), puis AlT 0=1, car (0=1)"

est {0 = 1), (Voir.1'exposé -age 1 ci-dessus).

L'idée de G8del est proche de la procédure classique de
"Skolemisation" d'une théorie. Dans cette procédure, (& titre d'exem-—
ple), & une formule du type

Vx ay Y2 gt 8] (x, Yy, z, t) (1)
dans un langage L_, on associe dans le langage L enrichi de symboles
de fonctions une formule du type

Vx ¥z Q@ (x, gx, z, hxz) (2)
de sorte que prouver (1) dans une théorie T revient & prouver (2)
dans une théorie T* contenant T et des axiomes sur ces symboles
de fonctions. En termes plus attentifs & 1'aspect constructif. il
s'agira d'associer constructivement aux formules telles que (1)
des fonctions, et cela de telle sorte que si Al;'(l), on puisse
"construire" g et h. Pour formaliser quelque peu, nous présenterons
la construction de g et h dans un langage de fonctionnelles LF (voir

§ 2) et le résultat de G3del prendra la forme suivante
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"A chaque formule P (5} de A, on associe une formule sans guan-
tificateurs Py(%, ¥, Z),

A une démanstration de P(Z) dans l'arithmétique intuiticnniste
on peut associer effectivement une suite;?de termes de LF (dont

les variables sont dans Z) de telle sorte que Py (X, ¥. 2) soit

valide",

La consistance de 1‘'arithmétique en découle comme suit : si-
Aty (0 = 1), alors (0 = l)D, qui s'avére étre 0 = 1 est valide.
Indépendamment de nos remarques initiales, on retrouve 1‘'aspect non
finitiste de cette démonstration de consistance dans 1'examen de la
validité de la formule sans quantificateurs Py (X, ¥, ) qui exige
1'évaluation des termes de X : des articles de Tait, Howard font
apparaltre des concepts non finitistes ou une induction transfinie
Jusqu'a E% dans la preuve gue ces évaluations s'achévent pour donner

un nombre entier (Voir aussi note & la fin de cet artic.e).

II. Les fonctionnelles,

On définit les types inductivement

;) U est un type,

2) si get T sont des types, (T =T ) est un type.
Les types de forme ( g, ——(Gé — .. =T )...)) sont notés
(0—1,...., O—n)"t.

Une fonctionnelle de type O est un nombre entier.

Une fonctionnelle de type (> T) est une application de 1'ensemble

des fonctionnelles de type @ dans 1'ensemble des fonctionnelles de type

Dans une-perspective constructiviste, on sera amené & res-

treindre cette hiérarchie de fonctionnelles : 1'article de

GBdel parle de fonctionnelle "calculables" ("berechenbar")

une fonttionnelle calculable de type (=T ) est une apoli-

cation calculable de 1'ensemble des fonctionnelles calculables

de tyne G dans l'ensemble des fonctionnelles calculables de tvpe T .
Quoi gqu'il en scit de 1'interprétation de cette notion de calcula-
éil‘té, ces hidérarchies de fonctionnelles drivent contenir les

entirrs, la fonctinn successeur et 8tre stables sour les ardrationc

d'ap-lication,



d'abstraction et de récursion; a noter cependant que si la notion
d'égalité entre fonctionnelles obéit aux régles habituelles de 1'éga-—
lité (y compris la compatibilité avec 1'abstraction et la récursion),
elle ne doit pas nécessairement étre extensionnelle (F = G deés gue
VYx F(x) =6 (x)). Nous adopterons ici le point de vue que cette
notion est suffisamment claire pour, d'une part, donner un sens pré-
cis & la notion de validité (\/Dir ci-—dessous), d'autre part donner
tout son sens & l'entreprise de G&del. (On peut aussi adopter une
perspective plus formelle et développer un _t_:_a_l_t_:_u_l de fonctionnelles

avant d'en préciser les éventuels modeéles : cfr [-3])

Pour parler des fonctiomnelles, nous introduiscons un langage

nour fonctionnelles LF.
Les symboles de LF sont

(1) pour chague type @, les variables de type T,

(2) 1es constantes 0O, de type O, S, de type {0—0),
Ry
(3) 1es symboles Aet ap,

(4) 1le symbole =,

de type (@, 0 = (o =), 0)—>d,

(5) les symboles7, A ,V , »,<, ¥, 3.
Les t_e_zm sont définis par les clauses:
(1) variables et constantes de type @ sont des termes de type @,
(2] si X est un terme de type ¢ et Y un terme de type ¢>T ,
ap X Y est un terme de type T,
(3] si X est un terme de type T et x une variable de type o,
A X X est un terme de type (d—->T).

Les termes de forme ap X Y seront notés (X Y) et X,,AXL... Xﬂ
abréviera (...((XfXL)XB)...X_n]. Le symbole A est considéré comme
X.

liant x dans \x X et Ax,... )\xn X est noté Xx,...xn

73.
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Les formules atomigues de type o de LF sont les formules de

la forme X = Y ou X et Y sont des termes de type ¢ .

Les formules s'obtiennent & partir des formules atomigues

au moyen des connecteurs logigues de (5). Les formules de type O

s'obtiennent & partir des formules atomiques de type O par les con-
necteurs propositionnels de (S) et les quantificateurs en des vari-
ables de type 0. Une 0-formule est une formule de type 0 sans quanti-

ficateurs.

Modulo les remarques du début de ce paragraphe, la noticn de
validité est claire. La constante 0O est interprétée par le nombre

naturel 0, S par la fonction successeur, ap par l'application de fonc-

tionnelle a fonctionnelle, X par 1l'abstraction, R par 1'opé-
ration de récursion et = nar 1'égalité entre fonctionnelles,
I1 suffit nour ce qui suivra de définir la satisfaction d'une
O-formule pour une valuation drnnée et sa validité, comme la
satisfaction pour toutes les valuations, " = P" signifiera gue
la U-formule P est valide.

Voici maintenant guelques indications sur le pouvoir d'expres-
sipn de LF. Pour faciliter la lecture, on ne mentionnera pas le
type des variables et termes, lorsgu'il peut Eétre reconstitué par

le contexte.

11 résulte immédiatement de nos définitions que 1'explicitaticn
de variables s'exprime dans LF, en ce sens gue pour tout terme X

de type 0 et pour toutes variables x_,.., X il y a un terme

n
Z de LF dont les variables libres sont parmi celles ce X, mais dif-
férentes de Xy yaees X et tel que  Z Xpewe X, = X.

(Prendre 7 = Axl.... Xp x)

En utilisant les symboles Rq_, on montrera que les "schémas
de récursion" s'expriment dans LF; plus orécisément, pour tous ter-
mes X, de type 0 et Y, pour toutes variables Xqpeees X z il y a
un terme Z sont les variables libres scnt parmi celles de X, mais

différentes de Xygeee X et tel gue



FZ0 x X = X

10 *n

£z (52 Xpeew X =Y (z2) Xpeow X o

Ceci nous permet d'"exprimer" 1l‘'addition, la multiplication,
la fonction prédécesseur, la soustraction partout définie, 1'égali-
té entre termes de type 0 (en ce sens qu'il y a un terme E avec
FExy = Jox = y), les tableaux de vérité des connecteurs proposi-
tionrels. On en déduira que pour toute O-formule P, il y a un ter-
me XP de type 0 sans autres variables libres que celles de P tel
que i=P<—->XP = 0.

On en déduira aussi gque les "définitions par cas" s'expriment
dans LF, en ce sens que pour tbute O-formule P, pour tous termes X
et Y de type 0 et pour toutes variables Xypeens X, il y a un terme
Z dont les variables libres sont parmi celles de P, de X ou de Y,

mais différentes de Xpseens X et tel que

=P — le... X, = X

FIP — le... X, =Y
On peut enfin utiliser nos remarques sur l'expressibilité
de 1'addition et de la multiplication pour identifier les formules
du langage de A tel que celui utilisé par exemple p. 2 a des
formules de type U de LF,.

III. L'interprétation "Dialectica"

Bans les définitions qui suivent, X, ¥,... désignent des suites
de variables de LF, 2: ?ﬁ... des suites de termes de LF.5i X =

(Xp,ooi, X)) et V= (Ypoeees Yo (XY) est la suite (X)Y,...Y ...,

n
KaYpees Yo)o 81 %= (xq,... x ), VX est Vxl... Vx pet IX est
Hxl... 3)(.

m
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A chagque formule P de LF nous associons une formule PDde
forme 3Ix vy F’D ou PD est une formule sans guantificateurs de LF
et dont les variables libres sont parmi X, y et celles de P. Les
définitions entrair‘eroqt que si P est une formule de type O( en par-

ticulier une formule du langage de 1'arithmétigue), PD est une O-

formule.

(1) si P est atomique, pD PD = P. En particulier, _.LD = 1 =1,
(2)SiPzPlAP29tsiF‘ = 3% Vy P et
Pg = Ix' ¥y Popr alors pD =Idx X Yy y |

= N

P10 N Pop)

(Il est sous-entendu qu'on évite les confusions de variables et que
pD n'est défini qu'a un changement de variables 1isges prés).
(3)sipP- Py VP, et si P? =3x Vyp
D — _

PZ = Jx Vy'PZD, alors

15 et

PP 325 ¥y 5 (2= 0-p0) A(2f 09y

(OD z est une variable de type D).
(4)siP idzaetsial- Ix vy ag,
alors PD - dJz x V7 QD'
(5)siPzWzaetsial=3Ix ¥y a( %, z,...)
alors PP = I W, VQD( X'z,2,...)
() sip =P =P, et si P[l) = Ix Vy Pio (X, ¥,uuh)

D - = foul vl =t vl ) 7
et P, = < ¥y PZD (x', ¥i...), B
alors P~ = X" Yxy (919(35, VA ""P?D(FI;’ v, 1

Pour la justification de (S), vnir le § 1.
Pour celle de (6), considérer les équivalences classiques
Ix Yy Pip= I Yy Pon

~ VY x 3x'( Vy PlD —> Vy' PZD)

~ ¥Vx Fx Yy Jy (Pip — Pap)

ct appliguer & cette dernidre formule la procédure de Sknlem rap-

nelée dans le § 1. (On peut aussi raisonner en termes de oreuves ).



THEOREME

Soit une formule P (Z) du langage de l'arithmétigue. A une démonstra-
tion de P(Z) dans 1'arithmétique intuitionniste. on peut associer
une suite de termes X de LF dont les variables sont dans ¥ de telle

éDI"tE‘, que ’= PD(;D 71 _Z-)‘

Démonstration. Elle se fait par induction sur la forme de cette
démonstration. Un systéme se pliant bien aux nécessités de la démons-

tration est donné par les axiomes et regles qui suivent

(voir [1] et [3]) : P P>0Q; P—Q Q - R;PVP—p;
8} P— R
P>PVa;PVvR > QvVPp; P—> Q i P—= P A Py

RVP—>RVQ

"AQ-P; PAR QAP ; PAB =R ; P—(d —>8);

P -{Qa — R) PA Q@ —R

L—=P; P - Q. ¥x alx,...} — a(t,...): @ — R :
P-Vxa dxa >R
Q(t,...) — Fx Q(x,...) {ces quatre derniers axiomes et régles

avec les restrictions usuelleg; les axiomes de 1'égalité et ceux de

FPeano mais o 1'axiome d'induction est remplacé par la régle

P (c,...) P(x,...) = P(sx,...)
P(z,...)

Nous examinerons quelques cas et, pour alléger la notation,
Supposerons autant qu'il est possible avoir & faire a des suites de

variables réduites & une seule variable.

(a) Le cas des axinmes arithmetigues autres que 1'induction
est trivial.
(b) Le cas de 1a régle P P -0
Q

77. -



78.-

Soient PP =Ix Vy PD(x, y) et QD = Ix Yy 0 {x*',y").
La formule (P*—)Q)D sera de forme

3)(")'" -ny| (PD(X’Y'IXY') — (x"x,y'”

D

L'hypotheése d'induction nous donne des termes X, X", Y"
(dont les variables sont parmi les variables libres de P, Q et P

respectivement) tels que

EPp(Xy) (1)
et E PD(x, Y'xy') —)QD(X"x,y') (2)

On en tire successivement

E Pyl X, Yrxy') (3), par (1),
B Py (Xy"xy') —a (x"x,y') (4), par (2),
E 8y(x"x, y) (8), par (3) et (4).

Le terme X"Xest le terme recherché.

{‘-c) Le cas de 1l'axiome Pv P — P,

Ecrivons PD sous les formes Ex Vy F‘D(x,y),

Fx Yy pylar,yt) et Jxr Wy opo(xv,yn) (6).
La“esrmule (P v P)D s'écrira sous la forme

Jz xx' Yy y'( (2= 02py(x, v)) A (240 5P (x',y')).

Motons-la ici
Jz x x* Yy y' (alz,x,x",y,y').
La formule (PV P — P)D s'écrit alors en considérant (8)
Jymr vV oxrr Wz x' Az, x,x",y"t zxx'y",y"Y zxx'y")
2P (2t 7)),
c.a,d.
= ILLIVIL UL I PRy
( (Z=O"’PD(x,y"'zxx'y"ﬂ/\(z;l(]-;PD(x'.y'szx'y"H
<Py (x"'zxx',y"))



Nous devons donc trouver des termes YUY, X" tek aue
E((z=0 — PD(x. Y"'zxx'y"‘)A(z£D<?PD(x',Y’V zxx'y"))
._)PD(xv|vaxv 'yn).

Il suffit pour cela de poser Yooy om et de déterminer X"'
et Y"' de telle sorte'que
EY" zxx'y" = y®
et F X" zxx' = x,
ce gui peut se faire dans LF (en respectant les contraintes sur les

variables).

(d) Le cas de 1'axiome (PA P » P).
On vérifiera que (PA P — P)D s'écrit sous la forme
Fymxxt ¥y yrxr (pg(x",y xryy')
= Ppxx",y) A PD(x'x",y')%

Nous devons donc trouver des termes Y",X,X' tels que

F PO lxt vty ') = Py (Xt y) AP (XIx vt ).

On commencera par poser X's X et déterminer X par
F xxll = X"

Le probléme revient donc 3 trouver Y" de telle sorte que

E Pplxt, Yoxtyy') — p(x",y) A Py (x",y') (7).

I1 suffit pour cela de déterminer Y" au moyen d'une "définition

par cas"
F Pplxt,y) — yixtyy' =yt (8)
FIPp(x",y) — Y'xtyy' =y (9);

en effet, (&) entrafne
F Polxtuy) = (Plx" vixiyy') = P (xyt)
et (S) entrafne

F1Pp (x"y) =7 Py( x", Y xtyyt),
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d'ol (7) résultera en utilisant
F Polx",y)v 7pPp(x",y).
(e) Le cas de 1a régle P(0) P(z)-»P(5z)

P(x)

(P(0))° est de Forme Ix Vy PD(X.Y,U),
(P(2) > P(52)Pest de forme
dyx' Vxy' (PD(x,yxy',z) — PD(x‘x,y‘,Sz)),
de sorte que par hypothése d'induction, il y a des termes X, Y,

X' (z peut figurer dans ces deux derniers) tels que

E PD(X,y,D) (10)
et E PD(X,YXy"Z) — pD(x'ny',SZ) (11).

Il s'agit de trouver un terme X" pour lequel
F Py (xm,ym,2) (12).

On commence par "expliciter" la variable z de Y et X' en déterminant
Yl et X'1 par

E Yl xy'z = Yxy!

E X'1 XZ = X'x
de sorte que (11) s'écrit :

F Polx,Yyxy'z,2) Py (X' xz,y;52) (13).

On détermine un terme X"l par récursion:

EX] 0= X (1a)
kX (s2) = x§ (xyz)z (15)
(ou en posant directement XE =R Xl X'l )
et on pose X" = X"l z, Un prouve alors (12) par récurrence sur la

valeur de z, Si 2z a la valeur O, (12) est assuré par (10) et(ld).
Nous supposons maintenant que
PD(X",y",z) est satisfait lorsque z prend la valeur n et

y" une valeur quelcongue (161,



0'c"leurs, (13) entrathe

F P(X", Y X"yhz, 2 P (X1 X2,y ,82),

En vertu de (16),1'antécédent de cette implication est satis—
fait lorsque z prend la valeur n.
Danc, toujours pour cette méme valeur de z,
Pplx'y Xx'z,y",82),
& savoir PD(XjV(Xﬁ:z)z,y",Sz),
& savoir PD(Xﬁ_(Sz),y",Sz) (en vertu de(1%)),
est satisfait. En d'autres termes,
PD(X",)’",Z)
est satisfait lorsque z prend la valeur n + 1, ce qu'il fallait

démontrer.

N.B. Si le calcul des fonctionnelles est entiérement présenté de
facon formelle (sans notion sémantique,comme dans 1'article de

¥, Crabbé page 83 ) 1la démonstratinn précédente montre que
PD(X",y",z) pour tout terme clos z seulement si tout terme fermé
de type U se réduit & un numéral. Plus précisément,pour z clos et

de type O,

1) si 1'on admet le point de vue sémantique, z désigne un naturel,

et ceci Jjustifie la preuve par induction,

2) si 1'on adepte le point de vue syntaxigue, il faut pour justifier

la preuve par induction, démontrer au préalable que z se réduit

1% un numéral; cette démonstration exciéde 1'arithmétique.



