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L e  p r o g r a m m e  d e  H i l b e r t  d e m a n d a i t  d e  p r o u v e r  1 a  c o n s i s t a n c e

d e  l - ' a r i t h m é t i q u e  p a r  d e s  m o y e n s  f i n i t i s l e s .

" P a r  d e s  m o y e n s  f i n i t i s t e s "  p e u t  s i q n i f i e r

( t ]  p a r  1 a  s e u r e  c o n s i d é r a t i o n  d e  s i g n e s ,  d e  c o m b i n a i s o n s  d e  s i - g n e s ,

d ' a s s e r t i o n s  é 1 é m e n t a i r e s  s u r  c e s  c o m b i n a i s o n s  ( " a  f i n i t a r y  p r o o f

d e a l s  o n l y  w i t h  c o n c r e t e  o b j e c t s "  [ - 2 ,  p .  n A ] )

I Z ]  p a r  d e s  r a i s o n n e m e n t s  c o n s t r u c t i f s  ( , , t h e  p r o o f  d e a l s  w i t h

thes"e  ob  jec ts  i n  a  cons t ruc t i ve  fash ion , ' f 2 ,  p .  Z i rq f ) .

P a r  a i - 1 ] - e u r s ,  1 e  d e u x i è m e  t h é o r è m e  d ' i n c r : m p l é t u d e  d e  G 6 d e l

m o n t r e  q u e  s i  1 ' a r l t h r n é t l q u e  A  e s t  c o n s i s t a n t e ,  a l _ o r s

A É  C o n

0 n  a d m e t  g é n é r a l e m e n t  q u e  :

( f ' J  l es  ob  je t s  conc re ts  Ces  démons t ra t j -ons  f i n i t i s tes  e t  l -eu rs  c : . r i r -

b i n a i s o n s  s o n t  t o u s  t ' r e p r é s e n t é s "  d a n s  A  e t  q u e  c o n o  " r e p r é s e n t e "

1 ' a s s e r t i o n  q u e  A  e s t  c o i - r s i s t a n t e ,

( a l  1 e s  r a l s o n n e m e n t s  c o n s t r u c t i f s  s o n t  " r e p r é s e n t é s , , d a n s  A .

o n  i n t e r p r è t e  d o n c  1 e  d e u x i è m e  t h é o r è m e  d ' i n c c m p l é t u d e  c o m m e

af f i rman t  qu r '5 -1 -  n ' y  a  pas  moyen  de  démont re r  pa r  des  moyens  f i -

n i t i s t e s  1 a  c o n s i s t a n c e  d e  A ' !

D a n s  f t ] ,  G û d e 1  p r o p o s e

e n  a d m e t t a n t  l a  c c n s i d é r a t i o n

fo  nc t i  o  nn  e l  1es  )  :

c o n s e r v e r  ( 2 J  m a i s  d ' é l a r q i r  [ ] )

c o n c e p t s  a b s t r a i t s  I q u e  s e r o n t  l e s

d e

d e

" D a  d i e  f i n l t e  M a t h e m a t i k  a f  s  d i e  d e r  a n s c h a u . l . i c h e n  E v i d e n z

d e f i n l e r t  i s t ,  s o  b e d e u - ; e t  d a s  f . . . 1 ,  d a s s  m a n  f i - j r  d e n  l V i d e r s p r u c h s -

f r e i h e i t s b e w e i s  d e r  Z a h l e n t h e o r l e  g e w i s s e ,  a b s t r a k t e  B e g r i f , f e  b r a u c h t .

D a b e i  s i n d  u n t e r  a b s t r a k t e n  ( o d e r  n i c h t a n s c h a u l i c h e n l  B e g r i f f e n

s o l - c h e  z u  v e r s t e h e n ,  d i e  w e s e n t l i c h  v o n  z w e i t e r  o d e r  h ô h e r e r  s t u f e

s i n d ,  d a s  h e i : s t ,  d i e  n i c h t  E i g e n s c l r a f t e n  o d e r  R e l - a t i o n  k o n k r e t e r

O b j e k t e  ( =  . A .  v o n  Z e i c h e n k o m b i n a t i o n e n ' )  b e  i n t r a f  t e n ,  s o n d e r n  s i c h

a u f  D e n k g e b i l d e  i = . g .  B e w e i s e ,  s l n v o l - 1 e  A u s s a g e n  u s ' , v .  I  b e z j C h e n .

t ' ; obe i  i n .  den  .Bewe ise_0  E i_ns i , ch tpn  ûber  d ie  l e t z te ren  gebra i . r ch t



u / e r d e n ,  d i e  s i c h  n i c h t  a u s  d e n  k r : r ' , n b i - n a t c r i s c h e n  ( r a u m z e i t l i c h e n  )

E i g e n s c h a f t e n  d e r  s i e  d a r s t e ] L e n d e n  Z e i c h e n k o m b i n a t i o n e n .  s o n o e r n

n u r  a u s  d e r e n  S i n n  e r g e b e n " .

Que lques  remarques  p ré l im ina i - res  cons t i t ue ron t  re  p remie r

p a r a g r a p h e  d e  c e t  e x f o s é .  D a n s  1 e  s e c o n c ,  n o u s  e s q u i s s e r o n s  u n  c a l -

c u l  d e  f o n c t i o n n e l - 1 e s .  D a n s  1 e  t r o i s i è r n e  n o u s  p r é s e n t e r o n s " f  i n t e r -

P r é t a t i o n  D i a l e c t i c a " .

I ;  Q u e l q u e s  r e m a r q u e s  p r é 1 i m i , n a i r e s .

B a p p e l o n s  q u e  p o u r  p r o u v e r  c l e  f a ç o n  f i n i t i s t e  1 a  c o n s i s t a n c e

d e  1 ' a r i t h r b é t i q u e ,  i 1  s u f f i t  r l e  p r o u v e r  c e l - l e  d e  1 ' a r i t h m é t l q u e  i n -

tu i - t i onn is te .  0n  déc r i t  en  e f fe t  de  façon  e f fec t i ve  une  t rans fo rma-

t i o n  x  q u i  à  t t n e  f o r m u l e f d u  l a n g a g e  d e  1 ' a r i t h m é t l q u e  a s s o c i e  u n e

f  ormul-e , l *  O" te l }e sorte que A 16 
!  

entraîne A t i  y* ,
s i  I ' a r i t h m é t i q u e  c l a s s i q u e  é t a i t  i n c o n s i s t a n t e ,  o f l  y  d é m o n t r e r a i t

" t  =  f "  e t  d e  1 à  :  A  l - T  ( O  =  l ) * ,  p u i s  A  l T  0  =  I ,  c a r  ( O  =  f J *

e s t  ( O  =  f ] .  ( V o : - r . 1 , e x p o s é  ; a g e  1  c i . - d e s s u s ) .

L r i d é e  d e  G ô d e l  e s t  p r o c h e  d e  1 a  p r o c é d u r e  c l a s s i q u e  d e

" s k o l e m i s a t i o n "  d ' u n e  t h é o r i e .  D a n s  c e t t e  p r n c é d u r e ,  ( à  t i t r e  d ' e x e m -

p l e ) ,  à  u n e  f o r m u l e  d u  t v o e

V ,  1 v  V z  J t  I  ( " ,  y ,  z ,  t l  ( r )
dans  un  langage  L  ,  on  assoc ie  dans  1e  J -angage  L  en r i ch i  de  symbo les

de  f r :nc t i ons  une  fo rmu le  du  t voe

V r  V .  I  ( " ,  9 x ,  z ,  h x z ' )  i z )
d e  s o r t e  q u e  p r o u v e r  ( t l  d - n =  u n e  t h é o r i e  T  r e v i e n t  à  p r o r v r r  [ 2 )
dans  une  théor ie  T*  con tenan t  r  e t  des  ax iomes  su r  ces  symbo les

d e  f o n c t i o n s .  E n  t e r m e s  p l u s  a t t e n t i f s  à  r ' a s p e c t  c o n s t r u c t i f .  i l

s ' a g i r a  d ' a s s o c i e r  c o n s t r u c t i v e m e n t  a u x  f o r m u l e s  t e l - l e s  q u e  ( f )

d e s  f o n c t i o n s ,  e t  c e L a  d e  t e l l e  s o r t e  q u e  s i  A h -  ( l ] ,  o n  p u i s s e

" c o n s t r u i r e "  g  e t  h .  P o u r  f o r m a l i s e r  q u e l q u e  p e u ,  n o u s  p r é s e n t e r o n s

l a  c o n s t r u c t i o n  d e  g  e t  h  d a n s  u n  l a n g a g e  d e  f o n c t i o n n e l l e s  L F  ( v o i r

$  ZJ  e t  l e  résu l ta t  de  G5de1  p rendra  la  fo rme su i - van te  :



" A  c h a q u e  f o r m u l e  P  ( r ]  d e  A ,  o n  a s s o c i e  u n e  f o r m u l e  s a n s  q u a n -

t i f i c a t e u r s  p g ( . t ,  9 ,  4 .

A  u n e  d é m o n s t r a t i o n  d e  P ( ' 7 ]  d a n s  1 ' a r i t h m é t i q u e  i n t u i t i c n n j s t e

o n  p e u t  a s s o c i e r  e f f e c t i v e m e n t  u n e  s u i t e F U e  t e r r e s  d e  L F  ( c t c n t

I e s  v a r i a b l e s  s c n t  d a n s  7 J  d e  t e l l - e  s o r t e  q u e  p r . ,  t X ,  V ,  Z \  s o i t

v a l  i  d e ' ,

L a  c o n s i s t a n c e  d e  I ' a r i t h m é t i q u e  e n  d é c o u l - e  c o m m e  s u i t  :  s 1

A  F T  ( 0  =  1 ) ,  a l o r s  ( o  =  t ) 0 ,  q u i  s ' a v è r e  ê t r e  o  =  I  e s t  v a l i d e .

r n d é p e n d a m r n e n t  d e  n o s  r e m a r q u e s  i n l t i a r e s ,  o n  r e t r o u v e  I ' a s p e c t  n o n

f i n i t i s t e  d e  c e t t e  d é m o n s t r a t i o n  d e  c o n s i s t a n c e  d a n s  l r e x a m e n  d e  l a

v a l i d i t é  d e  ] a  f o r m u l e  s a n s  q u a n t i f i c a t e u r s  p o  ( X - ,  V ,  z )  q u i  e x i g e

l ' ' é v a l u a t i o n  d e s  t e r m e s  o e l :  d e s  a r t i c l e s  d e  T a i t ,  H o w a r d  f o n t

a p p a r a î t r e  d e s  c o n c e p t s  n o n  f i n i  t j - s t e s  o u  u n e  i n d u c t i o n  t r a n s f i n i e
j u s q u ' à  Ë o  d a n s  1 a  p r e u v e  q u e  c e s  é v a . l u a t i o n s  s ' a c h è v e n t  p o u r  d o n n e r

u n  n c m b r e  e n t i e r  ( v o i r  a u s s i  n o t e  à  l a  f i n  d e  c e t  a r t i c r e J .

I I .  L e s  f o n c t i o n n e l .  e s .

0 n  d é f i n i t  l e s  t y p e s  i n d u c t i v e m e n t  :

{ l  - .= l  U  € S ï  u n  E y p e ,

2 )  s i  6 - e t  1 :  s o n t  d e s  t y p e s ,  ( o - - - r  )  e s t  u n  t y p e .

L e s  t y p e s  d e  f o r m e  (  c  f  
. - ( Ç Z  - - -  . . . - r (  C n * T  

. ) . . .  
) )  s o n t  n o t é s

( r r
\  - ] r . . . . r . r r . r ) * T .

U n e  f o n c t i o n n e l l e  d e  t y p e  0  e s t  u n  n o m b r e  e n t i e r .

u n e  f o n c t i o n n e l l e  d e  t y p e  ( o - - r T )  e s t  u n e  a p p l i c a t i o n  d e  f ' e n s e m b l e

d e s  f o n c t i o n n e l r e s  d e  t y p e O -  c l a n s  l - ' e n s e m b l e  d e s  f o n c t j . o n n e l ] e s  d e  t y o e  Z

D a n s  u n e . p e r s p e c t i v e  c o n s t r u c t i v i s t e ,  o n  s e r a  a m e n é  à  r e s -

t r e i n d r e  c e t t e  h i é r a r c h i e  d e  f o n c t i o n n e l l - e s  :  I ' a r t i c l e  d e

G ô d e l  p a r l e  d e  f c n c t i o n n e l l e  " c a f c u l a b f e s "  ( " b e r e c h e n b a r " ' )  :

u n e  f  o n r i t i o n n e l l e  c a l c u l a b l e  d e  t y p e  (  a - - C  )  e s t  u n e  a p , : 1 i -

c a t i o n  c a l c u l a b l e  d e  1 ' e n s e m b l e  d e s  f o n c t i o n n e l l e s  c a l c u l a b l e s

d e  t y p e  f  d a n s  1 ' e n s e : n b l , e  d e s  f n n c t i c n n e l f  e s  c a , l  c u l a b l  e s  d e  t v i r e  T

Q u o i  q u ' 1 1  e n  s a i t  d e  l ' i n t e r p r É t a t i o n  d e  c e t t e  n l t i o n  d e  e a l c u l a -

b i l i t é ,  c e s  h i é r a r c h i e s  d e  f o n c t i c n n e l l e s  d . i v c n t  c r n t e n i r  ] e s

e n t j p r s ,  1 a  f c n c t i c n  s u c c e s s e u r  e t  ê t r e  s t a b l e s  î o u r  f e s  r i . i r a t i : n -

d ' a p , , l  i - c a t i o n  .
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d ' a b s t r a c t i o n  e t  d e  r é c u r s l o n ;  à  n o t e r  c e p e n d a n t  q u e  s i  l a  n o t i o n

d r é g a 1 i t é  e n t r e  f o n c t i o n n e l l e s  o b é i t  a u x  r è g 1 e s  h a b i t u e l t e s  d e  1 ' é g a -

l i t é  ( y  c o m p r i - s  1 a  c o m p a t i b i l i t é  a v e c  I ' a b s t r a c t i o n  e t  l a  r é c u r s i o n ) ,

e f l e  n e  d o i t  p a s  n é c e s s a i r e m e n t  ê t r e  e x t e n s i o n n e l l e  ( F  =  G  d è s  q u e

V x  r ( * J  =  g  ( " ) i .  N o u s  a d o p t e r o n s  i c i  l e  p o l n t  d e  v u e  q u e  c e t t e

no t i -on  es t  su f f i samment  c l -a i re  pour ,  d 'une  pa r t ,  donner  un  sens  p ré -

c i - s  à  l a  n o t i o n  d e  v a l i d i t é  ( v o i r  c i - d e s s o u s l ,  d ' a u t r e  p a r t  d o n n e r

t o u t  s o n  s e n s  à  l ' e n t r e p r i s e  d e  G ô d e i .  ( O n  p e u t  a u s s i  a d o p t e r  u n e

perspec t i ve  p lus  fo rmef le  e t  déve lopper  un  ca1cg1  de  fonc t j -onne l les

a v a n t  d ' e n  p r é c i s e r  l e s  é v e n t u e l s  m o d è l e s  :  c f r  t g ] ) .

P o u r  p a r l e r  d e s  f o n c t i o n n e l l e s ,  n o u s  i n t r o d u i s o n s  u n  l a n g a g e

p o u r  f o n c t i o n n e l l _ e s  L F .

L e s  s y m b o l e s  d e  L F  s o n t

( l l  pou r  chaque  t ype  ç t  l es  va r iab les  de  t ype  4 - ,

( z l  l e s  c o n s t a n t e s  o ,  d e  t y p e  0 ,  s ,  d e  t y p e  ( o - + o J ,

Rs- ,  de  t ype  (q  o  - -> ( t ' +o -J  ,  oJ  .+c - ,

( s )  1 e s  s y m b o l e s  À e t  a p ,

( a l  I e  s y m b o l e  = ,

( S ]  1 e s  s y m b o l e s - t ,  r \  ,  V  ,  r ,  < . ,  V ,  J

L -es  te rmes  son t  dé f in i s  pa r  l es  c lauses :

( :  I  v a r i . a b l e s  e t  c c n s t a n t e s  d e  t y p e  C  s o n t  d e s  t e r m e s  d e  t y p e  f i ,

( Z j  s i  X  e s t  u n  t e r m e  d e  t y p e  c  e t  Y  u n  t e r m e  d e  t y p e  ( - + T ,

,  ap  X  Y  es t  un  te rme de  t ype  T ,

(S ]  s i  X  es t  un  te rme de  t ype  T  e t  x  une  va r iab le  de  t ype  o -  ,

I  x  X  es t  un  te rme de  t yoe  (  c - ->a1 .

Les  te rmes  de  fo rme ap  X  Y  se ron t  no tés  (X  V)  e t  X rXr . . ,  Xn

abrév ie ra  ( .  .  .  (  ( xnx r ) ^ r l .  .  . * r r )  .  Le  symbo le  )  es t  cons idé ré  comme

l i a n t  x  d a n s  l x  X  e t  \ ^ n . , .  À " r ,  X  e s t  n o t é  À * r . . . " n  X .



L e s  f o r m u l e s  a t o m i q u e s  _  d e  t y p e  s -  d e  L F  s o n t  l e s  f c r m u l e s  d e

I a  f o r m e  X  =  Y  o ù  X  e t  Y  s o n t  d e s  t e r m e s  d e  t y p e  c .

L e s  f o r m u l e s  s ' o b t i e n n e n t  à  p a r t i r  d e s  f o r m u l e s  a t o m i q u e s

a u  m o y e n  d e s  c o n n e c t e u r à  l o g i q u e s  d e  ( S ) .  L e s  f o r m u l e s  d e  t y p e  0

s ' o b t i e n n e n t  à  p a r t l r  d e s  f o r m u l e s  a t o m i - q u e s  d e  t y p e  O  p a r  1 e s  c o n -

nec teu rs  p ropos i t i onne ls  Oe  (S ' )  e t  1es  quan t i - f i ca teu rs  en  des  va r i -

ab les  de  t ype  0 .  Une  O- f -o rmu le  es t  une  fo rmu le  de  t ype  0  sans  quan t i -

f  i -  cateurs .

M o d u l o  1 e s  r e m a r q u e s  d u  d É b u t  d e  c e  p a r a g r a p h e ,  l a  n o t i c n  d e

v a l i d i t é  e s t  c l a i r e .  L a  c o n s t a n t e  0  e s t  i n t e r p r é t é e  p a r  l e  n t r m b r e

n a t u r e l  0 ,  S  p a r  l a  f o n c t i o n  s u c c e s s e u r ,  a p  p a r  I ' a p p l i c a t i o n  d e  f o n c -

t i o n n e l l e  à  f o n c t i o n n e l l e ,  À  p a r  1 ' a b s t r a c t i o n ,  R  p a r  I ' c p é -

r a t i o n  d e  r é c u r s i o n  e t  =  2 a r  1 ' é g a l i t é  e n t r e  f c n c t ] o n n e l l e s .

1 1  s u f f i t  p o u r  c e  q u i  s u | v r a  d e  d é f i n r r  1 a  s a t i s f a c t : - o n  d ' u n e

f 1 - f o r m u l e  p c u r  u n e  v a ] u a t i c n  d , : n n é e  e t  s a  v a l i d i t é ,  c c m m e  l a

s a t i s f a c t i r - - i n  p o u r  t o u t e s  l e s  v a l u a t i o n s ,  "  F  P "  s i g n i f i e r a  q u e

l a  i l - f r r m u l e  P  e s t  v a l i c l e .

V o i c i  m a j - n t e n a n t  q u e l q u e s  i n d i c a t i o n s  s u r  l e  p o u v o i r  d ' e x p r e s -

s i o n  d e  L F .  P o u r  f a c i l i t e r  1 a  l e c t u r e ,  o n  n e  m e n t i o n n e r a  p a s  l - e

t y p e  d æ v a r i a b l e s  e t  t e r m e s ,  l o r s q u ' i l  p e u t  ê t r e  r e c o n s t i t u é  p a r

l e  c o n t e x t e .

1 1  r é s u 1 t e  i m m é d i a t e m e n t  d e  n o s  d é f i n i t i o n s  q u e  I ' e x p l i c i t a t i c n

d e  v a r i a b l e s  S t e x p r i - m e  d a n s  L F ,  e n  c e  s e n s  q u e  p o u r  t o u t  t e r m e  X

d e  t y p e  0  e t  p o u r  t o u t e s  v a r i a b l - e s  x 4 r . . . r  X n ,  j - 1  y  a  u n  t e r m e

Z  d e  L F  d o n t  l e s  v a r i a b l e s  ] i b r e s  s o n t  p a r m i  c e l 1 e s  d e  X ,  m a i s  d i - f -

f 6 r e n t e s  d e  x , , . . .  ,  x r . . ,  e t  t e l  q u e  F  Z  * I . . .  x n  =  X .

f P r e n d r e  Z  =  À x t . . , .  x n  X )

E n  u t i l i s a n t  1 e s  s y m b o l e s  R o -  ,  o n  m l n t r e r a  q u e  f e s  " s c h é m a s

d e  r é c u r s | o n "  s ' e x p r i r n e n t  d a n s  L F ;  p l u s  o r é c l s é m e n t '  p o u r  t o u s  t e r -

m e s  X ,  d e  t y p e  t - r  e t  Y ,  p o u r  t o u t e s  v a r i a b l e s  x l  , . . .  r  X n ,  z  i I  y  a

u n  t e r m e  Z  s o n t  l e s  v a r i a b l e s  l i b r e s  s c n t  p a r m i  c e f l e s  d e  X ,  m a i s

d i f f é r e n t e s  d e  
" 1 ,  

.  .  .  x n  e t  t e l  q u e  i



F Z O  x 1 . . .  
" n = X

F  z  ( s  z )  x l . . .  ^ n  =  y  ( 2 . )  x I . . .  ^ r ,

c e c i  n o u s  p e r m e t  d ' " e x p r i - m e r "  1 ' a d r i i t i o n ,  1 a  m u l t i p l i c a t i o n ,

f a  f o n c t i o n  p r é d é c e s s e u r ,  1 a  s o u s t r a c t i o n  p a r t o u t  d é f i n i e ,  1 ' é g a 1 i -
t é  e n t r e  t e r r n e s  d e  t y p e  0  ( e n  c e  s e n s  q u ' i - I  y  a  u n  t e r m e  E  a v e c

t s E x y  =  0 < + x  =  y J ,  l e s  t a b r e a u x  d e  v é r i t é  d e s  c o n n e c t e u r s  p r o p o s i -

t i - o n n e l s .  0 n  e n  d é d u i r a  q u e  p o u r  t o u t e  [ J - f o r m u J - e  p ,  i l  y  a  u n  r e r -
t "  xp  de  t ype  o  sans  au t res  va r iab res  l i b res  gue  ce l l es  de  p  te l
q u e  t s P < - + X p  =  O .

û n  e n  d é d u i r a  a u s s i  q u e  l e s  " d é f i n i t i o n s  p a r  c a s "  s ' e x p r i m e n t
dans  LF  '  en  ce  sens  que  pour  tou te  o - fo rmu le  p ,  pour  tous  te rmes  X
e t  Y  d e  t y p e  0  e t  p o u r  t o u t e s  v a r i a b l e s  X 1 ; . . . r  X n ,  i l  y  a  u n  t e r m e
Z ; l o n t  1 e s  v a r i a b l e s  r i b r e s  s o n t  p a r m i  c e r - l - e s  d e  p ,  d e  X  o u  d e  y ,

m a i s  d i f f é r e n t e s  d e  x , , .  .  .  ,  x n  e t  t e l  q u e

ts P '--+ Z*1. . .

F7P

X
n

X
n

_ Y

0 n  p e u t  e n f i n  u t i l i s e r  n o s  r e m a r q u e s  s u r  1 ' e x p r e s s i b i l i t é

d e  l - ' a d d i t i o n  e t  d e  l a  m u l t i p l i c a t i o n  p o u r  i - d e n t i f i e r  L e s  f o r m u l e s
d u  l a n g a g e  d e  A  t e l  q u e  c e l u i  u t i l i s é  p a r  e x e m p l e  p .  2  à  d e s
fo rmu}es  de  t ype  0  de  LF .

Ï I I .  L '  j - n t e r p r é t a t i o n  " D i a l e c t i c a "

Dans  1es

de  va r iab les  de

[ X 1 , . . . ,  x r )  e t

X r Y t . . .  Y n J .  s i

5  x t . . .  J t " .

d é f i n i t i o n s  q u i  s u i v e n t ,  i ,

t - f  ,  E  Y , . . .  d e s  s u i t e s  d e

7 =  ( Y r , . . . ,  y n ) ,  ( x v - )  e s t

r  -  ( ^ 1 , . . .  r r ) ,  V k  e s t

Vr .  .  ,  dés i -gnen t  des  su ices

t e r m e s  d e  L F . S i  X  =

1 a  s u i t e  ( x r y r . . . y n  , . . .  ,

V ^ 1 . . .  V x n , e t  J X e s t



/ o . -

A  c h a q u e  f o r m u L e  p  d e  L F  n o u s  a s s o c i - o n s  u n e  f o r m u l e  p D o e

fo rme f x  vv  Po  où  Po  es t  une  fo rmu le  sans  quan t i f i ca teu re  de  LF
e t  d o n t  l e s  v a r i a b t e s  r - i b r e s  s o n t  p a r m i  r ,  / e t  c e r l e s  d e  p .  L e s
dé f in i t i ons  en t ra îne ron t  que  s i  p  es t  une  f c rmu le  de  t ype  o (  e . ,  pa r -
t i c u l i e r  u n e  f o r m u l e  d u  l a n g a g e  d e  l , a r i t h m é t i q u e J ,  p O  e s t  u n e  0 -
fo rmu le .

[ r )  s i  P  e s t  a t o m i q u e ,  t o  
:  

o o  =  , .  E n  p a r t i c u ] i e r ,  . L D  =  - L D  =  ] _ .
(zJ s i  p  = pr  Â p,  e t  = i -  Rf^="  av Vy p. ,D 

" tPuz=  3 r '  vv ,  , zD ,a r -o rs  pD =  l x  i l  V iv ,  fp ro  ̂  ozo)
( t t  e s t  s o u s - e n t e n d u  q u ' o n  é v i t e  l e s  c o n f u s i o n s  d e  v a r i - a b l e s  e t  q u e
P D  n ' e s t  d é f i n i  q u ' à  u n  c h a n g e m e n t  d e  v a r i a b r e s  ] i é e s  p r è s ) .
(g) s i  p = p. t  V p,  et  s:_ e!  = Jx Vg ero 

" tP"z = 3a Vr.,pzo, alors
p D  =  3 '  x ; t  V v  f  [ ( ,  =  0 -  p ] D )  n  (  z l  o * r s . ) )

( o ù  z  e s t  u n e  v a r i a b l e  d e  t y p e  0 ) -
(a l  s i .  P Lfz o et  s l  eD = f ;  W eo,
alors pD = az v Vv Ao.
( s J  s i  p : . V z  I  e t  s i  e D  =  J t  V V  Q D (  x ,  2 , . . . )
a l o r s  P D  =  f  F  V t  g  A g (  I - z  , 2 , . , . )
( o )  s i  p  -  p r - p 2  e t  s i  e !  =  f  I  V V  p : o  ( x ,  y , . . . )

e t  P !  = _  - f i r  V  v ,  p 2 D  ( i ,  ,  / l  . . . 1 ,

a r o r s  p D  =  1 V , T "  V : * T , ( n . , r i x ,  ; n i f ' ' , . . . ) * p 2 D ( F ; ,  t i , . . . . 1 . 1 .

pou r

Pour  ce l_1e

4

c t  a p p l i q u e r

: re f  ée  dans  1e

1 a

de

j u s t i f i c a t i o n  d e  ( S ' T  ,  v n i r  l e  \  l .

( O l ,  c o n s i d é r e r  l e s  é q u i v a l - e n c e s  c l a s s i q u e s  :

3 x  V v  P r o - f  , ,  V y ,  , 2 o

V "  3 x ' (  V v  P r o  - - - )  V v '  p r o )

V ,  3  x ,  V  y '  3  y ,  ( p r o  -  p z o l

à  c e t t e  d e r n i è r e  f o r m u l e  l a  p r o c é d u r e  d e  S k o l e r r  r a p -

5  1 .  ( 0 n  p e u t  a u s s i  r a i s o n n e r  e n  t e r m e s  d e  r r e u v e s l .
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ÏHEOREI.,lE

s o i t  u n e  f o r : n u l e  P  ( | z l  d u  l a n g a g e  d e  1 ' a r i t h m é t i q u e .  A  u n e  d é m o n s t r a -
t i o n  d e  P ( z J  d a n s  1 ' a r i t h r n É t i q u e  i n t u i t i c n n i s t e .  o n  p e u t  a s s o c i e r
une  su i te  de  te rmes  F  oe  tp '  don t  l es  va r iab les  son t  dans  ?  de  te t re
É o r t e  q u e  F  p D [ X ,  g ,  z ) .

Démons t ra t i on .  E l l e  se  fa i t  pa r  i nduc t i -on  su r  ra  fo rme de  ce t te
d é m o n s t r a t i o n .  U n  s y s t à m e  s e  p l i a n t  b i e n  a u x  n é c e s s i - t é s  d e  l a  d é m o n s -
t ra t i on  es t  donné  pa r  l es  ax iomes  e t  règ les  qu j -  su i ven t
( v o i r [ r ] e t f : ] )  : p  p - - r e ;  p - - + R  e - . * R ; p V p - p ;

Q  P - - +  B

P + P V 8 ; P V q - + 8 V p ;  p - - +  e  ; p - + p A p l

t  U  t - :  R  V g

l n  Q - r P ;  P ^  I  - ? q ^ p  ;  p ^  g  +  B  ;  p + ( g _ r R J  ;
e - + { G + R l  p ^  e - - + R

L - - P ;  |  - -  s  ;  V x  a ( " , . . . J  Q ( t , . . . 1 :  I  . - - ;  R  ;
P-VxG J xg .+ R

8 ( t , . . . J  - +  - J x  G ( " , . . . J  ( c e s  q u a t r e  d e r n i e r s  a x i o m e s  e t  r è g l e s
a v e c  l e s  r e s t r i c t i o n s  u s u e l l e g ) ;  l e s  a x i o m e s  d e  1 ' é g a l i t é  e t  c e u x  d e
P e a n o  m a i s  o ù  1 ' a x i o m e  d ' i n d u c t i o n  e s t  r e m p r a c é  p a r  1 a  r è g 1 e

o  ( n  1  ,

P ( 2 , .  .  .  I

N o u s  e x a m i n e r o n s  q u e l q u e s  c a s  e t ,  p o u r  a I l é g e r  l a  n o t a t i o n ,
s u p p o s e r o n s  a u t a n t  q u ' i l . e s t  p o s s i b l e  a v o i r  à  f a i r e  à  d e s  s u i t e s  d e
var iab l -es  rédu i tes  à  une  seu l -e  va r iab le .

( - )  u "  c a s  d e s  a x i o m e s  a r i t h m r : t i q u e s  a u t r e s  q u e  i l i n d u c t i o n

e s t  t r i v i a l .

(nJ  t -e  cas  de  ta  rèq ]e  p  p  - - r  e
n
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Sc ien t  PD  =Jx  Vy  e . . ( x ,  yJ  e t  gD  =  Jx ,

La  f o rmu le  (n ->0JD" r " . "  de  f o rme

a  x " y "  V  r y . ,  ( e o ( x , y , , x y ,  )

V y , ( - r D  ( " , , y , ] .

e D  ( x " x ,  y '  )  
' )

L r h y p o t h è s e  d ' i n d u c t i o n  n o u s  d o n n e  d e s

IOon t  Ies  va r i -ab1es  son t  pa rm i  l es  va r iab les

respec t i vement )  te l s  que

P D ( x , y  )
e o ( x ,  Y " x y ' )  -  a o ( x " ^ , y ' )

t e r m e s  X ,  X t t ,  Y t t

l i b r e s  d e  P ,  I  e t

F

Fet

( r  )
( z )

0n en t i re  success ivement

F  P D (  X ,  y " x y ' J  ( : ] ,  p a r  ( t ) ,

F  p o  ( x , y " x y '  )  *  g o ( x " x , y '  ' )  
( a J  ,  p a r  ( z )  ,

F  Q D ( x " x ,  y ' l  ( s l ,  o a r  ( s )  e t  ( a l ,

Le terme X ' ,Xest  le  terme recherché.

f cJ  Ue  cas  de  l ' ax i ome  P  v  P  - -+  p .

E c r i v o n s  P D  s o u s  l e s  f o r m e =  ! "  V y  n o ( x , y J ,
3  x '  V y '  p o ( x , , y , )  e t  J x , '  V y , ,  t o (  X , , , y , , 1  ( e  l .
La. ' f î i rmule (e  v  pJo = 'écr i ra  sous la  forme

J z  x  x '  V v  y ' (  ( z  =  o  + p ' ( x ,  y ) l  , l k l O - p D ( ^ , , y , ) ) .

f lo tons- la  ic i

J z  x  x '  V v  v ,  ( n [ r , X , X , , y , y , ) .

L a  f o r m u l e  ( e V  P  - +  p ) D  = ' é c r i t  a l o r s  e n  c o n s i d é r a n t  ( O l  :

3 y r r  r  y t v  x r r  I  V a  *  ^ '  ( e (  z  r x t x ,  , y ' , ,  z x x r . y r ,  , y t v  z x x ,  y ' , )

a P D  ( x " ' z x x ' , y " ) J . ,

n à  r l

l Y u t r r v  x t r r  V z  x  x '

(  ( t = o  *  P D ( r , y " ' z x x '  r " ) ) a (  z l o * r ( x ' , y , r '  z x x , y , ' ) ' ' )

- r P g  ( x ' , ' z x x , , y r r J l



tc)

N o u s  d e v o n s  d o n c  t r o u v e r  d e s  t e r m e s  y ' r , y r V  ,  X " r  t e b  o u e
p ( {  a o  - +  P 9 ( X ,  y , , , z x x , y " ) ) n (  z f r t - > p o ( x ' , y , r '  z x x , y , , ' ) )

- - tPD( Xrr .  zxxr  ,  y" ' )  .

1 1  s u f f i t  p o u r  c e l a  d e  p o s e r  y ' v  =  y  ' r r  e t  d e  d é t e r m i n e r  X , ' ,
e t  Y " '  d e  t e l - l e  s o r t e  o u e

F  Y t t t  z x x ' y t t  =  y t l

e t  F  X t ' ,  zxx ,  =  X r

ce  qu i  peu t  se  fa i re  dans  LF  (en  respec tan t  l es  con t ra in tes  su r  l es
v a r i a b l e s ) .

( o J  l e  c a s  d e  l ' a x i o m e  ( p  n  p  r  p J .

0 n  v é r i f i - e r a  q u e  ( p  n  p  - - r  p J D  = ' é c r i t  s o u s  l a  f o r m e

3  y " x x ,  V  y  y .  y r t  ( e o ( x " , y , , x , , y y ,  J
- +  P g ( x x " , y )  n  p o ( x ' x , ' , y ' J J .

I t l o u s  d e v o n s  d o n c  t r o u v e r  d e s  t e r m e s  y r t , X , X r  t e l s  q u e

t s  P o ( x " , y " x " y y '  ]  -  p D ( x * " , y J  n  p g ( X ' x " , y ' l .

O n  c o m m e n c e r a  p a r  p o s e r  X ' =  X  e t  d é t e r m i n e r  X  p a r

F  X x t t  =  X " .

Le  p rob lème rev ien t  donc  à  t r cuver  y "  de  te r - l e  so r te  que

F  P o ( X " ,  Y " x " y y ' J  - - +  p o ( x " , y . )  n  e o  ( r . " , y ' )  ( z l ,

r l  s u f f i t  p o u r  c e l a  d e  d é t e r m i n e r  y "  a u  m o y e n  d , u n e  " d é f i n i t i _ o n
par  cas "  :

P  P o ( x " , y J  - - >  y " x ' , y y ,  =  y ,  ( g )

p r e g ( x " , y )  y " x " y y ,  =  y  ( s l ;

e n  e f f e t ,  I  F )  e n t r a î n e

f  P o ( x " , y l  - - r  ( e o ( x " , y " x , ' y y ' )  - - >  p o ( x " , y ' J J

e t  ( S l  e n t r a i n e

l = 7 P o  l . x " , y ) - z  p o (  x " , y , ' x " y y ' ) ,
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d ' cù  (Z )  r ésu l t e ra  en  u t i l i san t

p  P o ( x " , y ) v  - l p g ( x " , y J  ,
( e J  u e  c a s  d e  1 a  r è s l e  p ( o )  p ( z l + p ( s z l

p  ( " )

(P (o ) )D  es t  de  f o rme  J r .  Vy  ro ( x , y ,oJ r
( P { . J ' +  P ( s z ) D e s t  d e  f o r m e

l y x '  V r y .  ( e o ( x  , y x y ,  , z )  +  p o ( x , x ,  y '  , s z  )  )  ,
de  so r te  que  pa r  hypc thèse  d ' i nduc t i on ,  i 1  y  a  des  t e rmes  X ,  y ,

Xr  (z  peut  f igurer  dans ces deux dern iers l  te ls  que

F  P D ( x , y , o )  ( t o )
e t  f  P o ( x , y x y '  , z )  - - >  p D ( x ' x , y , , s z l  ( r r J .

11 s 'ag i t  de t rouver  un terme X, '  pour  lequel

F o ,  ( x , ,  , y . ,  , z )  ( r zJ .

0n  commence  pa r  "exp l i c i t e r "  l a  va r iab re  z  de  y  e t  X '  en  dé te rm inan t

Y t  e t  X ' ,  p a r

F  Y t  x y ' z  =  Y x y ,

F  X ' l  x z  =  X r x

d e  s o r t e  q u e  ( f f J  s , é c r i t  :

f  P o ( x , Y r x y ' t  r z )  - z e o ( X ' 1 " r , v j s z )  ( r : J .

On  dÉ te rm lne  un  te rme X" ,  pa r  récu rs ion :

F x i o = x  ( i a )
F  x i  [ szJ  =  x i  ( x i z )z  [ r_s )

( c u  e n  p o s a n t  d i r e c t e m e n t  X ' i  =  R  X 1  X , I  )
e t  o n  p o s e  X "  =  X " I  z ,  U n  p r o u v e  a ] o r s  ( t z )  p a r  r é c u r r e n c e  s u r  I a

v a l " e u r  d e  z .  s i  z  a  r a  v a t - e u r  o ,  [ r z )  e s t  a s s u r é  p a r  ( r o )  e t ( r a ] .

N o u s  s u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  q u e

P D ( X "  , y " , z J  e s t  s a t i s f a i t  l o r s q u e  z  p r e n d  l a  v a l e u r  n  e t

y "  u n e  v a l - e u r  q u e l c o n q u e  [ f e t .



J r :  l  l e u r s ,  ( t : )  e n t r a î n e

p  e o ( X " , y a X " y " z , z ) r p D I x ,  
a x " z ,  

y " , s z ] .

E n  v e r t u  d e  ( l o ) , f ' a n t é c é d e n t d e  c e t t e  i m p r i c a t i o n  e s t  s a t l s -

fa i t  l o rsque  z  p rend  la  va leu r  n .

D o n c ,  t o u j o u r s  p o u r  c e t t e  m ê m e  v a l _ e u r  d e  z ,

P D ( x , l _  x " t , y , , , s z ) ,

i r  S a v o i r  p D ( x ' 1  ( x ' i  .  ) 2 , y , ' , S z J  ,
à  s a v o i r  p D ( x ' i  ( s r l ,  y , ,  , s z )  ( r n  v e r t u  u e ( r $ ) J ,
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