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Deux  pa r t i es  dans  ce t  exposé  donneron t  des  lnd ica t lons  su r  l ren -
sembre  des  thèses  de  la  l og lque  in tu l t i onn ls te .  La  p remiè re  reo rend
1e  sys tème fo rme l  (ae  t ype  h i l be r t i enJ  de  K leene ;  des  tab reaux  lnd i -
queront  certa ines lmpl icat ions démontrables dans ce système1 une i rn-
p l i ca t l on  non  re tou rnée  n 'es t  pas  démont rab le  en  généra l  dans  re  sys tè rne .
La deuxième montre en quer sens des t ransformat ions du type , ,doubre

néga t ion "  pe rmet ten t  de  p longer  1a  log ique  c lass ique  dans  1a  log ique
i n t u i t i o n n i s t e :  e 1 1 e  e s t  b a s é e  s u r  [ - f l  p p , 4 g 2  s s  e t  [ Z ] .

I .  t l o n n i s t e .

Vo ic l  l e  sys tème déc r i t  pa r  K leene .

a )  Pour  Ie  ca lcu l  des  p ropos i t i ons  :
p  - ( o + p )
( p  - '  o )  -  ( ( p  *  ( e - - - R ) ) -  ( e - - *  n ) )
P ,  P - - r e-

a

e  - + ( A . - - ' R n  R )
P n  Q - - r P

P n  8 - - r Q

p - + p V  g

Q . - + P v  A

(e --+ n) -  ( (o*+ B) -_r (ev a _.> n))
( P - -  e )  - '  ( ( p  -  - z e )  - * z p )

(  z t  - ,  I  P ' Q  ) )
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b) eour le calcul  des prédicats :  a)  et  z

I  - +  P ( x )

Q  -  V x  p ( x )

V  x P ( x ) +  e ( t )
P(x l  -+  e
. ? x P ( r ) - o

P ( t ) - + J x p ( x )

avec les rastr lc t lons c lassiques sur x et  t .

c )  P o u r  l r a r i t h m é t i q u e :  a ) ,  b )  e t  :

P ( o )  n  V "  ( p ( r )  -  P ( " ' )  1  - +  e ( x )

1 r = y r + x - y

-7  X r  -  o

X o y - + ( x =  z + l - z )

X = Y - + X t = y '

X *  o  -  x

x + y r - ( r + y ) '

X . O  =  O

x . Y t = x . y + x

Les systèmes c lassiques correspondants s 'obt lennent par 1 'adJonct lon

du schéma :

1'7 P --t P

A notcr  que cect  af fecte d i rectement le caractère intu i t ionniste

de la négat lon mals aussi  cc lu l  du quant l f lcateur unlversel ,  car

aJoutcr

7 7  P ( t )  -  P ( * )

revlent à aJoutar

V xbzp(x) -+P(*)  )  ,
d 'où  l ron  dédu i ra

Vx zz  P(x )  - -  Vx  e(x )  ,
r s  éc rasan t  a tns i  l es  d i f f é rences  que  l r t n tu i t l onn isme met  en t re  V l t ,  z tV

e t  v .

Volc l  guelgues tableaux qui  écla l rent  surtout  le comportement

de la négat lon.  Pour drautres théorèmes, voi . r  i1] .



1 7 P

. t ( t t P v r t Q )

z t P v - T j e

t t Q n â ) -

^' t (1P ^,tQ)
*  1 7  ( p v a )
,-t 7 P--+ttQ

- n ( tP-+Q)

- r 1 j  -  tV t
, u  l l S l l

i t t

Tq

z t P n z t Q
7 t ( t t P a t z ô

P v q

P n q

t  (PvQ)  - I  ? t t Q
t  ( t t  P r t tzQ)

-  Vt
-  t t V T
-  

l À l t

t A

tQa ,q )  r t  z t ( tPv tq )
-  t  ( t t P  a t t  Q )

1 t
,1,

zVrt ,-  l l3 '1

t P  v l e

,  r tv 1V
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p -+ tte ^J tt(e-->q)
, ï . ,  , . . r  - t -TP  - zzQ

|  ' -  - ( P ' t z Q )

I 
/\., 1 (tt pa t e)

I
p_e

4
I
I
I
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I Ï .  P longements  des  sys tèmes  c lass iques  dans  les  sys tèmes  in tu i t i onn is tes

Le  p ro to type  de  ces  p longements  es t  1a  t rans fo rmat ion  de  doub le
néga t ion  :  s i  P  es t  un  théorème du  ca lcu l -  p ropos i t i onne l  c rass ique ,

71  P  es t  un  théorème du  ca lcu l  p ropos i t i onne l -  i n tu i t i onn is te .  p lus  géné-
ra lemen t '  on  assoc ie  à  chague  fo rmu le  P  une  fo rmu le  p *  (que  nous  appe l le -
rons  c i -dessous  sa  " t raduc t ion " )  e t  on  essa ie  de  p rouver  des  résu l ta ts
Cu type :

(n)  l - ; -  e  ent ra lne l * *  p t r'  
Pa ' l : t "

( e J  t - t  p  e n t r a î n e  f r | -  p +
f ô \  T 1  ^  rtçJ I  

'E;  P entraîne f*E: pT
: ù  T*  es t  l rensemb le  des  t raduc t ions  des  fo rmu les  de  f  e t  I f r  , l f  ,' r .  

,  t ' ç ,1 ; i  son t  respec t i vement  l es  re la t i ons  de  conséquence  du  ca l_cu l
c e s  p r o p o s i t i o n s  c l a s s i q u e  ,  d u  c a 1 c u l  d e s  p r o p o s i t i o n s  i n t u i t i o n n i s t e ,
cu  ca lcu l  des  p réd ica ts  c lass ique  ,  du  ca lcu l  des  p réd i - ca ts  i n tu i t i onn is te ,
J e  I a r i t h m é t i q u e  c r a s s i q u e ,  d e  I ' a r i t h m é t i q u e  l n t u i t i o n n i s t e .

Les  deux  lemmes  techn iques

-es  vé r i f i ca t i ons  nécessa i res  oour
t raduc t ions  gue  nous  env isagerons .

qu i  su i ven t  pe rmet ten t  de  s imp l i f i e r

é tab l i r  l a  p lupar t  des  p rop r ié tés  des

Lemme L .  So i .en t  une  t raduc t ion  x
fa i san t  1es  cond i t tons  su ivan tes

var iab le  x  :

et  un ensemble A de forrnules sat ls-

pour  tou tes  fo rmu les  p  e t  e  e t  pour  tou te

i t l  A 7 
-7 -7 p* --  p* pour p atomique

( . 2 )  A 7 0 e 1 * < - ) - 7 p b
( : l  A 7 ( n n  e ) * 4 e p r t n  q r r
( a l  A  7 ( n  v  q 1 r . - + t ( z p * n l 8 # )

!ut  
L tTna*-* Q* enrraîne A tT tzfp - ,  q) t - ,  (p ---  s)*

( o )  A ? ( J ' e ) * o o T V x z p *
(. t )  A ry 7rp*+pf,  entraîne zt(*)r  -  (  Vre)x .
Alo rs ,  pour  tou tes  fo rmu les f ,

Ah 77P.F-- px.
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Démonstrat ion.On démontre "  Af-71Px + P* '  par induct ion sur la forme de p

I f )  donne  I ,é tape  a tomique .

S i  P  es t  de  la  fo rme -78 ,  e  y  R  ou  ! xe ,  Ie  résu l ta t  s ' ch t i en tsans

hypo thèse  d r tnduc t lon  à  pa r t i r  de  (z ) ,  (a )  ou  (o ) .

s i  P  s s t  d e  r a  f o r m s  E - + R  o u  V x  g ,  o n  a p p l l q u e  ( s )  o u  ( z ) .

Finalement,  s i  P est  de Ia forme I  ^  R,  on a :  .

L, 1n(ana),x-  ?t  t7(gx a n*)  par (a),
<-+ z7q* A 1:7Rx.,

< -+  Q*n  gx  pa r  I ' hypo thèse  d ' i nduc t ion ,

<..  (e n n1x pàr (s) .

Lenme 2.  Solent  une t raduct lon *  et  un ensemble 4 sat is fa isant  les

cond i t i ons  du  le rnme (1 )  e t  de  p lus ,  pour  tous  p ,  g ,  x ,  t

(e) 4 I 7z{p.? oft<- (znx -+ zzo*)
( s J  ô  l -  S x z E * è 7 ( V x e ) *
( fO)s f  x  n ra  pas  d roccurences  l i b res  dans  p ,  a lo rs  x  n ,a  pas

droccurences l ibres dans pf

( r r ) s i  t  es t  l i b re  pour  x  dans  p ,  a lo rs  t  es t  t i b re  pour  x  dans

FdÉ.

Alors,  pour tout  ensemble r  de formules,  i -  tP entraîne

f-*vA h pI.
L

0émonstrat ion. Par inductlon sur la démonstrat ion (classlque) ae n a
partlr de f .

sl P€ /? , alors p)Ê e f/' et de 1à lf u A Eprç.
s i  P est  un ax iome crass ique,  on prouve que At=pk ;  i r  en résuI te  que

[ - *  u A l = p * .

Nous envisageons cl-dessous la plupart des cas, Iaissant Ia véri f icat ion
des autres au lecteur.

Sl P est de la forme A -+ (n - O), on a :

f  Zz.0r - ( tza* -+ 7z B*J,

A  r y - 7 7 ( a  - ( R - " s ) ) r  p a r  ( e ) ,
A t .  (e  -+  (n- r  A) ) ' (  par  Ie  lemme l - .

t -



e  p .  S i  P  e s t  d e  I a  f o r m e  A  - - : ( n - + g  n  R J ,  o n  a  :
t-.- 77e* --, (-nno - 77(Ax ^ R*) ) ,

A  A '77  e * -+  ( ' t z r { .  ) 77 (s  ^  npe )  pa r  [ s ) ,
et on achève par (e) et Ie lemme I comme cj_-dessus.

Sj-  P est  de la forme O .- r  [A V B) ,  on a :

l :  7ZR* - r  772(7e t  ^  zR{ ) ,

A  ç  77e* -+  zz (a  y  BJ f f  pa r  (a ) ,

e t  on  achève  pa r  [e )  e t  1e  lemme I .

L e  c a s  d e  l r a x i o m e  c l a s s i q u e ' 1 7  8 - t  I  n ' o f f r e  p a s  d e  d i f f i c u l t é s
ra r t i cu l i è res ,  ca r  (ZJ  en t ra îne  :

A ,t (zzo)*<- 77 qte.

s i  P  es t  de  ra  fo rme e t  -+  Sxex  (avec  t  l i b re  pour  x  dans  g ) ,

rn  a  :  ry  Vx- tex* - -ze t r  par  ( t t ) ,
tf tz Qt* --+-777 VxzoxÉ,

/\ y zz et* + tt (a xox)t
e t  on  achève  pa r  (e )  e t  l e  l emme l .

S i  P  e s t  d e  I a  f o r m e  V x e x - - - r e t  ( a v e c  t  l i b r e  p o u r  x  d a n s  q ) ,

rn a :  A r ,  Jx 7ExÉ* z (  VxaxJ* par (g)  ,

I  78 tx ' - - - r  l x78x*  pa r  ( t t )  ,
A  t -  Te t r t  -7  (  VxRx) * ,

A  t - ;  n (  V x o x ) r  - 7 7 8 t { ,

e t  on  achève  pa r  (A )  e t  l e  l emme 1 .

r l  nous reste à envisager 1es cas où p est  obtenu par Ies
règ1es  de  dé r i va t ion .

S i  P  es t  ob tenu  pa r  l a  règ1e  d r ln t roduc t ion  du  quan t i f i ca teu r

e x i s t e n t i e l ,  l r h y p o t h è s e  d r i n d u c t i o n  e s t  d u  t y p e

7"u A 1(or  - -  B)x,
d r o ù  l r o n  t i r e  :

l - *u  A t - :72(gx. -R)( ,

f  
* u  A  fTzQx*=+  77R*  pa r  ( e ) ,

l-*u A l-:-l Rfr-+ zgx'*,



I t *u A 
T 1A* --Vx: ,€,x* par ( to) ,

l a *u  A  f f  777  Vx rQx*  + -77R* ,

f -*u A V 
-r7 (  J"q")*  - r  77 Rx par (o) ,

e t  l ron  achève  pa r  (e )  e t  I e  l emme 1 .

Le cas où P est  obtenu par la règIe de modus po i€ns se t ra i te

de façon plus s imple encore,  en appl lquant (a)  et  le lernme I .

Final ,ement,  s l  P est  obtenu par 1a règle dr introduct ion du quant i f ica-

teu r  unLverse l ,  1 'hypo thàse  d r induc t ion  es t  du  t ype  :

t - * u A  7  ( o - R " ) * ,
d t o ù  l r o n  t i r e  :

l-*u Â \.-t1 (rr -+ n,. )f
fa*u A l '77ar  +-77Rx* par  (a)  ,

f*U A E-ng* --r BxÈ par Ie lemme 1,

/ - *u  ^  f  
' nEF- ,  

V *Rx tpa r  ( t o ) ,

{ n u a  l : . T l f t +  7 7 V x R x ' x ,

e t  on achève par  (e)  e t  Ie  lemme L.

Volc i  quelques exempLes de " t raduct ion".

EÆI ,PLE 1 .  La  t raduc t lom dé f ln ie  pour  tou t  P  pa r  P*  * -7 -7P t ,

où P I  est  déf ln le lnduct ivement selon la forme de P par les c lauses :

P t * P p o u r P a t o m l q u e ,

t r e ) , 1 8 , ,
( e  n  n 1 r  =  8 ' ^  H ' ,
( O v n 1  ' = 8 ' v  R ' ,
( o + n 1  ' = 8 ' - R ' ,

( 3  x  o ) '  = 3 x Q ' ,
( V x O ) ' o 7  3 x ? Q ' .

On vér i f le que cet te t raduct ion sat is fa i t  toutes 1es condi t ions

des lemmes pour A = 6.

On en déduira immédiatement Ie résul tat  (e) .  Ue résul tat  (n)

vaut  ausst  s l  I 'on consldère le calcul  proposi t ionnel  comme un cas

dégénéré  de  ca fcu l  des  p réd ica ts  [où  1 'ensemb le  des  va r lab les  es t  v ide )  ;

on retrouve l -c l  Ie théorème de 1a double négat lon 3

t-r- p ztl !-ntp
FC FL



l c a r  d a n s  c e  c a s  p '  =  p J .

un  co ro l l a i re  de  ce  g€ tn re  de  résu l ta ts  es t  r ,  équ icons is tance
des  ca lcu rs  de  p ropos i t i ons  (ou  des  ca rcu rs  de  p réd ica ts ]  c lass ique
e t  i n tu i t l onn is te  ;  en  e f fe t ,  s i  p  n  7p  é ta i t  une  théorème c lass ique ,
(e  n  ze ) * ,  à  savo i r  -77 (p '  

, r  - t  p ' )  en  ss ra i t  un  du  sys tème in tu i t i on -
n i s te  co r respondan t .

I )GMFLE 2 .  La  t raduc t ion  p*  dé f in ie  i nduc t i vement
:a r  l es  c lauses  :

P * = P p o u r p a t o m l q u e

( z o ) x = 7 8 *

( O  a  n ) Ë  =  Q * n  R r
(o v p1x = t (7 l*n 7Rf,)
(a -+ n1r = Q* --;, RF
( 3 x Q J * = 7  V x z R f ,
(  Vxo)*  =  Vxq*

On vé r i f i r  que  ce t te  t raduc t ion  sa t i s fa i t
des  lemmes  pour  A  = {zz  g  -  A l0  a tomique} .

O n  e n  d é d u i t  a u s s i

l-- P ---.>' P c

0n  en  dédu i t  que  pour  tou t

0n  peu t  é tab l i r  1e  résu l ta t
Jés ignan t  I ' ensemb le  des  ax iomes  de

/ -k P
l * u  A r * u A  l - : -

--, 1-*ur Ar ,-, À :
--_, l-* u Ar F____ 

L

t

---t l-- 
* 

L- '>*-  ' a t  |  '
r ésu l ta t  en t ra îne  l ' équ icons is tance

d e  1 ' a r i t h m é t i q u e  i n t u i t i o n n i s t e .

pour P sans autres connecteurs que A et  I  ,

P "

s e l o n  l a  f o r m e  d e  p

t ou tes  les  cond i t i ons

T  ,  f - , zp [ - * u A  I  P *  t ' r z ] .

g u e

t---
Y .

[ C )  p a r  1 ' a r g u m e n t  s u i v a n t ,

l -  'ar t lomét i  que :

Ar

. , 4
t  

- v

^ !

e r  p a r  ( r z )

Pf ,  ( ca r  A r  F ;  A r * )

e *  ( c a r  A r  r . -  À  )

de  I  ra r i t hmét ique  
c lass ioue



E)GIFLE 3.  La t raduct ion P* déf j -n ie par les mêmes c lauses que ceL1es
de  l rexemp le  2  sau f

(e  - -B)*  =  z (oË^  7  RxJ .

On vér'Lf ia que cette traductlon satisfait  toutes les condlt ions
des renmcs pour  A = 1- r7g-+ eJQ atomiaue j  .  0n é tab l i t  te  résur ta t
(C) ,  comma c l -dessus.  On a auss i  le  résu l ta t  (n)  pour  V = f i ,  en
uti l i .sant Ia darnièru r"marque de lrexemple 1.

Ê)GMPLE 4.  La t raduct lon p* i7 obtenue à part l r  de la t raduct ion p*

de l rexempre 2 en remplaçant dans p* chaque formure atomique par sa
doub le  néga t ion .

0n véri f le que cette traductlon satisfait  toutes Ies condit ions
des lemmes pour  A = 6 ,  0n étab l i t  les  résu l ta ts  (n) ,  (e l  e t  (CJ pour
tou t  l - .

Cet  exemp le  admet  p lus ieu rs  va r ian tes .

E)GI,PLE 5.  La t raduct ion p+i  aer in ie induct ivement par res c lauses :

P * = P p o u r P a t o m i q u e

(zo)* - Tgrr
(0 n n1x = 8*n Px
(a v nJ,t = -z (zO* ̂  7#)
(e -t n)* = z(8* ^ 7R)t)
( -3 xe)* = z VxTQ*
( V xe)* = -7 1x78rç .

Gette t raduct lon vér i f ie toutes les c lauses des lemmes pour

A  -  9 ,  s a u f  ( t ) ,  o n  m o d i f i e  l a  c o n c l u s i o n  d u  1 e m m e  ( f )  e n  :

t Z P  - >  
E r t p * - - - p *

et ss démonstrat ion en prouvant cet te assert ion par induct ion sur Ia
forme de P.  De même on modi . f ie ra concrusion du lemme 2 en :

b P ----> 
Vr*

et la démonstrat ion subsiste moyennant quelques adaptat ions évidentes.

Pour une dlscussi .on des avantages de cet te t raduct ion,  voir  [ .2] .


