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Deux parties dans cet exposé donneront des indications sur 1'en-
semble des théges de la logique intuitionniste. La premigre reprend
le systéme formel (de type hilbertien) de Kleene; des tableaux indi-
Queront certaines implications démontrables dans ce systéme; une im—
plication non retournéde n'est pas démontrable en général dans le systéme,
La deuxiéme montre en quel sens des transformations du type "double
négation" permettent de plonger la logique classigue dans la logique
intuitionniste : elle est basde sur Cl] pp. 492 ss et [2].

I. Quelgues theses de la logique intuitionniste.

Voici le systéme décrit par Kleene.

a) Pour le calcul des propositions :
P—{a—-p)
(P>8) = ((F—(a—R))— (P A))
P, P—>q
Q
P—(a—=pPna Q)
Paa-rp
PA Q@-Q
P—-pPv Qg
Q->PvaQ
(P—R)— ((a—R) — (Pv Q »R))
(P—@a) > ((P—va) -7p)
(7P —>( P=Q )



b) Pour le calcul des prédicats : a) et :
g - P(x) A *
Q- ¥xP(x)
¥V xP(x) > p(t)
P(x)— @
IxpP(x)—a
P(t) - I x P(x)

avec les restrictions classiques sur x et t.

c) Pour l'arithmétigue: a), b) et :

P(o) a ¥x (P(x)— P(x')) = P(x)

X' e y'> x =y

7 X' =0
Xeyo(x=z>5ya2)
X=y-—>x'"=y'

X+ 0= x
x+y' = (xey)
X.0 = 0

X.y' = X,y + %X

Les systémes classiques correspondants s'obtiennent par 1'adjonction
du schéma :

TIP—P

A noter que ceci affecte directement le caractére intuitionniste
de la négation meis aussi celui du quantificateur universel, car
ajouter

77 P(x) = P(x)
revient a ajouter

VY x(77p(x) —P(x)),
d'ol 1'on déduira

Vx 77 P(x)—> ¥x P(x),
écrasant ainsi les différences que 1l'intuitionnisme met entre V"n, 77V

et V.

Voici quelques tableaux qui éclairent surtout le comportement
de la négation. Pour d'autres théorzmes, voir [1].
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ITI. Plongements des systémes classigues dans les syst&mes intuitionnistes
Correspondants.

Le prototype de ces plongements est la transformation de double
négation : si P est un théoréme du calcul propositionnel classigue,
77 P est un théoréme du calcul propositionnel intuitionniste. Plus géné-
ralement, on associe & chaque formule P une formule P¥ (que nous appelle-
rons ci-dessous sa "traduction") et on essaie de prouver des résultats

du type :

%
(A M—p entratne [ }FL— p*
(8) " P entratne [* = p¥

o

c
() [711;—5- P entraine F*Ez- Py

st [ est 1'ensemble des traductions des formules de | = et llj,z e

=, }L—,r;?)(j]—[ sont respectivement les relations de conséquence du calcul

des propositions classique , du calcul des propositions intuitionniste,

Cu calcul des prédicats classique , du calcul des prédicats intuitionniste,

de 1'arithmétique classique, de 1l'arithmétique intuitionniste.

Les deux lemmes technigues qui suivent permettent de simplifier
Zes vérifications nécessaires pour établir la plupart des propriétés des

traductions que nous envisagerons,

Lemme 1. Soient une traduction % et un ensemble A de formules satis-
faisant les conditions suivantes pour toutes formules P et Q et pour toute

variable x :

(1) N }L- 77 pF 5 p* pour P atomique
(2) A )7(7P)* 7P
(3) A (Pa @)ffesr pX 4 a*
(4) D (P Vv )k 7(7P* 4 7a%)
(8) A I=77@% > @* entrafne A =77(P— Q) (P —>a)"
(6) &= (@) 57 Vx7p*
(72) & b 71P% 5 pr entrafne 770 )* = ( VP )%
Alors, pour toutes formulesP,
Arz77p,*—> L



Démonstration.On démontre " AI—L~77P*—>P"‘" par induction sur la forme de F

(1) donne 1'é&tape atomique.
5i P est de 1a forme -78, @ v R ou 3xQ, le résultat s'ohtientsans
hypothése d'induction & partir de (2), (4) ou (6).
8i P est de la forme @ —R ou ¥x Q, on applique (5) ou (7).
Finalement, si P est de la forme Q@ A R, on a : -
O £ 77(8AR)Y €2 77(a% A R¥)  par (3),
<> 77@% A 17R¥,
< Q@A R¥* par 1'hypothése d'induction,
<« (@ A R)X par (3).

Lemme 2. Soient une traduction % et un ensemble A satisfaisant les
conditions du lemme (1) et de plus, pour tous P, @, x, t
(8) A 77(P - @)% (77P% > 770%)
(9) O Fxa*->7(V @)
(10)si x n'a pas d'occurences libres dans P, alors x n'a pas
d'occurences libres dans P*
(ll)si t est libre pour x dans P, alors t est libre pour x dans

P,

Alors, pour tout ensemble I™ de formules, r'lgf entraine
A = P,

Démonstration. Par induction sur la démonstration (classique) de P a
partir de [ .

51 Pe[7, alors P¥ ¢ [* et de 12 [™uA X,

Si P est un axiome classique, on prouve queAIf- p¥* + 11 en résulte que

M X uA X,

Nous envisageons ci-dessous la plupart des cas, laissant la vérification

des autres au lecteur,

S§i P est de la forme @ - (R —»Q), on a :
777-9* > (77R% > 770*),
A 77 (a - (AR—>Q))* par (8),
A I—L' (@a— (r- a))* par le lemme 1,



e P,

S5i P est de la forme @ - (R—>Q A R), on a :
1=778% = (778" - 17(a% A R¥)),
A 777 @ (77R > 77(@ A RY)  par (3),

et on achéve par (8) et le lemme 1 comme ci-dessus.

Si P est de la forme @ —(Q@ V R), on a :
 778% > 772(70% A 7R%),
A 5 776%5 77(Q v R par (4),

et on achéve par (8) et le lemme 1.

Le cas de 1'axiome classique 77 Q@ - Q n'offre pas de difficultés
particuliéres, car (2) entrafne :

A= (770)%< 77 @X,

51 P est de 1a forme @t - I xQx (avec t libre pour x dans Q),
on a : [—L,— Vx 7ax*- 7 qat* par (11),
b 77 Q% =777 VxzaxX,
A 770 5 77 (3 xax)”

2t on achéve par (8) et le lemms 1.

81 P est de la forme VxQx—?Qt (avec t libre pour x dans Q),
ina A f—:ﬂx 78x%* > 7( Vxax*  par (9),
= 7t 5 Fx7ax* par (11),
A = 78t* 57 ( ¥xax)%,
A 77( YV xax)¥* - 776%,

et on achéve par (8) et le lemme 1.

I1 nous reste & envisager les cas oy P est obtenu par les
régles de dérivation.

Si P est obtenu par la régle d'introduction du quantificateur

existentiel, 1'hypothdse d'induction est du type

™y A = (ax - R)*%,
d'oli 1'on tire :
™u A =77(ax »QH]*,
M u & I=77Qx* > 77R* par (8),
MU & =7 % 7ax%,



m*y AIT 7R% »V¥x7Ax¥ par (10),

U A 777 V x78@x* > 77R%,

™u A = 77( 3 xax)* - 77 A¥ par (6),
et 1'on achéve par (8) et le lemme 1.

Le cas ol P est obtenu par la régle de modus po~8ns se traite
de fagon plus simple encore, en appliquant (8] et le lemme 1,
Finalement, si P est obtenu par la régle d'introduction du guantifica-
teur universel, 1'hypothése d'induction est du type :

MuA (8- 8x)s,
d'ol 1'on tire :
Mud £77. (A= Ax))
M™ua k= 77Q% > 71Rx* par (8),

M™u & £778% - Ax*  par le lemme 1,

MU 4 k£ 778% > ¥ xAx™ par (10),
MU A k& 778% = 77 VxAx¥,

et on achiéve par (8) et le lemme 1.

Voici quelgques exemples de “"traduction”.

EXEMPLE 1. La traductionx définie pour tout P par P¥ «927P°',

ol P' est définie inductivement selon la forme de P par les clauses
P' = P pour P atomigue,
tza)' =7a',
(aAR)'=Q'A R',
(avaR)'=a'v A,
(@-R)' = @' —»n",
(F x q)* =39xar,
(¥xa)' = 73x7a".

On vérifie que cette traduction satisfait toutes les conditions
des lemmes pour A = @.

On en déduira immédiatement le résultat (B). Le résultat (A)
vaut aussi si 1'on considére le calcul propositionnel comme un cas

dégénéré de calcul des prédicats {ol 1'ensemble des variables est vide) ;
on retrouve ici le théoréme de la double négation :

_
!—'thP — 771 FTIP



(car dans ce cas P' = P),

Un corcllaeire de ce genre de résultats est 1'équiconsistance

des calculs de propositions (ou des calculs de prédicats) classique

et intuitionniste i en effet, si PA 7P était une théoréme classique,
(P A 7P,

& savoir 77(P' A 7P') en serait un du systéme intuition-
niste correspondant.

On en déduit aussi que pour P sans autres connecteurs que A et7,

P = P

EXEMPLE 2. La traduction
Jar les clauses :
p¥*

P* définie inductivement selon la forme de P

= P pour P atomique
(7 ) =7 q*

(8 A R)* = @* A R*

(@ v R)* = 7(78* A TR
(@ = R)* - g% g*
(Fx) =5 ¥xa*

( Vxa)* = ¥ x@*

On vérifie gue cette traduction satisfait toutes les conditions
-

des lemmes pour A ={77 Q@ Q[Q@ atomigue}.

%
On en déduit gque pour tout [ , F!;'P — v L P*(IZ\,.

On peut établir le résultat (C) par l'argument suivant, Ar

désignant l'ensemble des axiomes de 1'arthmétique :

MNP — Muar = P
— ™o ars o A = pX par (12)
~— [Uar ¢ A = P* (car Ar = Ar*)
- ™uar = P¥* (car Ar =A )

Ce résultat entrafne 1'équiconsistance de 1'arithmétique classique

et de 1'arithmétique intuitionniste.
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EXEMPLE 3, La traduction P* définie par les mémes clauses que celles
de 1l'exemple 2 sauf

(@ ->R)* = 7(a% A 7 R¥).

On vérifie que cette traduction satisfait toutes les conditions
des lemmes pour A\ = {'77Q'ﬁ‘919 atomique}. On établit le résultat
(C], comme ci-dessus., On a aussi le résultat (A) pour M= @, en

utilisant la dernidre remarque de 1l'exemple 1,

EXEMPLE 4, La traduction PXY7 obtenue & partir de la traduction P*

de 1'exemple 2 en remplagant dans P* chague formule atomique par sa
dauble négation.

On vérifie que cette traduction satisfait toutes les conditions

des lemmes pour A = @, On établit les résultats (A), (B) et (G) pour
tout [,

Cet exemple admet plusieurs variantes.
EXEMPLE 5. La traduction PX définie inductivement par les clauses :

P¥ = P pour P atomigue

(za)* = 7@*

(@ A R* = @%a R*

(@ vR)* = 7(7Q* A 7R%)
(a =Ry = 7(a@* A 78%)

( 3xA)* = 7 ¥ x70*

( ¥xa)* = 7 J x7a% .

Cette traduction vérifie toutes les clauses des lemmes pour
JANI @, sauf (1], On modifie la conclusion du lemme (1) en
b P — = 7P* - p%
et sa démonstration en prouvant cette assertion par induction sur la
forme de P, De méme on modifie la conclusion du lemme 2 en :
il o — ﬁ;P*'
et la démonstration subsiste moyennant quelques adaptations évidentes.

Pour une discussion des avantages de cette traduction, voir [2].



