Logique propositionnelle intuitionniste et forcing

J. DRABBE,

1. Terminoclogie et notations

Les notations et la terminologie non explicitées sont celles
des notes "Une présentation topologique du calcul propositiornel

intuitionniste".

Nous noterons toujours un espace topologique sous la forme
E, G ot E désigne 1l'ensemble des "points" de 1'espace considéré

et & 1'ensemble des parties ouvertes (de E).

L'espace topologique usuel des réels est noté IR)?;M
2. Nous nous proposons de montrer que si -,F est une formule (du
calcul propositionnel intuitionniste) qui n'est pas une tautologie
intuitionniste, alors il existe un espace topologique fini E, %

tel gue (f) n'est pas une E, & -tautologie.

Proposition 1 : 81 (.F n'est pas une tautologie intuitionniste,

alors, il existe une topologie ‘2; sur [R telle que :

& est finie ;

clv n'est pas une er@ - tautologie.
Démggﬁzgtiog :
si }0(;)],---- R pn), (avec 1la notation usuelle qui prévoit que
toutes les variables propositionnelles figurant dans u'o sont
dans la liste Py " pn) n'est pas une tautologie intuitionniste,

alors, il existe des ouverts

Ajyenan, Ag (de m,(gus)tels que

apmltu(/\j. e AR
Soit zle plus petit ensemble de parties de R tel que
G comprend ¢ et IR

T > -\f;m)tus(;\], ceees A) [ § est formule partie de 70}
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VX, YeT XuYeT e XnYe®.

Il est aisé de vérifier que % “est un ensemble fini (ceci

résulte des propriétés de distributivité de U,f1 ).

Trivialement IR,'@ est un espace topologique et une induction
régulidre sur la complexité des sous-formules de (p permet de

démontrer que pour toute sous-formule t/l/ de (,7 :

(Ayyeeey A = ( (A;, veevy AL
%@u 1 TN %&@ 1 n

En particulier, CIDR”G (Al' . An) n'est pas une R,'z:)
=tautologie. ’

Proposition 2. Supposons que E, & so0it un espace topologique tel

que G soit fini. Alors, il existe un espace topologique fini E’.", %’*
tel que les structures

x .
(z’;’\/’/\s/’_’) et(g’ovy/\v/’_’)

soient isomorphes (notations : voir page 13 de l'article cité

précédemment).

Démonstration : Définissons la relation d'équivalence = sur
E par
x=y ssi VX e G x € Xy &X.

Soit x la classe d'équivalence de x € E par =.

Notons f la fonction de domaine ?5 telle que pour tout Xé(g,
£(x) = {x | x e x}.
Posons Ex = f (E)

- |20 | xeT) .

[\

PP - * * Lz —
On vérifie aisément que E-«, el les propriétés souhaitées.

Corollaire 3 : Pour toute telle que (,Fn'est pas _une

tautologie intuitionniste, un espace topologique fini

e I, &~ tautologie.

1

E, T tel que <f1 n'est pas u




ra

%, Nous nous proposons d'établir une amélioration du corollaire 3.

Rappelons qu'a tout ordonné E, < on peut associer un espace topo-
logique noté E,%; dont la topologie %‘( admet une base d'ouverts
formée par toutes les sections initiales de E, < (une section ini-

tiale de E,< est une partie A de E telle que
Vx,y € E X<y €A = x & .
Définition : Un ouvert A d'un espace topologiqwe E. G sera dit

irréductible ssi A £ f et

VB,ceclG A= BUC = A=B ou=C.

Propriété élémentaire : Si A, B, C sont des ouverts de E, T et si

A est irréductible, alors

ACBUC = AcCB ou A &C

Vérification :

A=(BUCIN A= (Bn A) TU(Cn 4.
Comme A est irréductible A = BN A ou A= CN A ;

par conséquent A < BouAdA < C.

Proposition 4 :
Pour tout espace topologique fini E, © il existe un ordonné fini

J, & et un morphisme Q_dg_ (?;,\/’/\)’/—P) dans (Z:, v)/\)’,—y)
tel que pour tout A € G
H)y =9 = 4a-=E.

(La proposition pourrait &tre formulée de maniére plus fine en
exigeant que 9 soit un isomorphisme, mais nous n'aurons besoin que

de la forme faible indiquée).

9%992525?2392 : soit J, £ l'ensemble des ouverts irréductibles
de E, & ordonné par 1'inclusion ensembliste.
Posons (pour A € G )
B = {pe g D < A_}.
Les propriétés suivantes sont triviales :
Pour tout A, B Q(G -

. B(A) est une section de J, < (et donc un ouvert de J, Cc )
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. Buans)y=9wmn @ ;
.G ude cfkus)
. 8w = p.

On a également,

. auB)c®r) UG (B) car si D est irréductible et
DCATUB, alors D<A ou DB (propriété élémentaire, page 21).

D'autre part,

. 6(a—>3B =8 > &®).

En effet, il suffit de montrer que pour tout D irréductible,
D cint (- A UB) ssiDe(a)—» @()

C'est-a-dire, pour tout D irréductible,

D<int (-AUB) ssi VDL .4 ©D D' e -8 vd®m

= : 8l D'yozg. <D et D' € O (a)
alors D' (- A U B)Nn A et donc D' « B.

& : considérons l'ouvert D/ A.

(i) si DN A = P, alors DC - A et donc D € int (-A U B).
(ii) si DNA est irréductible, alors DN A < B et trivialement
D << int (-A U B).
(iii) si DN A n'est ni irréductible, ni vide, alors DN A est
une réunion finie d'ouverts irréductibles Dy U... U Dy
Comme tous les D: €< B, on olient D . NA < B et dés
lors D < int (- 4 U B).

I1 est trivial que

. @) = (BA)) car 4t = 1> g,

P

Finalement e(A) = J entrafrze zue 41 = E car tout ouvert est

uctibles qu'il contient.

réunion de tous les ouver



Corollaire 5 @

Pour toute formule ‘f’ telle que (,0 n'est pas une tautologie intui-

tionniste, il existe un ordonné fini J,&tel que gf n'est pas une

J, (C< - tautologie.

Un examen attentif des démonstrations des propositions 1, 2 et b
permet d'obtenir récursivement une limitation supérieure sur le

cardinal de J, & partir de Lf .

Remargue 6 : la proposition 4 peut &tre améliorée en exigemnt que
J, < soit un ordonné maximé (si J,< n'admet pas d'élément maximum,
prolonger. J, <& de maniére naturelle en adjoignant un maximum;

le calcul est régulier).

L. McKinsey et Tarski ont établi (Annals of Math. 47 ( 1946),
pages 122-162) le résultat :

Théoréme 7 : Pour toute formule c( , si pour tout espace topologique

fini E,'Z;,crest une E,(G - tautologie, alors, (f) est une tautologie

intuitionniste.

On en déduit aisément (en utilisant une généralisation immédiate

de la proposition 1) :

Théoréme 8 : pour toute formule rf , les propriétés suivantes sont

équivalentes :

(a) est une tautologie intuitionniste;

(b) pour tout espace topologique E,t ({; est une E, & -tautologiej

(¢) pour tout espace topologigue fini E, & ‘(est une E, & -tautologie
k)

(e) pour tout ordonné fini J,< Waest une J, £ -tautologie.

5. Topologie des sections initiales et forcing.

Soient P, < un ordonné maximé et v une fonction de l'ensemble

des variables propositionnelles dans l'ensemble des ouverts de P,%;.
v détermine évidemment urne valuation topologigue (que nous notons
encore v) de l'ensemble ces formules du calcul propositionnel

dans l'ensemble des ouverts de P,2;< vérifiant
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v(nguf/) v((f)\/v(‘f')
v(ka'f/)zv(\f)/\V(k[/)
v(ff%f)=v(<f))—9 v(‘f/)
v (~<l0 ) = (v(‘f)),'-

Pour p € P, formule du calcul propositionnel intuitionniste,

définissons H7 (que nous noterons plus simplement H—) par )
P H—Lf ssi pE V(T) (lire "p force (r" pour pﬂ-‘f).

Proposition 9 :
Pour tout p, q € P, pour toute formule ‘f’)“'

(1) ( pH——?) et q<p) = q H=p

(ii) p n——«fw}z ssi pH#-p ou p ¢

(iii) py— gr/\g}/ ssi P #—p et p H——’b

(iv) p-~g ssi Ya<p qwre

(v)  ph-¢ayp ssi  Va<p (g = = ai—¢)
(vi) On ne peut avoir p = et p H——N(f

(vii) pour toute tautologie intuitionniste ¢ pr—(f?.

Vérification :

(i) résulte du fait que v (lP) est un ouvert de P,?: .
(ii) et (iii) sont triviales.
(iv) p H-~'@ ssi pev (N(f?) ssi p € (CF(V))'
ssi péint (—v((f)) ssi Vqgp g ¢ v (Y?)
ssi Vg« p qu*f-
(v) pH——Lf=))0 ssi p € int ('V((f) U v(§))
ssi ¥as<p q€-v(@ Uv{) esi
Sp(qev(?)#qev(}b)) ssi
Va<rp (qa b=y 54 =
(vi) est alors triviaie.

(vii) est une conséquence immédiate du théoréme 8.

Remarque : Notons 1 le maximum de 34 . 0On a alors
(Vperpr P H—ﬁo) ssi o H—-tlp

(en vertu de la proposition o(i'".

Notons p TR ?9 pour p H'—er(f.
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Proposition 10 :
pour tout p € P, pour tcute formule<f :

(1) » =@ =P W

(ii) pH—NL]D ssi p H—"*NLF

(1i1) p WS pa ¢ ssi p w* @ et p WEY

(iv) si %) est une tautologie classique, alors 4I+iif

Vérification :

(i), (ii) et (iii) : utiliser les propriétés de L décrites page
“2,dans l'article "Une présentation topologique du calcul pro-

positionnel intuitionniste'.

(iv) Gonséquence triviale du théoréme de Glivenko et du théoréme 8.

Remarque 11 :

en utilisant le théoréme 8, il est aisé d'obtenir une caractérisation

des tautologies intuitionnistes en termes de forcing.



