
L o g i q u e  p r o p o s i t i o n n e l l e  i n t u i t i o n n i s t e  e t  f o r c i n q

J. DRABBE.

1 .  Te r rn ino log ie  e t  no ta t i ons

Les  no ta t i ons  e t  l a  te rm ino log ie  non  exp r i c i t ées  son t  ce I1es

des  no tes  "une  p résen ta t i on  topo log ique  du  ca lcu l  p ropos i t i onner

in tu i  t i onn i  s te , ,  .

Nous  no te rons  tou jou rs  un  espace  topo log ique  sous  la  fo rme

E r ë  o ù  E  d é s i g n e  l r e n s e m b l e  d e s  " p o i n t s "  d e  I , e s p a c e  c o n s i . d é r é

e t  6  1 ' e n s e m b l e  d e s  p a r t i e s  o u v e r t e s  ( a e  e ) .

L 'espace  topo log ique  usue l  des  rée1s  es t  no té

2 .  Nous  nous  p roposons  de  mon t re r  que  s i  t (  es t  une  fo rmu le  (du

ca lcu1  p ropos i t i onne l  i n tu i t i onn is te )  qu i  n 'es t  pas  une  tau to rog ie

i n t u i t i o n n i s t e ,  a l o r s  i l  e x i s t e  u n  e s p a c e  t o p o l o g i q u e  f i n i  É r E

t e l -  q u e  
f  

n r e s t  p a s  u n e  E ,  E  - t a u t o l o g i e .

P r o p o s i t i o n  I  :  s i  L p  n ' e s t  p a s  u n e  t a u t o l o g i e  i n t u i t i o n n i s t e

a lo rs ,  1 l  ex i s te  une  topo log ie  f ,  = r "  f i  t e l l e  que  :

6  es t  f i n le  ;

L . l  n ' e s t  p a s  u n e fR. ,G -  tauto log ie .

DÉgglglrcttgl :

s i  I  G l  ,  p n ) ,  ( a v e c  l a  n o t a t i o n  u s u e l l e  q u i  p r é v o i t  q u e
I

tou tes  l -es  va r iab les  p ropos i - t i onne l l es  f i gu ran t  dans  , (  son t

d a n s  l a  l i s t e  p 1 r ' . .  r  p n )  n ' e s t  p a s  u n e  t a u t o l o g i e  i n t u i t i o n n i s t e ,

a lo rs ,  i - l  ex i s te  des  ouver t s

A r , . . . . ,  R n  ( o e  R , E u ,  )  t e l s  q u e

Y'^,3^(ot"  " "  An)  I  fR
So i t  61e  p lus  pe t i t  ensemb le  de  pa r t i es  de  R  te l  que

G comprend f et IR

G -  I  f 'n ,e, r (o, - ' ,  
. . . . ,  An)  

I  V 
est  formure par t ie  a"  yJ

{R ,Eu,
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vv  YeE  xuYeE  e t  xnYeEV  . \ )

I I  es t  a isé de vér i f ie r  que 6 est  un ensemble f in i  (cec i

résu l te  des propr ié tés de d is t r ibut iv i té  de U, f l  ) .

Tr lv la lement  IR,  % est  un espace topolog ique et  une induct ion

réguIlère sur la complexité des sous-formules de 
? 

permet de

démontrer que pour toute sous-formule V d" I  :
t t

, b ^ " -  ( A : , . . . ,  A n )  =  
f o , ï a  

( A . 1 ,  . . . . ,  A n ) .
I  tK )( ' tÆ

En par t lcu l ier  t  ,n  (  d
î rR.U 

' ' '1  '  '  '  '  '  AnJ n 'est  pas une l 'R 

"ë
-tautologie. /

Proposit ion 2. lgpggggry- E, é soit  un espace topologique tel

que so i t  f ln1.  A lors ,  i l  ex is te  un espace topolog ique f in i  E*r6*

te l  que l -es  s t ructures

( G ,  V r A  , ' , + )  e t  ( 6 T ,  v , , / \ , ' r  - + )

so ien t  i somorphes  (no ta t i ons  :  vo i r  page  13  de  l r a r t i c l e  c i t é

précédemment  )  .

PÉgggg! f3 !193 :  Déf in issons 1a re la t ion dréquiva lence _ sur

E par

x = y  s s i  V x  e %  x  €  x ë ,  € x .

S o i t  ë  l a  c l a s s e  d f é q u i v a l e n c e  d e  x  €  E  p a r  É .

No tons  f  l a  f onc t i on  de  doma ine  6  t e l 1e  que  pou r  t ou t  X  eE ,

f  ( x )  =  {  *  |  x  e  x i  .
P o s o n s  r T = 1 ( s )

Ë= f  t (x )  1  xe Ë i

O n  v é r i f i e  a i s é m e n t  q u e  E I ,  6 \  =  l e s  p r o p r i é t é s  s o u h a i t é e s .

C o r o l l a i r e  J  :  P o u r  t o u t e  f o r : u - =  
I  

t e I l e  q u e  r Y n r e s t  p a s  u n e

t a u t o l o g i e  i n t u i t i o n n i s t e .  : 1  e : : : s : e  u n  e s p a c e  t o p o l o g i q u e  f i n i

E r E  t e 1  q u e  , P  n r e s t  p a s  u : e  = ,  Z -  t a u t o l o g i e .
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3 .  N o u s  n o u s  p r o p o s o n s  d t é t a b l i r  u n e  a m é l i o r a t i o n  d u  c o r o l l a i r e  J .

R a p p e l o n s  q u r à  t o u t  o r d o n n é  E r - 4  o n  p e u t  a s s o c i e r  u n  e s p a c e  t o p o -

l o g i q u e  n o t é  E r Q  a o n t  1 a  t o p o l o g i e  Ë _ . a d m e t  u n e  b a s e  d . r o u v e r t s

f o r m ê e  p a r  t o u t e s  l e s  æ c t i o n s  i n i t i a l e s  d e  E r . (  ( u n e  s e c t i o n  i n i -

t i a l e  d e  E ,  (  e s t  u n e  p a r t i e  A  d e  E  t e l l e  q u e

V * r y  e  E  x < y e  A  +  x e .  A ) .

O é f i n i t i o n  :  U n  o u v e r t  A  d r u n  e s p a c e  t o p o l o g i Q n e  E , 6 s e r a  d i t

i r r é d u c t i b À e s s i  A l f r e t

V n ,  c € E  A -  B U c  +  A = B  o u A = c .

P r o p r i é t é  é I é m e n t a i r e  :  S i  A ,  B ,  C  s o n t  d e s  o u v e r t s  d e  E r E  e t  s i

A  e s t  i r r é d u c t i b l e ,  a l o r s

A C B U C  = à  A C B  o u  A ë C

V é r i f i c a t i o n  :

A - ( B U c ) n  A - ( B n l )  u ( c n  A ) .

C o m m e  A  e s t  i r r é d u c t i b l e  A  -  B n  A  o u  A  =  C n  A  ;

p a r c o n s é q u e n t  A  c B o u A  c . C .

P r o p o s i t i o n  4  :

Pour  tou t  espace  topo log ique  f i n i  E ,  6  i I  ex i s te  un  o rd .onné  f i n i

J ,  (  e t  u n  m o r p h i s m e  0 - g g  ( E , v . A , ' , - )  d a n s  ( T . ,  Y , A , ' , - )

t e l  q u e  p o u r  t o u t  A  €  V

d ( A ) - J  +  A = E .

(La  p ropos i t i on  pour ra i t  ê t re  fo r rnu lée  de  man iè re  p lus  f i ne  en

ex igean t  q r . r "  d  so i t  un  i somorph isme,  ma is  nous  n rau rons  beso in  que

d e  1 a  f o r n e  f a i b l e  i n d i o u é e ) .

P É g g l : ! : g ! 1 9 3  :  s o i t  J ,  é  l f e n s e m b l e  d e s  o u v e r t s  i r r é d u c t i b l e s

d . e  E ,  6  o r d . o n n é  p a r  l r i n c l u s i o n  e n s e m b l i s t e .

P o s o n s  ( p o u r  A  € G  )

û r r l =  tD  €  J [  D  c  AJ .
Les  p rop r i é tés  su i van tes  son t  t r i v i a l es  :

P o u r  t o u t  A ,  B  < . 8

.  $ t n l  e s t  u n e  s e c t i o n  d e  J ,  c  ( e t  d o n c  u n  o u v e r t  d e  J ,  G -  )  ;
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.  0 ( rns )=  e ( r ) n  S te l ;

.  6 ra l  u  d re>  c .A  ( r  u  e ;  ,

.  o@) =f r .

On a  éga lement ,

.  e  ( A  u  B )  c  d C a )  u  d  ( g )  c a r  s i  D  e s t  i r r é d u c t i b l e  e t
D  C A  U  B ,  a l o r s  D  c A  o u  D  C B  ( p r o p r i é t é  é l é m e n t a i r e r  p a g e  2 1 ] .

D t a u t r e  p a r t ,

.  0  ( l  - -  n )  =  d  ( A )  - ?  O r n l .

En e f fe t r  i 1  su f f i t  de  non t re r  que  pour  tou t  D  i r réduc t ib le ,

D  G i n t  ( -  A  u  B )  s s i  D e  ( & A )  - +  d C e l l

C f e s t - à - d i r e ,  p o u r  t o u t  D  i r r é d u c t i b l e ,

D c i n t ( - A U B ) s s i  V D ' i r r é o  c D  D '  e  - g C a l u S ( B )

'+  :  s i  D t i r rË i1 . ' .  CD e t  Df  é .  0  f  A l
a l o r s  D ' C ( -  A  U  B )  n  A  e t  d o n c  D r G B .

€  :  c o n s i d é r o n s  l f  o u v e r t  D f l  A .

( i )  s i  D  f l  A  =  9 ,  a l o r s  D  c  -  A  e t  d o n c  D  c i n t  ( - A  U  n ) .

( i i )  s i  u l A  e s t  i n é d u c t i b l e ,  a l o r s  D n  A  c . B  e t  t r i v i a l e m e n t

D  €  i n t  ( - a  u  e ) .

( i i i )  s i  D n A  n r e s t  n i  i r r é d u c t i b l e ,  n i  v i d e ,  a l o r s  D e  A  e s t

u n e  r é u n i o n  f  i n i e  d r o u v e r t s  i r r é d . u c t i b l e s  D t  U .  . .  U  q f - .

C o m m e  t o u s  1 e s  D t  C B ,  o n  o t t i e n t  D . 4 A  e  B  e t  d è s

l o r s D G i n t ( - A U B ) .

1 1  e s t  t r i v i a l  o u e

.  d ( a ' )  =  ( & n ) ) '  c a r  Â f  =  ; . ' - + f r .

F ina lemen t  d (n )  =  J  en t ra l :e  : - te  . l  =  E  ca r  tou t  ouver t  es t

r é u n i o n  d e  t o u s  l e s  o u v e r t s : : : é : ; c t i b l e s  q u r i l  c o n t i e n t .
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C o r o l l a i r e  5  :

Pour  tou te  fo rmu le  I  t e l l e  que
I

<P n 'es t  pas  une  tau to log ie  i n tu i -
I -

t i o n n i s t e r  i I  u * i u t "  t t  o " d o " t è f i n i  J , ( t e l  q u e  q  n t  e s t  P a s  u n e

J .  G .  -  t a u t o l o g i e .

un  examen a t ten t i f  des  d .émons t ra t i ons  des  p ropos i t i ons  1 ,  2  e t  4

p e r m e t  d r o b t e n i r  r é c u r s i v e m e n t  u n e  l i m i t a t i o n  s u p é r i e u r e  s u r  l e

c a r d i n a l  d e  J ,  à  P a r t i r  U "  
f '

Remarque  6  :

J ,  (  s o i t  u n

p r o l o n g e r  J t

l e  ca l cu l  es t

l a  p ropos i t i on  4  peu t  ê t re  amé1 io rée  en  ex igean t  que

o r d o n n é  m a x i m é  ( s i  J r (  n f a d m e t  p a s  d r é I é r n e n t  m a x i m u m '

r é g u l i e r ) .

-  # o r r . t - n ' l  n o i  c  -  a l  o r s .  < , O  e s t  u n e  t a u t o l o F i e

4 .  McK insey  e t  Ta rsk i  on t  é ta t t i  (Anna ls  o t  Ma th .  47  (  1946)  '

pages  122-162)  1e  résu l ta t  :

T h é o r è m e 7 : P o u r t o q l g fo rmu le  rp  ,  s i  pou r  tou t  espace  topo log ique
I

f i n i  8 ,617  es t  une  E ,E

in tu i t i onn i s te .

On

d e

Théorème B  :

é o u i v a l e n t  e s

en

L A

d é d u i t  a i s é m e n t  ( e n  u t i l i s a n t  u n e  g é n é r a l i s a t i o n  i m m é d i a t e

p ropos i t i on  1 )  :

ou r  tou te  fo rmu le  
f  

r  1es  p rop r ié tés  su ivan tes  son t

( a )  t , 0  e s t  u n e  t a u t o l o g i e  i n t u i t i o n n i s t e l
' I

I

( b )  p o u r  t o u t  e s p a c e  t o p o l o g i q u e  E r E  
1 a  

e s t  u n e  E r  6  - t a u t o l o g i e l

( c )  p o u r  t o u t  e s p a c e  t o p o l o g i q u e  f i n i  E r 6  y e s t  u n e r - E r  6  - t a u t o l o g i e

( e )  p o u r  t o u t  o r d o n n é  f i n i  J r <  y r e s t  u n e  { r  (  - t a u t o l o g i e '

! .  T o p o l o g i e  d e s  s e c t i o n s  i ' n i t i a l e s e t  f o r c i n F '

S o i e n t  P r (  u n  o r d o n n é  m a x i m é  e t  v  u n e  f o n c t i o n  d e  l f e n s e m b l e

d e s  v a r i a b r e s  p r o p o s i t i o n n e l l - e s  d a n s  l r e n s e m b r e  d e s  o u v e r t s  d e  P r t r < '

v  d é t e r m i n e  é v i d . e m m e n t  u n e  v a l u a t i o n  t o p o l o g i q u e  ( q u e  n o u s  n o t o n s

e n c o r e  v )  d e  l f e n s e m b l e  c e s  f o r m u l e s  d ' u  c a 1 c u l  p r o p o s i t i o n n e l

d a n s  l f e n s e m b l e  d e s  o u v e : ' t s  â e  P r A  v é r i f i a n t  :
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v

v

v

v

Pour  p  €  Pr

déf in issons

t  <7v f  )
{ r 7 t , f )
( . f+y)
(^ 'Y )

t , 7  )  V  v
( y )  A  v
( f )

"9 )"

= v

= v

Y
rh

9)
q)
v (f)

f o rmu le  d .u  ca lcu1  p ropos i t i onne l  i n tu i t i onn is te ,
(que  nous  no te rons  p lus  s imp lement  tF  )  pa r

n l1-f ss i  p  €  
" (1)  

(1 i re  "p  force 
f  

t '  pou"  pH, f ) .

Proposi t ion 9 :
Pour torPt p,  9 € p,  pour toute fornule rp, f :

( i )  (  r t t - f  e t  q - < p ) +  q * f
( i i )  p l f - -  

fuy 
ssi  p,*F ou p f i -g

( i i i )  n  + -  
fn !  

ss i  p  * f  e t  p  r - f
( i v )  n y - ^ . ' r f  s s i  V q
/ \ 1

: " r .  
e t , - y ) y  s s i  V q < n ( a r r 7  = +  t t r f  )

( v i )  On  ne  peu t  avo i r  p  f t - ( f  e t  p  F -^ /?
( v i i )  p o u r  t o u t e  t a u t o l o g i e  i n t u i t i o n n i s t  e  t g .  n  l F @ .

Vér i f i ca t i on  :

( i )  résu l te  du fa i t  que v  (y)  es t  un ouver t  de p ,  Ea
( i i )  e t  ( i i i )  s o n t  t r i v i a i e s .
( i v ) p t r - N y  s s i  p e " ( - y )  s s i  p € ( f l ( v ) ) '

s s i  p € i n t  ( - v ( p ) )  s s i  V  q <  p  t f  v  k p )
s s i  V q < p  , t t + y .

( v )  p v - y ) y  s s i  p  €  i n t  ( - v ( g )  u  v ( f ) )
ssi  Vq < p o € -v(<7) u v( f )  ssi

Vq <  p  (  e  e  v (g)  = r  q  é ' , ,  , f i ,  ss i
V q < p  ( q p - l p  ? q  * - r l ) .

( v i )  e s t  a l o r s  t r i v i a i e .

( v i i )  e s t  u n e  c o n s é q u e n c e  i m m é d i a t e  d u  t h é o r è m e  g .

Remarque :  Notons 1 1e nax inun ce p,  (  .  on a  a lors
( V p e P p lFp) ssi -  r ;-qp
( e n  v e r t u  d e  1 a  n " o n o ' . r r l î  p ( : ' ) .  

i

Notons p HJ i t  pour p t+-., t^t(p.
I I
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P r o p o s i t i o n  1 O  :

p o u r  t o u t  p  €  P ,  n o u r  t c u t e  f o r m u l e  Ç

\ a a /

I  a t t  I

(  1 v ,

P lt-cP g P ng
I

p l*-- f 
ssi

P  É 5  f ^ *

f
p  t r t , -Q- l

s s i  p  V Ê ?  , t p r Ê Y
I

t a u t o l o g i e  c l a s s i q u e ,  a l o r s 4È1s i  @  e s t  u n e

V é r i f i c a t i o n :

( i ) ,  ( i i )  e t  ( i i i )  :  u t i l i s e r  1 e s  p r o p r i ê t é s  d e  I  d é c r i t e s  p a g e

1 2 , d a n s  l f a r t i c l e  I t U n e  p r é s e n t a t i o n  t o p o l o g i q u e  d u  c a l c u l  p r o -

p o s i t i o n n e l  i n t u i t i o n n i s t e r r .

( i v )  G o n s é q u e n c e  t r i v i a l e  d u  t h é o r è m e  d e  G l i v e n k o  e t  d u  t h é o r è n r e  B .

Remarque_l-1 :

e n  u t i l i s a n t  I e  t h é o r è m e  B ,  i I  e s t  a i s é  d r o b t e n i r  u r l e  c a r a c t é r i s a t i o n

d . e s  t a u t o l o g i e s  i n t u i t i o n n i s t e s  e n  t e r m e s  d e  f o r c i n g -

i


