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PRESENTATION TOPOLOGTSUE DU CALCUL PROPOSITIT}JNEL INTUITITNNISTE.

J .  DRABBE.

I ,  f n t roduc t ion .

La  p résen ta t i on  é léman ta l re  usue l l e  r Ju  ca1cu l  p ropos i t ronne l
c lass ique  pa r  l r i n te rméd ia i re  des  tab les  de  vé r i t é  a  fa i t  t rès  tô t
l robJe t  de  généra l i sa t l ons  pe rmet tan t  un  nombre  de  va leu rs  de  vé r i t é
supér ieu r  à  2  ( vo i r r  pâ r  exemp le ,  E .  P0ST " In t roduc t ion  to  a  Genera l
Ïheory  o f  E lemen ta ry  p ropos i t i ons " ,  Amer .  Jou rna l  o f  i l a th .  æ ( rga1) ,
e p .  1 6 3 - f S S ) .

i

Notons  qu ' i 1  résu l te  imméd ia tement  du  théorème de  rep résen ta -
t i on  de  M.  STONE ( fS34J  pour  l es  a lgèbres  de  Boo le  que  s i  l , on
u t i l i s e  l e s  é I é m e n t s  d ' u n e  a l g è b r e  d e  B o o r e  ( d e  c a r d i n a l  ) . 2 )  e ,  v ,

^  '  '  
,  - -> (où a -+ b est  déf in i  par a,  V b)  comme valeurs de

, ,é r i t é ,  en  in te ro ré tan t  :

-e  t t v ra i "  pa r  l e  max imum de  B ,  V ,  Â  ,  /  ,  J

- a  d i s j o n c t i o n  p a r  V

-a  con jonc t ion  pa r  A

-a  néga t ion  pa r  /  ( comp1ément  boo lé ien )
- ' imp l i ca t i on  pa r  - - - )  ,

n retrouve exactement les tautologies c lassiques.
je t te  remarque  se ra  u t i l j . sée  p lus  1o in .

Nous  a I1ons  mon t re r  que  la  p résen ta t l on  e t  1 ,é tude  É1émenta i res
:u  ca lcu l  p ropos i t i onne l  i n tu i t i onn is te  peuven t  ê t re  réa1 isécs  de
-an iè re  

t rès  s imp le  en  u t i l i san t  1es  ouver t s  de  la  d ro i te  rée r re  [avec
-a  topo log ie  usue l l eJ  comme va leu rs  de  vé r i t é  en  ad r :ae t tan t  l rouver t
- rp rop re  /R  .o r re  vaLeur  dés ignée  I va leu r  , , v ra ie , , ) .

-et te présentat ion résul te essent ie l lement de t ravaux de A.  TARSKT'Je r  
Aussagenka lkû l  und  d ie  Topo log ie , , ,  Fund .  Ma th .  3 l  ( fS :e ) ,

: r .  103-134 et  de J.  MCKTNSEY -  A.  TARSKT , 'on c losed Erements in
, -osu re  A lgebras , , ,  Anna ls  o f  Ma th .  42  (1g46) ,  pp .  LZZ i r62 .
- r e  i n t r o d u c t i o n  ( t r è s  d é t a i l l é e )  a  r a  l o g i q u e  i n t u i t i o n n i s t e  p e u t
=:re t rouvée dans 1e récent  ouvrage de M. ouMrïrETT , ,Elements of
- r tu i t i on i sm ' ,  0x fo rd  Un iv .  p ress  ( tS lZ ) .

I
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I I .  No ta t l ons  -  Te rm ino log ie .

Dés ignons  pa r  6  l fEnsemb le  des  ouver t s  de  la  d ro i te  rée r Ie .

P o u r A c  R ,  p o s o n s  !  - A  =  [ R .  \  R ,

i n t  A  =  i n t é r i e u r  d e  A .

A a  =  i n t  -  A .

Nous  d i rons  que  A  (€  G)  es t  un  ouver t  régu l i e r  ss i  A r l  =  A .

Lrensembre Rég dss ouverts régur iers peut  être ér igé en argèbre de
Boo le  ( comp lè te )

R é g , V , A , , ,

A  v  B  =  ( n u  B ) a r
A  A  B  =  A N  B
A r  =  A 1 I

A * B = ( n r u B J r r

ce résultat est essentierlement une conséquence des propriétés :

S i ,  A ,  B  e E  ,  a l o r s  :
( i )  n  c  A a l
( i i )  nr= Ai-aL

( i i i )  A c  B  +  A " c  B t '
( i " )  (R  n  s ) r l  =  d rn  e t r
(voir,  par exampre, p. HALMos 'Lectures on Boorean Algebras*,
Van  No* rend ,  1963 ) .

I I I .  
.

Ensemble des valeurs de véri té ,  E

I

A

q

À U  8  B

p ^

A  A N B

q

B

^ ) p

i n t ( - A )  A

P : + q

A  i n t ( - n  u  e )  B

v*eur gÉ:1g!ég : fR



Notons  que  Ies  tab les  de  vé r i t é  de  V  e t  A  son t  na tu re l l es

ca r  l a  réun ion  e t  f  i n te rsec t ion  de  deux  ouver t s  son t  encore  des

ouver t s .  Comme i l  n 'es t  pas  nécessa i remen t  v ra i  que  s i  A  e t  B  son t

des  ouver t s ,  -A  e t  -  A  U  B  son t  encore  des  suys r . f s ,  l a  ' r co r rec t i on "

in t  a  é té  appor tée  à  1a  s i - tua t ion  c lass ique  pour  dé f in i r  l es  tab les

de  vé r i t é  de  e t  :? .

Nous  appe l le rons  " tau to log ie  i n tu i t i onn is te "  tou te  fo rmu le  don t  Ia

valeur de vér i té est  l l {  ,  que}res que soient  l_es valeurs de vér i té

a t t r i buées  à  ses  va r iab les  p ropos i t i onne l l es .

Exemples :

i i l  ( p n q )  - à  p  e s t  u n e  t a u t o l o g i e  i n t u i t i o n n l s t e  c a r  p o u r  A ,  B  € U

i n r ( - ( n n e )  u  A )  = l R .

. i l J  N .e  g  =+  p  ! ' es t  pgg  une  tau to log ie  i n tu i t i onn is te  ca r . ^ /d  p  è  p

a  I a  v a l e u r  l R \ / o l l o r s q u e  p  r e ç o i t  t a  v a l e u r  t R \ l o ] .

i j - i )  On  vé r i f i e  t rès  fac i l emen t  que

p V - o

( - p  : >  , , q )  . +  ( q

Êe  son t  gg  des  tau to log ies  i n tu i t i onn is tes .

. r v )  tou te  tau to log ie  i n tu j - t i onn is te  es t  une  tau to log le  c lass ique

à  une  t raduc t lon  t r i v ia le  p rès ,  1es  tab les  de  vé r i t é  i n tu i t i onn is tes

:es t re in tes  aux  cas  où  les  va r iab les  p rennen t  l eu rs  ve leu rs  dans  
lP , ,R l

= :n t  l . es  tab les  de  vé r i t é  c lass iques ) .

: V .  L a  s t r u c t u r e  G , v  ,  A ,  '  
t  - , 2  .

Les  tab les  de  vé r i t é  i n tu i t i onn is tes  fou rn i ssen t  une  mot i va t ion
- a È u P e l l e  n o u s  p e r m e t t a n t  d r é r i g e r  C  e n  s t r u c t u r e  E , v ,  A , /  , - - +  ê R

: o s a n t  :  A V  B  =  A U  B

A n 8 = A n B

A r  =  A l -

A  B  =  in t  [ -n  . . , ,  e ) .
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Ceci  va nous pcrmettre de donner une démonstrat ion s imple du théorème
de Gl ivenko.

Théorème de GLIVENKO

si 
? 

est  une tautologle crassique,  arors , - -  y  est  une tautologie

in tu i t i onn ls te .

Notons que ra réciproque, est  vraie mais t r iv i -a le en vertu de ra
p rop r ié té  ( i v )  page  13 .

V.  Démonstrat lon du théorème de Gl ivenko.

(a )  en  ve r tu  des  p rop r iÉ tés  ( i J  a  ( r v ) ,  page  f z  pour  tou t  ouver t  A ,

Ara est  un ouvert  régul ier .

So i t  r l  l r app l i ca t i on  de  6  dans  Bég .  dé f in le  pa r

A l-------------> Aa!

r l  es t  a i s6  de  vé r i f i e r  (en  u t i l i . san t  res  p rop r ié tés  ( i J  à  ( i v ) ,  page  12 )
g u e  L L  e s t  u n  m o r p h i s m e  d e  G  ,  v ,  A , '  ,  -  d a n s  R é g ,  V , t \ ,  r ,  è .

( U )  S o i t  
? ( p r o . .  . )  p 6  )  u n e  f o r m u l e  d u  c a l c u l  p r o p o s j - t i o n n e l

i n t u l t i o n n i s t e .  s i  A 1  ,  .  .  . ,  A n  s o n t  d a n s  6  ,  n o u s  n o t o n s  
f , 6 ( A 1 , - -

' . . rAn )  Ia  va reu r  topo log j -que  de  y  pour  ra  va lua t ion  topo log ique  qu i

donne  à  pg  ra  va teu r  Agr  ynç  (A* t  ,  o * t  )  l ' ouve r t

régul ier ,  valeur booléienne de 
T 

pour ra valuat ion booléienne qui

donne à p,  la valeur Ai-a .

En  ve r tu  de  (a ) ,  on  a  :

( ç 6 n , . . , A , , ) ) t t  =  y * r s ( o i i . .  , o r t t  i

11 en résulte que si , f  est une tautologie classique, alors
( - u  

f l n ( a o ,  .  ,  A n )  =  / R  p o u r  t o u t  A 4 ,  ,  - .  , A r r
€  E et ,  par  conséorrTa ,  uuv est  une tautorog ie  in tu i t ionn is te .
C .  Q .  f .  d .



On mont re  a i sément  en  u t i l i san t  l e  théorème de  G l i venko  e t
des consi-dérat ions topologiques érÉmentaires que s i  

f  
o 

I  est
une  tau to log ie  c lass ique ,  a lo rs

. u . u f  : 7  * - Y

es t  une  tau toJ_og ie  i n tu i t i onn is te .

V I .  I ndépendance  des  connec teu rs  V  ,  / \

pos i t i onne l l e  i n tu i t i onn is te .

.4 , -/ en logique pro_

I1  es t  b ien  connu  que  chacun  des  connec teu rs  V ,  A  r , v ,  = ,  c le
ra  l og ique  in tu i t i onn is te  es t  i ndépendan t .des  t ro i s  au t res .
Nous  a l l ons  é tab r i r ,  à  t i t re  d ' i l l us t ra t i on ,  1 , i ndépendance  de  v
p a r  r a p p o r t  à  A r u r è  e n  u t i l i s a n t  u n e  m é t h o d e  t o p o l o g i q u e .

Posons  A  =

Tr iv ia lement ,  
I  û ,  A,  B,  tR]  est  s tab le  pour  l , in tersect ion.  cet te

p a r t i e  e s t  s t a b l e  p o u r  , ( = i n t - . )  c a r  d '  =  l R ,  A '  -  B ,  B ,  =  A  e t
rR' = f l,

B ;

U  ( z = , 2 2 + r )
z€z

LJ (zz + L,  2z .+ z) .
z e  Z

La  tab le  su ivan te  donne  les  va leu rs  de
d a n s  

{  A ,  A ,  B ,  A  d  B ,  I R J

pour les arguments
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6
A

B

A U  B

rR

I  d ,  o ,  B , tR]  es t  donc  s tabre
Notons que l ron a touJours :

A r , l B /iR

fR

R

,R

R
A U B

pour --à .

X - +  Y = l R  s s i  X C . y .

fR
rK

IR

rR
fR

,R fR
rRF
A f R

A B

A B

rR
B

A

û
û

p v q ne peut  donc être équivalente à une formule ne fa isant  lntervenir
q u e  A  r  N  ,  - )  ( d o n n e r à p l a v a l e u r A e t à q I a v a l e u r E l .

VI I .  Bemarque

Les déf in i t ions données dans re paragraphe 3 peuvent être
adaptées naturel lement à tout  espace topoLogique E,  ce qui  permet

df introdulre Ia not ion de E- tautologie.

S i L l -a c lasse de tous 1es espaces topologiques,  on a :

t . f  I  y  es t  E-  tau to log ie ]
= I ' ensemb le  des  teu tb log ies  i n tu i t i onn is tes .

ce résul tat  est  établ i  dans 1, 'ar t ic le de McKinsey,  Tarski
men t ionné  p lus  hau t .  ce t te  "p rop r ié té  un ive rse l l e "  de  la  topo log ie

réel Ie se retrouve notamment pour les rat ionnels munis de 1a topologie
indui te (par cel le des réels)  et  donc pour tous les espaces dénombra-

b res  mét r i sab les  sans  po in t  i so rés  ( tnéorème de  s ie rp insk i ) .

VI I I .  Var iante drun résul tat  de K.  GOOEL.

11 est tr iviar que si E est un espace toporoglque à r élémeht,
a lors  l rensembre des E- tauto log ies est  r rensemble des tauto log ies
classlques.

est

O"



Nous  a l l ons  mon t re r  qu 'on  ne  peu t  espére r  une  s i tua t ion  auss l

s imp le  pour  1e  ca lcu l  p ropos i t i onne l  i n tu i t i onn is te ;  de  man ià re

Frécise :

S i  E  es t  un  espace  topo log ique  ne  con tenan t  qu 'un  nombre  f i n i  d 'ouver t s ,

a lo rs ,  I rensemb le  des  E  -  t au to log ies  es t  d i s t i nc t  de  l rensemb le  des

a

Démonstrat ion 2

Supposons que E cont ienne exactement n ouverts.

(a )  f f  es t  a i sé  de  vé r i f i e r  que

\ /
V  P ieP ,

1 < ; < ) 1 f i + ' r

e s t u n e E - t a u t o l o g i e .

(U)  Nous  mon t rons  que  la  fo rmu le  cons idé rée  en  (a )  n 'es t  pas  una

tau to log ie  i n tu i t i onn is te .  A f in  d 'év i te r  des  no ta t i ons  t rop  comp l iquées ,

supposons  f l  =  5  ;  l a  généra l i sa t i on  se ra  imméd ia te  e t  t r i v ia le .

Dé fn i ssons  les  ouver t s  ( rée Is )  n  à  A  pa r  :

r l  r l  1 I
Ar= H ( -* , -4;*= i "  sJ (aïTT,  G)

( e n  p o s a n l  -  !  =  - & ,  
I  

= . . r ) ,

A.^ = L--,1 
-t -1 

r | | , 1 I'2 - 
ài,.r (a=;1 , 617-ç.) u V (A-.;U, 4-;-1)

A .  =  U  1  - r  -  -1  = . !  ,  Ur - - - , Jn  €  q J  t . a  n ; -  '  [ - n  +  c .  n e 6 - . i . f f i  
;  f f i t

^ ' = t l  - t - r , 1 1 1
' 

"-/- 
(m--r= , 467) u 

u(ffi.a7, rr-ç=)

P o s o n s  {  = r R ,  B  ? =  A t U A z  U A 3  U A 4 ,

3 3 = A l u A p u A 3 ,  8 4  =  A 1  ù  A z ,
8 5 =  A ' , '  8 6  =  É :
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(') ""n.Ti ;:",::ï"'li"l,ï.:',:'l;""1: ll,l"i.i: :"eî::'i: ;,
! -  

/u  B i )  (aucun  ouver t  comprenan t  o  n 'es t  con tenu  dans  -  8 . .  r . /  B : lJ _  
e s , , u s ,  

e  
) j ) ,

Note r  cependan t  que  le  ca l cu l  p ropos i t i onne l  i n tu i t i onn is te  es t
déc idabre  (vo i r ,  pa r  exemp le ,  r ' ouv rage  de  Dummet t  men t ionné  p lus
hau t ) .


