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NORMALISATION DU CALCUL DES FONCTIONNELLES RECURSIVES PRIMITIVES

Marce l  C rabbé

N o u s  r e n v o y o n s  à  l f  a r t i c l e  d e  T h .  L u c a s  '  r r Ï , f  i n t e r p r é t a t i o n

D i a l e c t i c a t r  p o u r  l a  j u s t i f i c a t i o n  d e  c e  q u i  s u i t .  P o u r  d e s  r a i s o n s

t e c h n i q u e s ,  i 1  n o u s  a  s e m b l é  n é c e s s a i r e  d . e  p r é s e n t e r  1 e  s y s t è m e  T

indépendamment  de  la  man iè re  don t  ce la  fu t  f a i t  dans  l f a r t i c le  c i té .

En  annexe ,  nous  ind iquons  b r ièvement  comment  on  peu t  racco rde r  l es

deux  fo rmu la t i ons .

R é f é r e n c e .  T A I T .  I n t e n s i o n a l  i n t e r p r e t a t i o n s  o f  f u n c t i o n a l s  o f  f i n i t e

t y p e .  J . s . L .  3 2  ( 1 9 6 7 ) ,  p p .  1 9 8 - 2 1 2 .

1 .  T y p e s

T , e s  t y p e s  s o n t  1 e s  é l é m e n t s  d e  1 a  p l u s  p e t i t e  c l a s s e  q u i  c o m -

p r e n d  o  e t  e s t  f e r n é e  p o u r  l f o p é r a t e u r  ( C - + E ) .

Remarques

-  L e  t y p e  o  e s t  1 e  t y p e  d e s  n o m b r e s  n a t u r e l s .  L e  t y p e  ( C - * t )  e s t  1 e

t y p e  d e s  f o n c t i o n n e l l e s  c a l c u l a b l e s  d é d n i e s  s u r  l e s  f o n c t i o n n e l l e s

de  t ype  C  e t  don t  Ia  va leu r  es t  une  fonc t ionne l le  de  t ype  T  .

-  T o u t  t y p e  e s t  d e  l a  f o r m e  ( % * . . .  ( 6 n - o ) . - . )  ( n > r o  )

-  L e  t y p "  ( q  - t . -  '  - + ( C n ' - T )  )  p o u r r a  ê t r e  n o t é  Ç r . . - r A n + T .

2 .  T e r n e s

Pour  chaque  t ype  C  on  se  donne  une  su i te  i n f i n ie  de  va r i -

a b l e s  u T , u [ , . , . d e  t y p e  d  .

O n  d i s p o s e  é g a l e m e n t  d e  d e u x  c o n s t a n t e s  :  O  e t  S e t ,  p o u r

chaque  t ype  {  |  d tune  cons tan te  Ru-

S i  f  e s t  u n  t e r m g  e t  f  u n  t y p e ,  1 a  n o t a t i o n  f  p C  s i g n i f i -

e r a  q u e  f  e s t  d e  t y p e  f r .
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Rèc1es  de  fo rmat ion  des  te rmes--=-----

' 1 .  Tou te  va r iab le  de  t ype  f  es t  un  te rme de  t ype  C '

2 .  O ,  S  e t  R O -  s o n t  d e s  t e r n e s  d e  t y p e s  o ,  (  o

A  , (  s  - t ( c ' - f ) ) r  o - + C  r e s p e c t i v e m e n t .

3 .  S i  f  F = E  e t  x  F C  a l o r s  À x f  F  ( a +  r )  ( a t s t r a c t i o n )

4 .  s i  f  t (6 - r )e t  g  F f  a lo rs  ( te )  e  f  (éva lua t ion ) -

Remarques

-  L e  t e r m e  \ * l  .  -  ) " 1  f  d e  t y p e  c r , .  . . F n - r  s e  n o t e  a u s s i

\ * f , r .  - .  r f r ,  r .
-  L e  t e r m e  ( . . . ( 1  S r ) . .  8 , . )  s e  n o t e  a u s s i  1 8 t . . . .  8 r , '

-  On  peu t  omet t re  l es  pa ren thèses  ex té r ieu res .

-  T o u t  t e r m e  e s t  d e  1 a  f o r m e  \ r r . -  -  x h . ( f g r . . . ç )  o ù  n ,  m  > /  0

e t  f  es t  une  cons tan te ,  une  va r iab le  ou  un  te rme de  1a  fo rme

À  v  f  ' .

S u b s t i t u t i o n .  o c c g r r e n c e F l i b r e s  e t  1 i é e s

-  Une  occuTrence  d .e  l a  va r iab le  x  dans  Ie  te rme f  es t  1 iée  s i  e11e

se t rouve a"rr")â 'o,rs- terme de f  de Ia forme )  
"  

g.  E11e est  l ibre

s inon .

Une  occur rence  l i b re  de  Ia  va r iab le  x  dans  f  es t  l i b re  pour  g

ss i  e1 le  ne  se  t rouve  pas  dans  un  sous - te rme de  f  de  1a  fo rme

^  y  h  où  y  a  une  occur rence  l i b re  dans  g .

S i  1 e  t y p e  c t e  g g  ( 1  E  i {  n )  e s t  l e  n ê m e  q u e  c e l u i  d e  x ; ,  a l o r s

f  i S r / x n  , . . . ,  e r , / x n J  e s t  l e  r é s u l t a t  d e  l a  s u b s t i t u t i o n  d e  g i

a u x  o c c u r r e n c e s l i b r e s  d e  x g  d a n s  f  ( f  - <  i  <  n ) .  T o u t e f o i s ,  c e c i  n e

prêsen tc  un  in té rê t  que  s i  chaque  occur rence  l i b re  de  x ;  dans  f  es t

l i b r e  p o u r  g i .  N o u s  s u p p o s e r o n s  q u f i l  e n  e s t  t o u j o u r s  a i n s i .

p lus  fo rme l lemen t  nous  pouvons  in t rodu i re  une  re la t i on  d féqu iva lence

' =  e n t r e  t e r m e s  e n  p o s t u l a n t  1 =  g  s s i  t t g  n e  d i f f è r e  d e  f  q u e  p a r

1 e s  v a r i a b l e s  I i é e s r r .  s i  r  e t  F  s o n t  l e s  c l a s s e s  d t 6 q u i v a l e n c e  d e



f  e t  g  e t  s i  x  e s t  l i b r e  p o u r  s  d a n s  f  a l o r s  î  
l e t " 1  

e s t  
F

Les  cons idé ra t ions  qu i  su i ven t  se  rappor ten t  non  aux  te rmes  eux -

m ê m é r , m a i s  à  l e u r s  c l a s s e s  d f é q u i v a l e n c e .

En  fa i t ,  1a  méthod .e  que  nous  venons  d  resqu isse r  rev ien t  à  p résen-

t e r  1 e  s y s t è m e  à  l r a i d e  d e s  c a r r é s  d e  B o u r b a k i .

on  peu t  éga lement  é l im ine r  1es  va r iab res  1 iées  en  u t i l i san t  des

c o m b i n a t e u r s ,  c o m m e  c h e z  T a i t ,  m a i s  c e c i  m o d i f i e  e n  m ê m e  t e m p s  1 a

s t ruc tu re  du  sys tème.

3 .  L a  r é d u c t i o n

f  V  e  ( t t f  s e  r é a u i t  à  g t t ;  e s t  l a  r e l a t i o n  t r a n s i t i v e , ,

s t a b l e  p o u r  1 e s  o p é r a t i o n s  d t a b s t r a c t i o n  e t  d r é v a l u a t i o n  e n g e n d r é e

par

R 1 .  ( À x f ) e

R 2 .  R  f  g u  >  f

R 3 . R f e ( s t ) F e t ( R r s t )

0n  vé r i f i e  sans  pe ine  que  i

-  f  P  g  e t  f  p f r  i m p l i q u e n t  g F î

-  s i  f  es t  un  te rme e t  f  D  g  a lo rs  g  es t  un  te rme.

D é f i n i t i o n s

f  se  rédu i t  imméd ia tement  à  g  s i  on  a  f  F  g  sans  u t i l i se r  1o  t ran_

s i t i v i t é  d e  F .  ( p I u s  p r é c i s é m e n t  :  s i  g  s f o b t i e n t  e n  r ê m p 1 a ç a n t  d a n s

f  une  occur rence  d . fun  sous - te rme ayan t  une  des  fo rmes  ind iquées  à

gauche  de  F  dans  les  règ les  R1 ,  R2  e t  RJ  pa r  1e  te rme co r respond .an t

m e n t i o n n é  à  d r o i t e ) .

une  réduc t ion  de  f  es t  une  su i te  d .e  te rmes  don t  l e  p remie r  te rme

es t  f  e t  d .ans  laque l le  chaque  au t re  te rme es t  ob tenu  pa r  réduc t ion

i m m é d i a t e  d u  p r é c é d e n t .

un  te rme f  es t  no rma l  ss i  i l  n ry  a  pas  d .e  te rme g  te l  que  f  p  g
( T o u t e  r é d u c t i o n  d e  f  e s t  d e  l o n g u e u r  1 )
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Exenples

-  R  C I (  À  x  y . x )  ( s o )  s e  r é d u i t  i n m é d i a t e m e n t  à  (  )  x  y . x )

0 ( n o ( À x y . x ) o ) .
-  Les  su i t es  :

R  0 (  À  x  y . x )  ( s o ) ,  (  À  x  y . x )  o  ( R 0 ( )  x  y . x ) o ) ,  (  )  x  y . x )  o o ,

( ) v o ) 0 , 0 .

e t

R  o  (  I  x  y . x )  s o ,  (  )  x  y . x )  o  ( n O  ( , À  x  y . x ) o ) ,

( , À  v  o ) ( n  o (  À  *  y . x ) o ) ,  o .

son t  des  réduc t i ons  de  R ,0  ( ^  x  y . x )  (SO1

-  L e s  t e r m e s  À * * ,  À y Q  0 ,  S o  e t  R o (  ̂  x  y . x )  z  s o n t  n o r m a u x .

l ,e  théorème su ivant  se démontre  d tune nanière f in i t is te  :

Théorème de Church-Rosser

S i  f  F g . _ e t  f  1 2 g  ^ e t  g _  I  g  a l o r s  i 1  e x i s t e  u n  t e r m e  h  t e l  q u e
1 . 2 L 2

& P h  e t  g _ p h
J . Z

Coro l l a i re

Un  te rme ne  se  rédu i t  qu rà  un  te rme norma l  au  p1us .

4.  Numéraux

D é f i n i t i o n  :

Les  numéraux  son t  1es  te rmes  de  1a  p lus  pe t i t e  c lasse  con tenan t  O  e t

S  t  pour  tou t  t  d .ans  la  c lasse .

L e  n u m é r a l  ( S . . . ( S O ) . . . )  o ù  S  a  n  o c c u r r e n c e s  e s t  n o t é  S n O  o u  I

( S O  O  =  O ) .  T o u s  l e s  n u m é r a u x  s o n t  d . e  c e t t e  f o r n e .

Lemme 1

T o u t  t e r m e  n o r n a l  f e r m é  d e  t y p e  O  ( c . à . d .  s a n s  o c c u r r e n c e s  l i b r e s  d . e

v a r i a b l e s )  e s t  u n  n u m é r a l  ( e t  r é c i p r o q u e m e n t ) .
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Dénons t ra t i on

L a  r é c i p r o q u e  e s t  é v i d e n t e .

L fau t re  pa r t i e  se  démont re  pa r  i nduc t ion  su r  1a  longueur  du  te rme.
S o i t  t  :  )  x r . . .  x n . ( f  g 1 . . .  g 6 )  u n  t e r m e  n o r m a l  f e r n é  d e  t y p e  O .
c o m n e  t  e s t  d e  t y p e  o ,  n  =  0 . .  E n  o u t r e  f  e s t  u n e  c o n s t a n t e ,  c a r  t  e s t
f e r m é .

T ro i s  cas  son t  à  env isager .

1 .

2 .

f  e s t  O .  A l o r s  t  e s t  f .

f  es t  S .  A lo rs  g4  es t  fe rné  e t  de  t ype  Or  e t  m  =  1
P a r  l r h y p o t h è s e - d t i n d u c t i o n  g ,  u s t  s k  o  p o u r  u n  c e r t a i n  n a t u r e l
k .  D o n c  t  e s t  s k  

*  1  
o .

t .  f  es t  Ro -  .  A lo r s  B lFg - r  gg  t s  O - - r (d - -+6 )  
" t  A  t sO .  pa r

l r hypo thèse  d r i nduc t i o r  ga  es t  un  numéra l .  Dès  l o r s  t  n res t  pas
normal .  Ce cas est  imposs ib le .

) .  Théorème de  no r rna l i sa t i on

l e  t h é o r è m e  d e  n o r m a l i s a t i o n  s f é n o n c e  :

Tou t  te rme se  rédu i t  à  un  te rne  no rmar .  (pour  tou t  te rme
i 1  y  a  u n e  r é d u c t i o n  f i n i e ) .

En  ve r tu  du  lemme 1 ,  i 1  a  comme co ro l l a i re  que  tou t  te rme
f e r n 6  d e  t y p e  o  s e  r é d u i t  à  u n  n u m é r a l .  L t i n t é r ô t  d e  c e  c o r o l l a i r e
rés ide  dans  1e  fa i t  qu f i l  imp l ique  é Iémenta i remen t  Ia  cohérence  de
l r a r i t h n é t i q u e  ( i n t u i t i o n n i s t e  a u  c l a s s i q u e ) .

11  s fensu i t  que  Ie  théorème de  no rma l i sa t i on  ne  peu t -ê t re  démont ré
dans  l t a r i t hmét ique .  Howar :d  a  non t ré  qu ron  peu t  1 ré tab l i r  dans  une
ex tens ion  de  l t a r i t hmét ique  p r im i t i ve  récu rs i ve  ob tenue  pa r  a t td i_
t i o n  d u  s c h é n a  d t i n d u c t i o n  j u s q u r à  l r o r d i n a l  t o  ( p r e n i e r  p o i n t  f i x e
de 1a fonct ion o(r-+<lq)  ce résul tat  montre que ra preuve de la
cohérence  de  l ra r i . t hmét ique  v ia  l t i n te rp ré ta t i on  de  Gôde1  t ransgresse
le  po in t  de  vue  f i n i t i s te  de  la  même man iè re  que  Ia  fameuse  démons_
t ra t i on  de  Gen tzen .

E
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Nous  p résen tons  i c i  une  d .émons t ra t i on  d fun  théorème p lus  fo r t

que  1e  théorème de  no rma l i sa t i on .

Théorème de  no rma l i sa t i on  fo r te  :

T o u t e  r é d u c t i o n  d r u n  t e r m e  e s t  f i n i e .

L r i d é e  d i r e c t r i c e  d e  c e t t e  d é m o n s t r a t i o n ,  d u e  à  T a i t ,  e s t  d e  c o n c e -

v o i r  1 e s  t e r m e s  c o m m e  d e s  n o t a t i o n s  p o u r  1 e s  f o n c t i o n n e l l e s  c a l c u -

I a b 1 e s  ( r é c u r s i v e s  p r i m i t i v e s )  a u  s e n s  d e  G ô d e 1 .

C e t t e  i n t e r p r é t a t i c n  e s t  c l a r i f i é e  d a n s  1 e s  d é f i n i t i o n s  q u i  s u j . v e n t  :

D é f i n i t i o n

u n  t e r m e  e s t  a b s o l u m e n t  n o r m a l i s a b l e  s s i  t o u t e s  s e s  r é d u c t i o n s

s o n t  f i n i e s .

N o t i o n  d e  c a l c u l a b i l i t é  ( G ô d e l - T a i t )

T , a  c a l c u l a b i l i t é  d e s  t e r m e s  e s t  d é f i n i e  p a r  r é c u r r e n c e  s u r  1 a  c o m -

p l e x i t é  d e s  t y p e s .

S i  f  =0 ,  f  es t  ca l cu lab le  ss i  f  es t  abso lument  no rma l i sab le .

S i  f  F ( n T ,  f  e s t  c a l c u l a b l e  s s i  p o u r  t o u t  t e r m e  g  d e  t y p e  C ,

fg  es t  ca l cu lab le  (no tez  que  fg  t sT )  .

Remarque

O n  p e u t  r e m p l a c e r  l a  d é f i n i t i o n  q u i  v i e n t  d f ê t r e  d o n n é e  p a r  l a

suivante :

S i  f  F  S  r . . .  , Ç * O ,  a l o r s  f  e s t  c a l c u l a b l e  s s i  p o u r  t o u s

t e r m e s  c a l c u l a b l e s  g ,  r  B o  ( S ;  l :  L  ( 1  <  i  <  n  ) )

t  B r  Bn  es t  abso lument  no rma l i sab le .

Lemme 2

1 .  Tou te  va r iab le  es t  ca1cu lab le .

2 .  Tou t  te rme ca lcu lab le  es t  abso lument  no rma l i sab le .



on  démont re  s imu l tanément  1es  deux  po in ts  pa r  i nduc t ion

s u n  l a  c o m p l e x i t é  d e s  t y p e s .  L e  c a s  d u  t y p e  o  e s t  i m , r é d i a t .

1 .  S o i e n t  X  u n e  v a r i a b l e  d e  t y p e  C 1  ,  . . . ,  Ç n  O  e t  g 1 r . . .  r
g - n d e s  t e r m e s  c a l c u l a b l e s  d e  t y p e s  r e s p e c t i f s  Ç 1 r . . . ,  o - n .
Par  l f  hypo thèse  de  récumence  les  te rmes  g j  ( f  _<  i  _ (  n )  son t
abso lument  no rma l i sab les .  Donc  ,  x  g , r . . . .  ,  gn  es t  abso lument  no r -
ma l i sab le .

2 .  So i t  f  un  te rme ca lcu lab le  de  t ype  
Ç ,  Ç  -  O

P a r  l r h y p o t h è s e  d e  r é c u r r e n c e ,  1 e s  v a r i a b l e s  x , r  . . . ,  x  d . e
t y p e s  r e s p e c t i f  t  a 1  ,  . . .  ,  a 4  s o n t  c a l c u I a b l u . l  o o r r " ,  f  X  I . . .
xn  es t  abso lument  no rma l i sab le .  Par  conséquen t  f  l r es t  éga lement .  B

on  d 'é f i n i t  un  concep t  de  réduc t ion  r fe r i t i que t r  (no té  D"  )  en
postulant  :

( 'Àx  f )  g  
à  t  f c / x )  r  s i  I  es t  absorument  no rma l i sab le  l o rsque

x  n r a  p a s  d r o c c u r r e n c e s  l i b r e s  d a n s  f ;
R f g t  

?  f  , s i t e t g s o n t a b s o l u m e n t n o r m a l i s a b l e s

e t t F o .

R  f  g  t  à  e  t t ( R f g t f ) ,  s i  t o u t e  r é d u c t i o n  d e  t  c o m p r e n d .  u n

te rme de  la  fo rme S t *  e t  t  F  S t  r .

un  te rme c r i t i que  es t  un  te rme de  1a  fo rme ind iquée  c i -d .essus  à
gauche  de  à  e t  vé r i f i an t  l es  cond i t i ons  de  1a  règ1e  de  réduc t ion
c r i t i que  co r respondan te .

Lemme J

s i  r  es t  un  te rme c r i t i que  e t  s i  pou r  tou t  te rme s  te l  que  r  k  u ,
s  es t  ca l cu Iab le ,  a lo rs  r  es t  ca l cu lab le .

Démons t ra t i on

on  env isage  chacune  des  t ro i s  réduc t ions  c r i t i ques .
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1. ( . \x f  )s q f  f t /*)  .

On sai t  que f  [e/*)  est  calculable

l i sab le (pa r  1a  cond i t i on  imposée  à

que ou par Ie lemme 1)

que  g  es t  abso lument  no rma-

p r e m i è r e  r é c l u c t i o n  c r i t i -

e t

1 q

S o i e n t  d e s  t e r m e s  c a l c u l a b l e s  h , r  . . . ,  n n ,  t e l s  q u e  ( À  x f )  g  h  
r . . .

h -  so i t  t t e  t ype  O .Sachan t  que  f  Lg /4  h l . . . h  es t  ca l cu lab le ,  i l

f a u t  m o n t T e r  q u e  ( ) x  f  )  g  h t . . . h , . ,  l f  e s t  é g a l e m e n t .

L e s  t e r m e s  B r  h r ,  . . . h m  é t a n t  a b s o l u m e n t  n o r n a l i s a b l e s  ( l e m m e  1 )

r 1  e s t  c l a i r  q u e  t o u t e  r é d . u c t i o n  d e  ( À x f )  g h r . . .  h "  c o m p r e n d  d e u x

t e r m e s  s u c c e s s i f s  d e  1 a  f o r m e  ( l x  f  f  )  g t  h r t . . .  h t m ,  t r f l r / {

n t a . . . n I ,  o ù f  r ) f r ,  g È B t ,  n -  O n i r . . . ,  h , h p h r n r .

Pa r  a i l t eu rs  f  l s / " )  hA . . .  h -  p f  '  
Le r / {  h f1  . . . h ' ; .

A ins i  t ou te  réduc t i on  âe  (À  x  f  )  g  h  f . . .  h ra  un  t e fme  en  commun

avec  une  réduc t i on  de  f  [ . e /4  q . . . \ " .  Ma i s  ce t t e  de rn iè re  réduc -

t i on  es t  f i n i e .

On peu t  i l l us t re r  ce t  a rgument  de  1a  façon  su ivan te  :

( , \  x  r )  s  h 1 . . .  h  , n  V
( I x  f t )  g r  h t l . . . n t r _

f l  f e ' / x )  h ' 1 . . .  n ' ' , J '

t  lc/xJ h1...  h,

. . . 4  "  "

2 . R f g t > f .

On  sa i t  que  t  e t  I  son t  abso lument  no rnna l i sab les  e t  que  t  >  O .

La  démons t ra t i on ,  ana logue  à  1a  p récéden te  peu t  se  rep résen te r

par 1e diagranme suivant  :

R  f  e  t  h " . . .  h n  f  h 1 . . .  h i , ,v'  
R  f f  g t  o  h r 1 . . . h r m , A  "  " '

v
_ f  

I  h r 1 . . .  h t n  ,  "v

3 .  
" ' " " ,  

d e  l a  f o r m e  R  f  g  t  o ù  t o u t e  r é d u c t i o n  d e  t  c o m p r e n d

un  te rme d .e  l a  fo rme S t 'F .  Par  hypo thèse  g  t rÉ  (n  t  g  t x )

es t  ca l cu1ab le .  Dès  lo rs  f ,  g  e t  t  son t  abso lument  no rma l i sab les

( l e m n e  2 )



S o i e n t  h t . . . h ,  d e s  t e r m e s  c a l c u l a b l e s  t e l s  q u e  R  f  g  t  h ' . . .  h ,  s o i t

d e  t y p e  ô .  T o u t e  r é d u c t i o n  d e  R  f  g  t  h l . . . h ,  c o n t i e n t  d e u x

t e r m e s  s u c c e s s i f s  d e  1 a  f o r m e  :  R  f t g t  ( s t t )  h l  . . . h f  r  B f  t r  ( n  r t g t t r )

h l  l a l

D r a u t r e p a r t ,  R f g t  %  g t t  ( n t g t t ) r  q u i e s t  c a l c u l a b l e p a r

hypothè se.

11  su f f i t  donc ,  pou r  t e rm ine r ,  de  remarque rque  g  t t  ( n  f  g  t t )

h I . . . h ,  l ) g t t t  ( n  r r g f t r )  n t r . . . h t m .

Calcu lab i l i té  sous subst i tu t ion

Un te rme f  es t  ca l cu lab le  sous  subs t i t u t i on  ss i  pour  tous  te rmes

c a l c u l a b l e s  h i . . . h n ,  t  f n r / x r . . . t  n n / " n l  e s t  c a l c u l a b l e .

Pour  un  te rme fe rmé la  ca lcu lab i l i t é  sous  subs t i t u t i on  co înc ide

donc  avec  la  ca l cu lab i l i t é .

Théorème

Tou t  te rme es t  ca l cu lab ] .e  sous  subs t i t u t i on .

Démons t ra t i on

Par  i nduc t ion  su r  1a  s t ruc tu re  des  te rmes .

1 .  O  e s t  c a l c u l a b l e .

2 .  S  es t  ca1cu lab1e .

J .  R o - e s t  c a l c u l a b l e l

So ien t  f  e t  g  d .eux  te rmes  ca lcu lab les  de  t ype  d -e t  ç -7 ( f+Ç)

r e s p e c t i v e m e n t .

Un terme cal-culable de type o -se rédui t  à un unique terme normaL

sk tùoù  t tn res t  nas  d .e  l a  fo rme s t f  .

Nous  mon t rons  pa r  i nduc t ion  su r  k  que ,  pour  tou t  te rme t  ea lcu lab le

de  t ype  c ,  R  f  g  t  es t  ca l cu lab le .
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11 t '+

Donc R

O O n

= U .

r 6

d is t i ngue  deux  cas .

A lo rs  R  f  g  t  f  f ,  qu i  es t  ca1cu1ab1e .

t  e s t  c a l c u l a b l e  ( l e m m e  l ) .

1 2 t *  É O .

S o i e n t  \ r . . . r  \  d e s  t e r m e s  c a l c u l a b l e s  t e l s  q u e  R  f  g  t  i - . . .

h ;  s o i t  d e  t y p e  o .  T o u t  t e r m e  a p p a r a i s s a n t  d a n s  u n e  r é d u c t : : :  : =

R  f  g  t  } : l . . . h "  e s t  d . e  1 a  f o r m e  R  f  t g t t t n t l  . . . h t h  o ù  f  > : ' ,  : -  )

h . L > t , ' , 1  t . . .  h m  > h ; .  U n e  t e l l e  r é d u c t i o n  e s t  n é c e s s a i r e = e : :

f i n i e .

2 r  k  =  p  +  1

S o i t  t r  u n  t e r m e  t e 1  q u e  t  > S t t .  A l o r s  R  f  g  t  ?  S  t t ( R  f  g  : '

q u i  e s t  c a l c u l a b l e  p a r  l t h y p o t h è s e  d t  i n d . u c t i o n  ( t f  F  S P  * ) .

Donc ,  pa r  1e  lemme 4 ,  R  f  g  t  es t  ca l cu lab le .

4 .  Tou te  va r iab le  es t  ca l cu lab le  sous  subs t i t u t i on .

5 .  S i  f  e s t  c a l c u l a b l e  s o u s  s u b s t i t u t i o n ,  a l o r s  À  x  f  l t e s t  a u s s i .

E n  e f f e t ,  s i  h r r . . . ,  h n t  g  s o n t  c a 1 c u 1 a b 1 e s ,  a l o r s ) x  f  l n , / r _ ,
. . . ç / x , . 1  g  

4  
t f c / x ,  n r / * . r r . . . h - / x  l q u i  e s t  c a l c u l a b l e l  p â r

hypothèse. on appI iq, , , "  
" to i"  

i "  r"**"  4

6 .  S i  f  e t  g  s o n t  c a l c u l a b l e s  s o u s  s u b s t i t u t i o n ,  a l o r s  i l  e n  v a

de  même pour  f  g .

Coro l l a i res

1 .  T o u t  t e r m e  e s t  c a 1 c u 1 a b I e .

2 .  Tou t  te rme es t  abso lunen t  no rma l i  eab le .

3 .  Tou t  te rme fe rmé de  t ype  o  se  rédu i t  à  un  numéra l .

6.  Annexe

N o u s  r e l i o n s  i c i  l r e x p o s é  p r é c é d e n t  à  t t l , t l n t e r p r é t a t i o n

D i a l e c t i c a r t  d e  T .  L u c a s .
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On mont re  fac i l e rnen t  que  pour  tou te  fonc t ion  p r im i t i ve

récu rs i ve  f  
de  f l tU t  . r " "u  t t ' { : . r  ex i s te  un  te rme 

7  
de  T  ayan t

1 e  t y p e  O ,  . . . ,  O  - r  O  t e 1  q u e  p o u r  t o u t e  s u i t e  d . e  n a t u r e l s  \ . r . . . ,

I t ,  yn t . . k -n

En par t i cu l i e r ,  cons idé rons  1es  dé f in i t i ons  su ivan tes  :

P = , . , R o ( À r j . * )  ;  À  1 a ; r ) ' Y - R " ( I t S ) Y  ;
d a f

T =a; f  )  ry .  Rx  Q-P)1  ;  E  - -déF ^ 'y .  T  (=r l (=yr )  ;

T  =àaç)x  * - - (So)x  ;  -  :dé f -  À^y .  î ( l x  (7y) )

V  = à é F  1 ( 1  ( i , ) ( T y )  .

On remarquera que

P O > O  ; P i i - - i l > - n -  ;  ^ n m l r i + m ;

= n m  >  n : e f ' ,

D è s  1 o r s ,  s i  f  e t  g  s o n t  d e s  t e r m e s  c l o s d . e  t y p e  o  ( s e  r é d u i s a n t

à  un  numéra l ,  pa r  1e  théorème de  no rma l i sa t i on ) ,  on  a  :

E  f  g  P  o  ss i  f  e t  g  se  rédu isen t  au  même numéra l - ;

À  f  g  > o  s s i  f l ) o  e t  e P o ;

n f  F o  s s i  f / o ;

- f  g F o  s s i  f p o  o u  e D o ;

V r  s  > o  s s i  f D o  o u  g F O .

on peut  dès  lo rs  représenter  tou tO- fo rmule  f  
( " r r . . . rxn)  de  LF

pa r  un  t e rme  
V  

de  t e1 le  so r te  que  pou r  t ous  t e rmes  f e rmé-  h  , . . . ,

h  de  t ype  O

t r  YG , , " " r t n )  ss i  Y t , " ' t n>0 .
Appe lons  r te rme généra I r r  t ou te  exp ress ion  méta l i ngu is t i que  de  1a

f o r n e  3  * r  . .  
. 3 * , r ,  

V r . , , . . .  V y t r l  t  ( È t  o ù  f  e s t  u n  t e r n e  d e

T  de  t ype  O e t  *  i t t a iqne  les  occu r rences  l i b res  de  va r iab les  au t res

q u e  x . 1 ' . . . x ; r r J 1 r . . . l r .

L r i n te rp ré ta t i on  D ia lec t i ca  peu t -ê t re  cons idé rée  comme assoc ian t

à  chaque  fo rmu le  
Y@ 

de  l - fa r i t hmét ique  in tu i t i onn is te  un  te rme

généra1 3? Vy ,A( n i l  ?) ,  ae sorte que
I
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s i  H  A  l -  r f  € ) ,  a l o r s  on  peu t  cons t ru i r e  une  su i t e  i  ( f  
' . . . f n )

de  t e rmes  de  T  t e l l - e  que  pou r  t ou tes  1es  su i t es  A  e t  ?  de  t e rmes

t l e  T  y ( ? i ,  d ,  l l p O  (  f  t  e s t  1 a  s u i t e  t r t  , . . . f  n T " ) .

Cela  montre  Ia  cons is tance de H A (e t  auss i  de PA,  v ia  l f in terpré-

t a t i on  de  l f a r i t hmé t i que  c l ass ique  dans  l f i n t u i t i onn i s te )  pu i sque

HA FO = 1 ent ra lnera i t  E O(SO) F 0,  ce qu i  es t  faux car

E  O  ( S O )  > S 0 .


