NORMALISATION DU CALCUL DES FONCTIONNELLES RECURSIVES PRIMITIVES

Marcel Crabbé

Nous renvoyons & l'article de Th. Lucas : "L'interprétation
Dialectica" pour la justification de ce qui suit. Pour des raisons
techniques, il nous a semblé nécessaire de présenter le systéme T
indépendamment de la maniére dont cela fut fait dans l'article cité.
En annexe, nous indiquons briévement comment on peut raccorder les

deux formulations.

Référence. TAIT, Intensional interpretations of functionals of finite

type. J.8.L. 32 (1967), pp. 198-212.

1. Iypes

Les types sont les éléments de la plus petite classe qui com-

prend o et est fermée pour l'opérateur (¢—T).

Remarques
- Le type o est le type des nombres naturels. Le type (¢—T) est le
type des fonctionnelles calculables définies sur les fonctionnelles

de type G et dont la valeur est une fonctionnelle de type T .
- Tout type est de la forme (d;—> ... (G —0)...) (n>o0)

- Le type (97— ... »(gqy—~T) ... ) pourra &tre noté g,,...,

9 —-T.
2. Termes

Pour chaque type J° on se donne une suite infinie de vari-
ables v:r, vz'—,.“de type ¢ .

On dispose également de deux constantes : 0 et Set, pour
chaque type ¢, d'une constante Rﬂ, .

Si f estun terme et ¢ un type, la notation f =g signifi-
era que f est de type 0.
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1. Toute variable de type ¢ est un terme de type T .

2. 0, 5 et R, sont des termes de types a, (o —> o ) et

o ,(se —(aT—06)), o —+0 respectivement.

2, 8if T et x k=0 alors Axf k= (6= T) (abstraction)

4, si f l:=@‘-v19et g =0 alors (fg) =T (évaluation).
Remargues
- Le terme A xf_’ PN /\x:" f de type @ ,. ,C,~Cse note aussi

AxT L oxfn, f.

- Le terme (...(f g,)... g,) se note aussi fg.... g,

- On peut omettre les parenthéses extérieures.

-~ Tout terme est de la forme /\x1, . ‘xh,(fg,,...gm) oun, m > 0
et f est une constante, une variable ouun terme de la forme
A y f'.

Substitution, occurrenceslibres et liées

.. Une occurrence de la variable x dans le terme f est liée si elle
u
se trouve dans/gous-terme de f de la forme Ax g. Elle est libre

sinon.

Une occurrence libre de la variable x damns f est libre pour g

ssi elle ne se trouve pas dans un sous-terme de f de la forme

A y h ot y a une occurrence libre dans g.

Si le type de g; (1€ isg n) est le méme que celui de x;, alors
o8 /%, reees gn,/X,] est le résultat de la substitution de g;
aux occurrences libres de x; dans f (1 € i £n). Toutefois, ceci ne
présentc un intér&t que si chaque occurrence libre de x; dans f est

libre pour g;. Nous supposerons qu'il en est toujours ainsi.

Plus formellement nous pouvons introduire une relation d'équivalence
= entre termes en postulant f =< g ssi "g ne différe de f que par

les variables liées". Si T et Z sont les classes d'équivalence de



f et g et si x est libre pour g dans f alors f [.g/x] est fEfbﬂ
Les considérations qui suivent se rapportent non aux termes eux-

mémés mais a leurs classes d'équivalence.

En fait, la méthode que nous venons d'esquisser revient & présen-
ter le systéme a l'aide des carrés de Bourbaki.

On peut également éliminer les variables liées en utilisant des
combinateurs, comme chez Tait, mais ceci modifie en méme temps la

structure du systéme.
3. La réduction

f > g ("f se réduit & g") est la relation transitiva.,
stable pour les opérations d'abstraction et d'évaluation engendrée
par
Rl. (A x fg > £ [&/x]

R2. Rf g0 > f
R3. Rf g (St) > gt (Rf g t)

On vérifie sans peine que

-fPget f =0 impliquent g =37

- si f est un terme et f > g alors gest un terme.
Définitions

f se réduit immédiatement 4 g si on a f > g sans utiliser le tran-
sitivité de P. (Plus précisément : si g s'obtient en remplagant dans
f une occurrence d'un sous-terme ayant une des formes indiquées &
gauche de > dans les régles R1, R2 et R3 par le terme correspondant

mentionné & droite).

Une réduction de f est une suite de termes dont le premier terme
est f et dans laquelle chaque autre terme est obtenu par réduction

immédiate du précédent.

Un terme f est normal ssi il n'y a pas de terme g tel que f > g

(Toute réduction de f est de longueur 1)
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Exemples

- R O0() x y.x) (S0) se réduit immédiatement & ( X x y.x)
0O (RO(A x y.x) 0).
- Les suites :
ROCAzxy.x) (80), (AXAx y.x) 0 (RA x y.x)0), ( A x y.x) 00,
( Ay 0) o, o.
et
RO (Axy.x) S, ( Ax y.x) 0 (R8 (A x y.x)0),
(Ay 0)(RO( A x y,%x)0), O.
sont des réductions de RO (A x y,x) (S0)

- Les termes Axx, Ay0 0, SOet RO( A x y,x) z sont normaux.
Le théoréme suivant se démontre d'une maniére finitiste :

Théoréme de Church-Rosser

Si fl>gf1et £ ;}gzet gl # g alors il existe un terme h tel que
2
>h et h
81 g 2E>

Corollaire

Un terme ne se réduit qu'a un terme normal au plus.
4. Numéraux

Définition :

Les numéraux sont les termes de la plus petite classe contenant O et

S t pour tout t dans la classe.

Le numéral (S...(S0)...) ol S a n occurrences est noté S"0 ou T

(s® 0 = 0). Tous les numéraux sont de cette forme.

Lemme 1
Tout terme normal fermé de type O (c.d.d. sans occurrences libres de

variables) est un numéral (et réciproquement).
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Démonstration

La réciproque est évidente.

L'autre partie se démontre par induction sur 1la longueur du terme.
Soit t : X Xqeee x,{f gy... g,) un terme normal fermé de type O.
Comme t est de type O, n = 0. En outre f est une constante, car t est

fermé,
Trois cas sont & envisager.

1. £ est 0. Alors t est f.
2. f est S. Alors €4 est fermé et de type O, et m = 1
Par 1'hypothése d'induction gq est 8 O pour un certain naturel
k. Donc t est Sk +1 0
3. f est R, . Alors 81:=75 g2f= 0—=>(0—>G) et g k0. Par

1'hypothése d'induction g3 est un numéral. Dés lors t n'est pas

normal. Ce cas est impossible. O

5. Théoréme de normalisation

Le théoréme de normalisation s'énonce :

Tout terme se réduit a un terme normal. (Pour tout terme

il y a une réduction finie).

En vertu du lemme 1, il a comme corollaire que tout terme
fermé de type O se réduit & un numéral. L'intérdt de ce corollaire

réside dans le fait qu'il implique élémentairement la cohérence de

1tarithmétique (intuitionniste au classique).

I1 s'ensuit que le théoréme de normalisation ne peut-&tre démontré
dans l'arithmétigue. Howard a montré qu'on peut 1'établir dans une
extension de 1'arithmétique primitive récursive obtenue par addi-
tion du schéma d'induction jusqu'a 1l'ordinal €, (premier point fixe
de la fonction K+ w™) Ce résultat montre que la preuve de la
cohérence de 1'arithmétigue via 1'interprétation de Gddel transgresse
le point de vue finitiste de la m8me manidre que la fameuse démons-

tration de Gentzen.



Nous présentons ici une démonstration d'un théoréme plus fort

que le théoréme de normalisation.

Théoréme de normalisation forte :

Toute réduction d'un terme est finie.

L'idée directrice de cette démonstration, due & Tait, est de conce-
voir les termes comme des notations pour les fonctionnelles calcu-

lables (récursives primitives) au sens de Gddel.

Cette interprétation est clarifiée dans les définitions qui suivent

Définition

Un terme est absolument normalisable ssi toutes ses réductions

sont finies.

Notion de calculabilité (G6del-Tait)

La calculabilité des termes est définie par récurrence sur la com-

plexité des types.

Si f =0, f est calculable ssi f est absolument normalisable.
Si fE=d~T, f est calculable ssi pour tout terme g de type d,
fg est calculable (notez que fgkT).

Remarque
On peut remplacer la définition qui vient d'&tre donnée par la

suivante :

Sif e Tyaeee »0,+ 0, alors f est calculable ssi pour tous
termes calculables Bq1 cess By (gi = oz (1 <ign))

f 8y By est absolument normalisable.

Lemme 2
1. Toute variable est calculable.

2. Tout terme calculable est absolument normalisable.



On démontre simultanément les deux points par induction

sur la complexité des types, Le cas du type 0 est imaédiat.

1. Soient X une variable de type s soes T —> O et Gyyeee,
gjﬂdes termes calculables de types respectifs Ty eevy G

Par 1l'hypothése de récurrence les termes g, (1< i< n) sont

absolument normalisables. Donc, x Breses &, est absolument nor-

malisable.

2. Soit f un terme calculable de type o;, ey G — O
Par l1'hypothése de récurrence, les variables Xy eeey X de
n
types respectifs Tha eeey 0, sont calculables. Donc, f X J...

X n est absolument normalisable. Par conséquent f 1'est également.

On définit un concept de réduction "eritigue" (noté [ ) en

postulant :

(Ax £) g &z f [g/x] s si g est absolument normalisable lorsque
X n'a pas d'occurrences libres dans fs

Rfgt C? f » 81 t et g sont absolument normalisables
et t > o.

Rfgt > gt'(Rfgt') , si toute réduction de t comprend un
terme de la forme St¥ et t b St'.

Un terme critigue est un terme de la forme indiquée ci-dessus a
gauche de 2 et vérifiant les conditions de 1a régle de réduction
critique correspondante.

Lemme 3

8i r est un terme critique et si pour tout terme s tel que rgz s,
s est calculable, alors r est calculable.

Démonstration
—==oistration

On envisage chacune des trois réductions critiques.



1. (hx f)g Q f [g/x].
On sait que f [g/x] est calculable et que g est absolument norma=-
lisable(par la condition imposée a la premiére réduction criti-

que ou par le lemme 1)

Soient des termes calculables hl’ cees hm tels que (A xf) g hl...
hy soit de type O .gachant que f Eg/x] hl"'hm est calculable, il
faut montrer que Ux £) g hl...h“ l'est également.
Les termes g, hﬁl, ...h.m étant absolument normalisables (lemme 1)
il est clair que toute réduction de (Axf) ghy... h comprend deux
termes successifs de la forme (Ax £') g' h'y... by, £'[g"/x]

p ]
BYeeh? g 0B T 1Y, g gty B DB Ly B R

Par ailleurs f Eg/x] h’i." h,D>f' [8"/x] h'j...h'.
Ainsi toute réduction de (A x f) g hy.. hpa un terme en commun
avec une réduction de f Eg/xj by «oBye Mais cette derniére réduc-

tion est finie.
On peut illustrer cet argument de la fagon suivante :

(Ax £) g hpeeo b > £ Lg/x.j hoees By
A} 1 L 1 L
()\xf)g hl...h"‘v ",»A‘
1] \] T 1 .
' [g'/x] b poe- B g
2. Rfgtpf.
On sait que t et g sont absolument normalisables et que t [> O.
La démonstration, analogue a la précédente peut se représenter
par le diagramme suivant :
vagthi... hy fh'k'"'}hn
R f' g' o h'i"'h'm~ LA
f' h'q... h'y o0
N 1 ™
3. r est de la forme R f g t ol toute réduction de t comprend
un terme de la forme St™ . Par hypothése g t* (R £ g %)
est calculable. Dés lors f, g et t sont absolument normalisables
(lemme 2)



Soient ht"'hm des termes calculables tels que R f g t h]... hm soit

de type 5. Toute réduction de R f g t hl...hm' contient deux

termes successifs de la forme : R f'g' (St') h} ...hL', g' t' (R f£'g't")
\ 1

h l...h o

D'autre part, R f g t Dz gt'" (Rfgt'), qui est calculable par

hypothése.

I1 suffit donc, pour terminer, de remarguerque g t' (R f g t')
cee e 'grt! LIPS L

hy hm(>gt(ng1:)h1 "

Calculabilité sous substitution

Un terme f est calculable sous substitution ssi pour tous termes

. i - 1
calculables hﬁ?"'hh’ f [_h1/x{..., hh/th est calculable.

Pour un terme fermé la calculabilité sous substitution coincide

donc avec la calculabilité.

Théoréme

Tout terme est calculable sous substitution.
Démonstration

Par induction sur la structure des termes.

2. O est calculable.
2. S est calculable.
3. Rgpest calculable?
Soient f et g deux termes calculables de type O et G- ([T~7)

respectivement.

Un terme calculable de type O se réduit a un unique terme normal
Skf*oa-f*h'est pas de la forme St'.

Nous montrons par induction sur k que, pour tout terme t czlculable

de type ¢, R f g t est calculable.
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1« k = O On distingue deux cas.
11 ¥* = 0. Alors R £ gt E? f, qui est calculable.
Donc R f g t est calculable (lemme 3).

12 t* # o.
Soient hgyye.., hy des termes calculables tels que R f g t = ...
h soit de type o. Tout terme apparaissant dans une réducticn is
Rfgthjeoeoh est de la forme R f'g't'h', ...h' od f > &', = >

m 1 )
hy >h'd"‘° hm Dh'm. Une telle réduction est nécessairezsr-

"y

finie.

2e k = p + 1
Soit t' un terme tel que t > St'. Alors Rf gt 2 g t'"(Rf g ="
qui est calculable par 1'hypothése d' induction (t'p SP ¥).
Donc, par le lemme 4, R f g t est calculable.

_&L Toute variable est calculable sous substitution.

5., Si f est calculable sous substitution, alors Ax f 1l'est aussi.

En effet, si h47"" dﬂ g sont calculables, alors Ax £ [h /%,

1
...h./x ] g D f[é/x, h, /x ,...h /x ]qul est calculable, par
hypothese. On applique alors le lemme 3.

6. Si f et g sont calculables sous substitution, alors il en va

de mé&me pour f g.

Corollaires
1. Tout terme est calculable.
2. Tout terme est absolument normalisable.

3. Tout terme fermé de type 0 se réduit a un numéral.
6. Annexe

Nous relions ici 1l'exposé précédent & "L'Interprétation

Dialectica" de T. Lucas.



On montre facilement que pour toute fonction primitive
récursive y de N vers IN il existe un terme ? de T ayant
le type Oy <.y, 0= 0 tel que pour toute suite de naturels kg.,...,

b G Reep > PR R

En particulier, considérons les définitions suivantes :

P=, Ro (A x y.x) ;R = Axy.Rx(0zS)y

= g Ay Rx(AzP)y 5 E =y Axy A (Exy)(Ey0;

7 =40 Ax =(So)x 5O = /\xy, T(Ax(7y)

Vo SHGF 7(/T('7x)(7—_y) .

On remarquera que
PODO s Pn+ I bW H

= nm > nitm,

>l
]l
8|
v
o]
+
E]

Dés lors, si f et g sont des termes closde type o (se réduisant

4 un numéral, par le théoréme de normalisation), on a :

Ef£gpo0 ssif etg se réduisent au méme numéral;
A fgD0 ssi fp0 et gb0;

= f D0 ssi f%o H

Sf g0 ssi f990 ou gpPO0;

Vg0 ssi £D>0 ou giO.

On peut dés lors représenter touttO-formule 70 (X‘I""’Xn) de LF

par un terme ’l/ de telle sorte que pour tous termes fermés t] gecey

t, de type 0 : o _
F“f’(t,;*")tn) ssi nf/t,.tnf>0

Appelons "terme général' toute expression métalinguistique de la

-
forme Ex_l... E]xzrl Vy},,... Vym £ (2) oi f est un terme de
T de type O et ?indique les occurrences libres de variables autres

QUE XpyeeeX 3 Fpgeced e

L'interprétation Dialectica peut-&tre considérée comme associant
a chaque formule W(Z) de 1'arithmétique intuitionmiste un terme

général TJZ V7 70( 2, ¥» 2), de sorte que
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si HA kf(?), alors on peut construire une suite 7 (f'l'”"fn)
de termes de T telle que pour toutes les suites E’ et T de termes
de T 4{)(?5’, 2, BP0 ( T h est la suite £,8 .08 B

Cela montre la consistance de H A (et aussi de PA, via l'interpré-
tation de l'arithmétigue classique dans l'intuitionniste) puisque
HA 0 = 1 entrainerait E 0(S80) B> 0, ce qui est faux car

E 0 (S0) [> s0.



